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. Przyktad serii zwrotéw z instrumentu finansowego
. Hierarchiczna struktura VaR
. Odwzorowanie pozycji w 3-miesiecznym futures na 3-miesieczny

depozyt eurodolarowy

. Przeptywy zwiagzane z obligacja o statym oprocentowaniu

denominowang w walucie zagranicznej

. Zmiennosci dla réznych aktywdw w zaleznosci od horyzontu

czasowego pomiaru

. Endogeniczne ryzyko ptynnosci
. Korelacja LIBOR i cen 10-letnich T-Notes w zaleznosci od momentu

pomiaru

. Ogony rozktadéw: normalnego i mieszanego normalnego

9. Brzegowy rozktad a posteriori zwrotéw na przyktadzie cen ztota

11

12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.

. Rozktad GED dla v=1, v=1.5 i v=2 (odpowiednio linia j. zielona,
szara, c. zielona)

. Ogony rozktadu normalnego i GED dla v=1

Zwroty dla kursu PLN/USD oraz amerykanskich T-Notes

Zwroty dla akgcji i bonéw

Ogony rozktadu normalnego i rozktadu empirycznego zwrotéw z

portfela

Wykres kwantyl-kwantyl (bez trendu) zwrotéw z portfela wzgledem

rozktadu normalnego

Zwroty z portfela oraz przyktadowy Value-at-Risk

Poréwnanie VaR dla trzech metod przy poziomie ufnosci 0.95 i oknie

obserwacji n = 100

Poréwnanie VaR dla trzech metod przy poziomie ufnosci 0.99 i oknie

obserwacji n = 200.

Zwroty bezwzgledne z portfela i VaR dla metody VC i r6znej dtugosci

okna (p = 0.95)
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Streszczenie

STRESZCZENIE

Koncepcja Value at Risk (VaR) stanowi miare ryzyka rynkowego pozwalajgcg okresli¢ gorng
granice oczekiwanych strat dla portfela aktywoéw w danym okresie. Zagadnienie kwantyfikacji
ryzyka stanowi podstawowy element wspdtczesnych teorii i modeli opisujgcych rynki finansowe.
Jednoczesnie metodologia zwigzana z VaR jest punktem wyjscia dla modelowania innego typu
ryzyk (np. kredytowego).

Praca ta przedstawia szczegétowo metodologie Value at Risk, poczawszy od historii jej
powstania, poje¢ teorii szeregéw czasowych i modeli najczesciej stosowanych w analizie danych
finansowych, po szczegdtowe zagadnienia zwigzane z wyznaczaniem VaR Szczegdlny nacisk
potozony jest na numeryczne aspekty estymacji tej miary ryzyka. Opisane zostaty rowniez standardy
kalkulacji Bazylejskiego Komitetu Nadzoru Bankowego, a takze pokrewne miary ryzyka rynkowego.
Na zakonczenie przedstawiam przyktad kalkulacji VaR dla trzech podstawowych metod estymacji.
Whyniki symulacji wskazujg m.in., ze przyjecie diugich okreséw obserwacji niekoniecznie prowadzi
do bardziej konserwatywnych wartosci VaR.

Klasyfikacja JEL: G11, C40, C49

Stowa kluczowe: Value at Risk, statystyka rynkéw finansowych, ryzyko rynkowe, metody
numeryczne.
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Poczatek lat siedemdziesigtych $miato mozna uzna¢ za poczatek nowej ery dla
miedzynarodowych rynkéw finansowych. Od tego czasu rynki charakteryzujg sie niespotykanym
wczesniej poziomem zmiennosci, a wiec w konsekwencji ryzyka. Jednoczesnie lawinowo wzrosta
liczba i réznorodnos¢ oferowanych instrumentéw pochodnych - opgji, swapéw i kontraktow
futures. Instrumenty te idealnie nadajg sie do zarzadzania ryzykiem. Z jednej strony istnieje wiele
standardowych, tanich i fatwo zbywalnych derywatéw, z drugiej - mozna tworzy¢ instrumenty pod
indywidualne potrzeby klienta. Instrumenty pochodne nadajg sie réwniez znakomicie do celéw
spekulacyjnych, oferujac wysoki poziom dzwigni finansowej, a to z kolei sprawia, ze moga by¢ one
jeszcze jednym zrédtem ryzyka. Jedli dodamy do tego jeszcze internacjonalizacje gospodarki,
inwestowanie na wielu rynkach i w réznych walutach, to staje sie jasnym, ze zaistniata silna
potrzeba nowej miary ryzyka na poziomie portfela inwestycyjnego.

Mozna przytoczy¢ wiele spektakularnych przyktadow  katastrof finansowych”
uzasadniajacych teze o potrzebie stworzenia nowej, skutecznej metodologii pomiaru ryzyka
rynkowego. Nie chodzi tu tylko o miedzynarodowe zaburzenia finansowe, takie jak ,Czarny
Poniedziatek”(X 1987), zatamanie sie Europejskiego Systemu Walutowego (IX 1992), czy tez
kryzysy: azjatycki (1997) i rosyjski (VIII 1998). Przestroga sg réwniez bankructwa Orange County
i banku Barings, ktérych unikniecie przy odpowiednim monitorowaniu ekspozycji na czynniki ryzyka
rynkowego byto mozliwe.

.Potrzeba matka wynalazku”, a tym wynalazkiem okazata sie metodologia Value at Risk
(w skrocie VaR), czyli, w polskim przektadzie, ,wartos¢ narazona na ryzyko". Ta stosunkowo nowa
koncepcja po raz pierwszy wprowadzona zostata w zycie przez kilka miedzynarodowych instytucji
finansowych pod koniec lat 80-tych. Od tego czasu popularnos¢ VaR rosta w sposéb lawinowy.
Znaczacym krokiem byto stworzenie przez J.P.Morgan systemu RiskMetrics™ w pazdzierniku 1994
roku (zob. [34], [1], [2]). VaR zaczat by¢ réwniez popularny wsréd firm i inwestoréow
instytucjonalnych. Kolejnymi krokami przyczyniajgcymi sie do rozwoju popularnosci nowej
metodologii byto pojawienie sie publikacji, jak chociazby P. Joriona [32], kompleksowo
rozwazajgcych zagadnienia zwigzane z VaR, a takze powstanie systeméw informatycznych
pozwalajgcych na implementacje metodologii.

Nowa metoda wzbudzita réwniez zainteresowanie instytucji nadzorczych. W styczniu 1996
roku Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego uchwalit poprawke do swoich standardéw wymogdw
kapitatowych ze wzgledu na ponoszone ryzyka rynkowe [5] (Amendment of the Capital Accord to
Incorporate Market Risk), okreslajgcg zasady uwzgledniania przez banki ponoszonych przez nie
ryzyk rynkowych zwigzanych ze zmianami stép procentowych, kurséw wymiany i cen towardw,
gdzie po raz pierwszy pozwolono na szacowanie przez banki tych ryzyk za pomocag wewnetrznych
modeli VaR. W sierpniu tego roku $ladami Europy podazyty Stany Zjednoczone, gdzie Federalny
Bank Rezerw (Fed) uchwalit ,Risk-Based Capital Standards: Market Risk” (standardy kapitafowe
zwigzane z ryzykami rynkowymi), wzorujac sie na wspomnianej poprawce Komisji Bazylejskiej.
W obu publikacjach okreslono zasady, wedtug ktérych banki miaty kalkulowad we wtasnym zakresie
VaR. Réwniez w 1993 roku weszta w zycie dyrektywa Unii Europejskiej dotyczaca standardéw
kapitatowych, pozwalajgca stosowacd Value at Risk jako sposéb obliczania ryzyka dla pozygji
walutowych.

Value at Risk stat sie tematem mojej pracy z kilku powoddw. Po pierwsze, koncepcja ta wigze
sie, w mniejszym lub wiekszym stopniu, z niemal wszystkimi teoriami stanowigcymi narzedzie opisu
wspotczesnych rynkéw finansowych. Pojawiajg sie tutaj elementy teorii Markowitza wyboru
optymalnego portfela, metody wyceny instrumentéw pochodnych, modele warunkowej
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heteroskedastycznosci, metody Monte Carlo, modele rozktadéow zwrotéw z instrumentéw
finansowych, problematyka wydarzen ekstremalnych czy tez zagadnienie dywersyfikacji portfela. Po
drugie, VaR stat sie punktem wyjscia dla modelowania innego typu ryzyk, jak chociazby ryzyko
kredytowe czy tez ryzyko operacyjne. Na podejsciu wartosci zagrozonej bazuje réwniez caty zestaw
komplementarnych miar ryzyka - jak chociazby przecietna warunkowa strata, czy tez analiza
scenariuszy awaryjnych (ang. stress testing). Po trzecie, VaR stanowi istotny element teorii
zarzadzania finansami, pozwalajac znalez¢ optymalny poziom kapitatu dla prowadzonych operacji
finansowych, przy zadanym poziomie bezpieczenstwa, co prowadzi do maksymalizacji ROE
i wartosci dla akcjonariuszy.

Praca nie koncentruje sie jednak wytgcznie na statystycznej i matematycznej stronie
zagadnienia. Omdwione zostaty w niej réwniez kwestie standardéw ustalanych przez organy
nadzoru i niektére praktyczne zagadnienia implementacji metodologii. Pokusitem sie réwniez
o ukazanie perspektyw rozwoju metod pomiaru ryzyka rynkowego i roli VaR w ogélnym kontekscie
zarzadzania ryzykiem.

W rozdziale pierwszym przedstawiam historyczne uwarunkowania prowadzace do
powstania koncepcji Value at Risk i opisuje gwattowny wzrost jej popularnosci. Rozdziat drugi
poswiecony jest istotnym, z punktu widzenia omawianej metodologii, cechom finansowych
szeregow czasowych. Rozdziat trzeci definiuje Value at Risk, przedstawia zastosowania, zalety
i wady metodologii oraz ogdlny podziat stosowanych metod kalkulacji. W kolejnym rozdziale
przedstawiono wiele zagadnien zwigzanych z kalkulacja VaR - mapowanie pozycji, pomiar
wspotzaleznosci, zagadnienia horyzontu czasowego i in. W rozdziale pigtym zajmuje sie
standardami kalkulacji VaR ustalonymi przez Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego. Rozdziat
szbsty prezentuje trzy podstawowe podejscia do kalkulacji VaR - metode delta-normal, metode
historycznej symulacji oraz metode Monte Carlo. Przedstawione zostaty zatozenia i sposoby
kalkulacji dla poszczegdlnych podejs¢. W rozdziale VII opisatem rozwiniecia modeli podstawowych
oraz alternatywne podejscia, m.in. podejscie oparte na teorii wartosci ekstremalnych. Rozdziat smy
poswiecitem opisowi popularnego systemu RiskMetrics™, wraz z jego rozwinigciami. W rozdziale
dziewigtym zajmuje sie problemem testowania jakosci modeli VaR i metod stosowanych do
kalkulacji wartosci narazonej na ryzyko. Omdwione zostaty zaréwno wytyczne Komitetu
Bazylejskiego, jak i sugestie zawarte w literaturze. Rozdziat X przedstawia komplementarne
wzgledem VaR metody oceny i pomiaru ryzyka - stress testing, Worst Case Scenario i Mean Excess
Loss. W rozdziale XI opisuje wyniki testowania trzech popularnych podejs¢, czyli metod: delta-
normalnej, Risk Metrics i historycznej symulacji, w kontekscie przyktadowego portfela. Rozdziat
dwunasty zawiera wnioski oraz podsumowanie gtéwnych watkdéw poruszonych w niniejszej pracy.
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Wybrane cechy finansowych szeregéw czasowych

Przed omoéwieniem zagadnien bezposrednio zwigzanych z kalkulacjg i zastosowa-
niem Value at Risk, chciatbym w skrocie przedstawi¢ wybrane zagadnienia pojawiajgce sie
przy statystycznym opisie rynkoéw finansowych. Z jednej strony pozwoli to na lepsze ukazanie
zwigzkéw VaR z istniejacymi metodami badania danych finansowych. Z drugiej strony, znajo-
mos¢ cech szczegodlnych finansowych szeregdw czasowych pozwala na zrozumienie pewnych

zagadnien zwigzanych z estymacja, weryfikacjg i wykorzystaniem VaR.

Podstawowym, modelowym obrazem rynkéw finansowych jest zazwyczaj tzw. ruch
Browna. W arytmetycznym ruchu Browna tzw. proces ceny mozemy przedstawic¢
(zob. [53], [34]), jako P =P_ +u+og,, gdzie €~ N[0,1] sg niezaleznymi zmiennym loso-
wymi o takim samym, standardowym rozktadzie normalnym (i.i.d.)", P oznacza ceneg
w momencie ¢, o jest odchyleniem standardowym procesu, a i jego warto$cig oczekiwanag.
Problem polega na tym, ze w takim wypadku zawsze istnieje niezerowe prawdopodobienstwo
ujemnej ceny, a ceny rosng w wartosciach relatywnych coraz wolniej. Wiasciwszym modelem
jest geometryczny ruch Browna, gdzie P, =P_ exp(u +o0¢,). Oznacza to, ze ceny majg
(warunkowo wzgledem P_, ) rozktad lognormalny, natomiast logarytmy cen majg (warunkowo
wzgledem p, ) rozktad normalny, gdyz jesli zlogarytmujemy stronami wyrazenie otrzymamy
p,=p,tU+OE, lub r=u+oe,, gdzie p, oznacza logarytm ceny, a r log-zwrot. Wazng
odmiang takiego modelu jest heteroskedastyczny ruch Browna w postaci
p,=p,tu+o(t)e,, gdzie o(¢) oznacza, iz odchylenie standardowe procesu zalezy od

czasu (historii procesu).

Czesto w przypadku rynkéw finansowych modeluje sie nie cene (poziom), ale zwrot
(czyli zmiane poziomu). Zwrot absolutny okreslamy jako » =P, —P_, , gdzie P oznacza cene
w momencie ¢, zwrot wzgledny natomiast jako r=(P —P_)/P_ . Jednak najczesciej
w modelowaniu  korzysta sie z tzw. log-zwrotéw. Log-zwrot definiujemy jako
r=In(P/P_)=InP —-InP_, . Zaletg takiego przedstawienia zmiany ceny jest z jednej strony
odniesienie jej relatywno$¢ (odniesienie do aktualnego poziomu ceny) oraz addytywnosé,
bowiem zwrot w danym przedziale [7,;¢,] jest sumg zwrotow w momentach 1,,4,,..,7, . Warto

zauwazyé, ze dla matych Ap zwroty wzgledne sg w przyblizeniu rowne log-zwrotom?.

Gtéwnym powodem korzystania ze zwrotow (zmian poziomow), a nie z pozioméw
zmiennych (czyli cen, warto$ci indekséw, kurséw wymiany etc.), jest kwestia stacjonarnosci.
Méwimy, ze dany proces stochastyczny (wzglednie jego realizacja, czyli np. szereg czasowy

warto$ci cen akcji) jest stabo stacjonarny, jesli wartosé oczekiwana procesu i jego wariancja sg

'z ang. i.i.d. - independent identically distributed, 1j. niezalezne o jednakowym rozktadzie.

X

2 Wynika to z rozwiniecia funkgji In(x+1) w szereg Taylora, gdzie In(x + 1) = x — 72 + ..., przy czym x oznacza

zwrot wzgledny, a In(x+1) - log-zwrot.
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skonczone i nie zalezg od czasu, a kowariancja zalezy jedynie od odstepu migedzy realizacjami
procesu. Nietrudno dostrzec, iz ceny akcji sg niestacjonarne, gdyz ich srednia ulega istotnym
zmianom (tzn. istnieja wyraznie nielosowe trendy). Zwroty natomiast (czyli przyrosty cen)

oscylujg wokot zera (nie wykazujg trendéw).

Rys. 1. Przyktad serii zwrotéw z instrumentu finansowego
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Czy zatem proces log-zwrotbw mozna przybliza¢ za pomoca procesu "biatego szu-
mu”? Czy ceny podazajg geometrycznym ruchem Browna? Zeby odpowiedzieé na te pytania,
trzeba przyjrze¢ sie wynikom wieloletnich badan szeregbéw finansowych, przedstawionych
syntetycznie chociazby w [53], [34]. Jak sie okazuje, odpowiedZ na powyzsze pytanie brzmi
"nie”, bowiem szeregi danych finansowych posiadajg szereg ciekawych, aczkolwiek utrudniaja-
cych zycie charakterystyk, przedstawionych w skrécie ponize;.

1. Heteroskedastycznosé. Rys. 1 przedstawia typowy obraz szeregu czasowego zwrotow.
Wida¢ do$¢ wyrazne skupiska zwrotéw (ang. clusters), cechujgce sie mniejszg lub wiek-
szg zmiennos$cig. Formalny test autokorelacji kwadratéw log-zwrotéw za pomoca np. sta-
tystyki Boxa-Ljunga, czesto pozwala na odrzucenie hipotezy o niezaleznosci. Oznacza to
ze wariancja procesu ¢ (jak réwniez odchylenie standardowe) zalezg od czasu i po-

przednich warto$ci warianciji (historii procesu).

2. Autokorelacja. Szeregi czasowe zwrotow wykazujg réwniez autokorelacje, jednak z
reguty na granicy istotnosci statystycznej, nie pozwalajac na ekonomiczne wykorzystanie

tego faktu.

3. ”Grube ogony”. Analiza danych finansowych wskazujg réwniez na relatywnie wysokg
(wzgledem rozkladu normalnego) czestotliwo$¢ wystepowania znacznych zmian cen.
W przypadku modelowania rozktadu zwrotéw oznacza to, ze prawdopodobienstwo
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P(y,>y) (lub P(y, <—y) dlalewego ogona dystrybuanty) jest dla y — o wigksze niz

w przypadku rozktadu normalnego.

4. Kurtoza. Innym sposobem na opisanie zjawiska "grubych ogonéw” jest wystepowanie

ekscesu kurtozy. Kurtoza jest to po prostu czwarty moment centralny rozktadu zmiennej

losowej, dany wzorem s* = E[(X - E(X))4] . Tym niemniej szersze zastosowanie znaj-

duje wspotczynnik kurtozy dany przez k =s*/c*, gdzie 6 oznacza odchylenie standar-

dowe. Nieobcigzonym estymatorem wspotczynnika kurtozy z préby jest
P e N (5% \' 4 (v-nen-3)
K = aenv-a0v Zle( o ) Ry iy sy (1)

Rozkfad normalny ma wspotczynnik kurtozy réwny 3. Eksces kurtozy réwny jest wspot-

czynnikowi kurtozy minus trzy. Eksces wiekszy od zera wskazuje na relatywnie wieksze
w stosunku do rozktadu normalnego rozproszenie gestosci prawdopodobienstwa , bar-
dziej smuktg czes¢ centralng oraz grubsze ogony.

5. Skosnosé. Jest to trzeci moment centralny rozktadu zmiennej losowej, zdefiniowany jako
s = E{(X—E(X)ﬂ . Wspétczynnik skosnosci ma postaé y = s°/6°. Kazdy rozktad

symetryczny (wtaczajgc normalny) ma y =0 . Dodatnie wartosci ¥ wskazujg na czestsze
wystepowanie wartosci mniejszych od wartosci oczekiwanej (tzn. mediana jest na lewo od
$redniej). Zwroty wykazujg najczesciej skosnos¢ w lewo (¥ <0 ). Nie chodzi tutaj o fakt,
ze $rednia wartos¢ zwrotdw jest wieksza od zera. Jest to raczej przejaw odmiennego za-
chowania inwestoréw w trakcie bessy i w trakcie hossy. Innymi stowy, cze$ciej zdarzajg
sie dodatnie zwroty, ale ujemne majg wieksze (bezwzglednie) wartosci. Nieobcigzonym
estymatorem wspotczynnika sko$nosci z proby jest

7= o (55) )

6. Zaleznosci dlugoterminowe. Co prawda, jak wspomniatem, szeregi finansowe wykazujg
dos¢ stabg autokorelacje, tym niemniej bardzo czesto spotyka sie zjawisko dtugotermino-
wej zalezno$ci danych, niewykrywalne za pomocg standardowych metod. Przyktadowo w
przypadku rynku akcji takie zaleznosci majg zakres czasowy odpowiadajacy w przyblize-
niu dtugosci cyklu gospodarczego (4-5 lat). Metode badania takiej zaleznosci wprowadzit
w potowie XX wieku hydrolog H.E.Hurst, badajgc zmiany poziomu Nilu. Metode obliczenia
tzw. wyktadnika Hursta (H) podaje chociazby [47] badz [53] str. 325. Warto$¢ H = 0.5
odpowiada zwyktemu ruchowi Browna. Wigksze warto$ci odpowiadajg wystepowaniu dtu-
gookresowej autokorelacji.

Jak zatem wida¢ klasyczny model homoskedastycznego, geometrycznego ruchu
Browna, oparty o zatozenia warunkowej (wzgledem poprzednich zwrotéw) normalnoéci log-
zwrotdéw nie opisuje poprawnie rynkéw finansowych. Stato sie to przyczyng powstania i roz-
woju catego szeregu nowych modeli i metod opisujacych szeregi zwrotéw. Przypatrzmy sie
zatem pokrétce kilku z nich, zwracajgc uwage na te sposrod nich, ktére majg zwigzek

z modelowaniem VaR.
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1. Modele ARMA. Jest to grupa modeli, zawierajgcych modele autoregresyjne i modele
Sredniej ruchomej, w ktérych warunkowa warto$¢ oczekiwana zalezy od historii procesu,
ale wariancja pozostaje stata. Modele ARMA oddawaty tylko wtasno$¢ autokorelacji sze-
regow finansowych, nie pozwalajgc na modelowanie np. grubych ogonow i skupiania sie

zwrotéw.

2. Modelowanie warunkowej heteroskedastycznosci. Na poczatku lat 80-tych zaczety
powstawac¢ modele, w ktérych modelowaniu podlega wariancja procesu. Istnieje bardzo
wiele tego typu modeli, przyktadami sg: ARCH (ang. AutoRegressive Conditional Hetero-
scedasticity), GARCH (ang. Generalized ARCH), TARCH (ang. Threshold ARCH),
R-GARCH (ang. Randomized GARCH), HARCH (ang. Heterogenous interval ARCH),
M-ARCH (ang. Mean-in ARCH) czy tez SWARCH (ang. SWitching regime ARCH). Zarys

ich struktury i wiadciwosci zostaty oméwione w dalszej czeSci pracy.

3. Modele stochastycznej zmiennosci (ang. Stochastic Volatility Models). Stosunkowo
nowe podejécie, opisujgce wariancje procesu ceny jako proces stochastyczny (np. bta-
dzenie przypadkowe z mean reversion), co prowadzi do np. pojecia zmiennosci zmienno-
Sci.

4. Alternatywne rozklady zwrotéw. Do opisu bezwzglednych rozktadéw log-zwrotéw
probowano zastosowac wiele rozktadéw. Wspomnie¢ nalezy rodzine rozktadéw « -stabil-
nych, mieszanine rozktadéw normalnych, rozktad t-Studenta, rozktady ¢ -stabilne czy tez
klase uogélnionych rozktadéw hiperbolicznych. Generalnie wydaje sig, ze dobre dopaso-
wanie do danych empirycznych, mierzone jako$cig odwzorowania zjawiska grubych ogo-
néw, mozna uzyska¢ stosujac rozktady o — stabilne i uogolnione hiperboliczne
(np. rozktad normalny odwrotny gaussowski). W oparciu o alternatywne wzgledem nor-

malnego rozktady zwrotéw mozna budowa¢ np. modele wyceny opcji lub modele VaR.

5. Badanie ogonéw rozktadéw. Ogony rozktadéw wielu zmiennych losowych mozna
przyblizy¢ za pomocg wyrazenia y “L(y) , gdzie o jest pewna statg, zwang indeksem
ogona®, a L(y ) - wolno zmieniajaca sie funkcjg*. W przypadku rozktadu normalnego za-
lezno$¢ powyzsza ma posta¢ wyktadniczg. Do rozktadow spetniajacych takag zalezno$¢
zaliczajg sie m.in. rozktady o -stabilne, rozkiad t-Studenta, czy tez rozktad Pareto. Roz-

ktady o danym indeksie ogona o posiadajg skofczone pierwsze o momentow®.

Dla potrzeb analizy danych finansowych zastosowano i rozwinieto znane wczes$niej meto-
dy. Indeks ogona @ mozna estymowac korzystajgc np. z estymatoréw Pickandsa, Hilla
lub Dekkersa-Einmahla-de Haana. Estymatory te wystepujg rowniez w teorii wartosci
ekstremalnych (pot. rozdziat 7.4), dzieki ktérej mozliwe jest modelowanie asymptotycz-
nego rozktadu prawego ogona dystrybuanty empirycznej wielu rozktadéw prawdopodo-
bienstwa. Statystyka Andersona-Darlinga pozwala z kolei badac¢ jako$¢ dopasowania

dystrybuanty teoretycznej do danych empirycznych dla wartosci skrajnych.

3 Ktérego nie nalezy myli¢ z indeksem stabilno$ci wystepujacym w rozktadach o-stabilnych.
4 Najprostszym przyktadem jest funkcja stata.
® Tzn. jesli o < 2 to mamy do czynienia z nieskoriczong wariancjg zmiennej losowe;.
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6. Dlugoterminowa autokorelacja danych. Wykiadnik A # 0.5 modeluje sie stosujac

tzw. utamkowy ruch Browna B/ dla 0 < H <1 iczasu ¢ . Na bazie utamkowego ruchu

Browna mozna dokona¢ np. modyfikacji formuty Blacka-Scholesa wyceny opcji. Modelo-
wanie dtugoterminowej zaleznosci danych umozliwiajg réwniez: model ARFIMA oparty na
koncepcji danych zintegrowanych utamkowo oraz niektére modele warunkowej hetero-

skedastycznosci, np. wspomniany model HARCH.

7. Modele regresji przetacznikowej (ang. regime switching regression). Jako model rynku
przyjeto istnienie kilku reziméw (stanéw) rynku, w ktorych wystepujg odmienne zachowa-

nia uczestnikdw rynku, a co za tym idzie - r6zna zmienno$¢ i rozktad zwrotow.

Zajmijmy sie doktadniej modelami opisanymi w punkcie trzecim. Przyktadem struktury
modelu warunkowej heteroskedastycznosci niech bedzie model R-GARCH (r, p,¢q) opisany

nastepujacymi wzorami:

Y =\he, ®)

h = 2;1 dam,;+ Zf:l ciytz—i + 2:’:] bh,_; “4)

gdzie &, ~ N[0,1], wszystkie wspoétczynniki sg nieujemne, a o zmiennych 1), zakfadamy
(w przypadku ogélnym) tyle, ze sg niezalezne i dodatnie. Warunkowa wariancja 4, jest w tym
modelu liniowg funkcjg szumoéw 1), , kwadratéw poprzednich obserwaciji i poprzednich warun-
kowych wariancji. Model GARCH otrzymuje sie zastepujac pierwszy czton (4) stata, a z niego

z kolei uzyskujemy model ARCH usuwajgc ostatni czton.

Modele warunkowej heteroskedastycznosci pozwalajg oczywiscie modelowac opisy-
wane zjawisko skupiania sie danych, wynikajgce z heteroskedastycznosci finansowych szere-
gow czasowych. Oprocz tego bezwarunkowe rozktady zwrotéw, opisywanych w ten sposéb,
majg grube ogony. Modele TARCH i EGARCH pozwalajg réwniez na oddanie skosnosci

danych, a model HARCH - na modelowanie ich dtugoterminowej zaleznosci.
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3
Czym jest Value at Risk?

3.1. Definicja

Czym jest Value at Risk, czyli owa warto$¢ narazona na ryzyko? Dla jednych to re-
wolucja w zarzadzaniu ryzykiem, dla innych to tylko jedno z wielu pozytecznych narzedzi dla
risk managera, a dla jeszcze innych - proba zmierzenia niemierzalnego pod przykrywka

naukowej precyzji (pot.[33], str. 499).

Idea VaR jest zwigzana z kwestig kapitatu zapasowego (rezerwowego). Niepewnos¢,
co do przysztego rozwoju cen na rynku zawsze kreuje mozliwo$¢ negatywnego rozwoju
sytuacji. Oznacza to, ze pewien zas6b kapitatu powinien zosta¢ odtozony w celu pokrycia

ewentualne straty. VaR pozwala okre$li¢ wielko$¢ tego kapitatu.

Zacznijmy moze od mniej formalnego opisu. VaR stanowi limit rozmiaru strat w zada-
nym przedziale czasowym (bardzo czesto ten przedziat wynosi 1 dzien). Limit ten moze zosta¢
przekroczony z zadanym z géry prawdopodobienstwem (1— p), przy czym z reguty p =0.99
lub 0.95. Jak wida¢, VaR nie jest warto$cig absolutng dla danej pozycji, parametrami sa:
przedziat czasowy ¢ (czyli horyzont) i poziom prawdopodobienstwa (ufnosci) p . VaR mozna
liczy¢ zarowno dla catego portfela, jak i poszczegolnych pozycji, jednak z reguty VaR dla

catego portfela jest mniejszy od sumy VaR dla poszczegolnych pozycii©.

Zajmijmy sie teraz formalng definicjg VaR, podang tutaj za [51]. Rozwazmy otwartg
pozycje ryzyka finansowego (np. aktyw) w Swiecie z dyskretnym czasem ¢ . Jego cene rynko-
wg w momencie ¢ oznaczmy jako V,. Sposob tworzenia tej ceny przez rynek moze byc¢
opisany za pomoca funkcji wyceniajacej v:R* — R odwzorowujacej k-elementowy wektor
P =[P,P,,.,P,] T wartosci specyficznych dla danej pozycji czynnikéw ryzyka w wartosci
rzeczywiste, czyli V, =v(P). Czynnikami ryzyka mogag by¢ przyktadowo stopy procentowe,

indeksy gietdowe, ceny towarow itd. Oznaczmy k-elementowy wektor log-zwrotow z czynnikéw

I)H-l,l l P(-H,k
LA T

ryzyka w momencie t jako X, =[In " . Jednookresowg funkcje straty definiujemy

jako

L(F,X,)=v(F)=v(F,)=v(B)~v(F *exp(X))) (5)

+1

Zatem dodatnie wartosci L oznaczajg straty, ujemne za$ — zyski. Dystrybuanta funkcji L

okre$lana jest jako P&L dystrybuanta’.

Mamy zatem okreslona, warunkowg wzgledem informacji (albo o -algebry) genero-
wanej przez czynniki ryzyka do momentu ¢, P&L dystrybuante. Mozemy teraz przystapi¢ do

formalnego zdefiniowania Value at Risk.

50ile spetnione sg okreslone warunki - np. w przypadku rozktadu normalnego i metody wariancji-kowariancji,
niezerowa korelacja miedzy zwrotami z pozycji.
7 Z ang. Profit & Loss
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DEFINICJA
VaR,(p) jest to p-kwantyl, warunkowej wzgledem informacji generowanej przez czynniki
ryzyka do momentu ¢, P&L dystrybuanty.

Alternatywnie mozna uja¢ VaR,(p) nastgpujgco: jest to wartos¢ odwrotnej dystrybuanty funkcji
strat w punkcie p, co mozna zapisac jako

VaR,(p)=F," (p), (6)

gdzie F,~ oznacza odwrotng P&L dystrybuante w momencie ¢ .

3.2. Zastosowania

Value at Risk jako bodaj najlepsza obecnie miara ryzyka rynkowego, moze odgrywac

niebagatelng role w funkcjonowaniu instytucji finansowych. Przyjrzyjmy sie zatem trzem

mozliwym zastosowaniom opisywanej metodologii.

1.

Wyrazanie limitow pozycji rynkowych. Tradycyjne metody okres$lania limitow pozyciji
ograniczaty sie do pewnej nominalnej wielko$ci. Zawieraty one po$rednio pewng miare ry-
zyka, np. w przypadku obligacji mogto to by¢ okreslenie okresu trwanie (ang. duration)
portfela. VaR umozliwia poréwnywanie ryzyk ponoszonych w réznych klasach aktywow,
np. akcjach i obligacjach, opcjach na kursy walut i swapach procentowych. Pomaga to
alokowac ryzyko do dziedzin, bedacych wiodaca kompetencjg firmy. Dzigki uwzglednianiu
efektu dywersyfikacji portfela, VaR prowadzi do tworzenie hierarchicznych struktur, w kt6-
rych limity na wyzszym poziomie sg nizsze niz suma limitow jednostek podporzadkowa-
nych (pot. rys. 2).

Ocena dziatania. Pierwotnie ocena wynikoéw osigganych przez instytucje finansowe

(np. fundusze inwestycyjne) lub pojedynczych dileréw opierata sie na osigganych zwro-
tach z portfela. Juz od dawna integralnym elementem takiej oceny stat sie pomiar wspot-
czynnika zmiennosci® osigganych zwrotéw®. Ogniwem, ktorego brakowato przy ocenie
dziatania, byfa jednolita i poréwnywalna miara ryzyka podejmowanego przy inwestowaniu.
Jak mozna sie domyslaé, miarg ta jest wtasnie VaR, a doktadniej RAPM (Risk Adjusted
Performance Measures), czyli stosunek zrealizowanych zwrotéw do VaR jako miary kapi-

tatu ekonomicznego niezbednego do zabezpieczenia inwestycji.

Wymagania kapitatowe i sprawozdawczo$¢ wobec organéw nadzoru. Wspomniane
powyzej, a opisane doktadniej w rozdziale 5 przepisy organéw nadzorujgcych dziatalnosé
bankéw i innych instytucji finansowych nie tylko wprowadzajg mozliwos¢ oceny ryzyka
rynkowego za pomocg VaR, lecz wskazujg na ta metode jako docelowg miare ekspozycji

instytucji finansowych na czynniki ryzyka rynkowego.

& Czyli stosunku odchylenia standardowego do $redniej.
° Zwany wspétczynnikiem Sharpe'a.
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Rys. 2. Hierarchiczna struktura VaR

Obszar dziatalnosci
limit VaR: 20 min PLN

|
| L |
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Jednostka Al Jednostka A2 Jednostka CI Jednostka C2 | | Jednostka C3
limit VaR: limit VaR: limit VaR: limit VaR: limit VaR:
8 min PLN 7 min PLN 6 min PLN 5 min PLN 4 min PLN

3.3. Wady i zalety. VaR jako spdéjna miara ryzyka

Na biurku dealera VaR jest tylko jedng z wielu miar i wskaznikow dostepnych i wyko-
rzystywanych w ciaglym procesie kalkulacji ryzyka i mozliwego do osiggniecia zysku. Praw-
dziwa warto$¢ VaR ujawnia sie na wyzszym poziomie zarzadzania portfelem inwestycyjnym.
Na te szczegding warto$¢ VaR skfadajg sie przede wszystkim 3 cechy tej metody:

e mozliwo$¢ pordbwnywania ryzyka miedzy réznymi klasami aktywow finansowych i roznymi
portfelami
e latwa interpretacja

e prosta forma (pojedyncza liczba)

VaR pozwala osobom zajmujgcym sie operacjami rynkowymi na udzielenie jasnej od-
powiedzi na pytania zarzadu typu: lle mozemy straci¢ w ciggu najblizszych »n dni? Jak duze
jest ryzyko zwigzane z naszym portfelem?, ktére sg istotne z punktu widzenia najwyzszego
kierownictwa. Jednocze$ni podstawowa idea VaR (oraz jego interpretacja) jest zrozumiata
nawet dla os6b nie majacych wiekszego pojecia o statystyce i modelowaniu ekonometrycz-

nym.

VaR nie jest niestety miarg idealng. Pierwsza, trywialna watpliwo$¢ wigze sie z tym,
co z jednej strony jest zaletq VaR, mianowicie prostotg. Powstaje pytanie, na ile jedna liczba
moze oddac ryzyko rynkowe portfela? Jest oczywiste, ze opisywanie ryzyka portfela tak
prostym miernikiem prowadzi do utraty informacji. Znajomo$¢ catej dystrybuanty strat niewat-
pliwie pozwala na lepszg ocene ryzyka pozycji, jednak za cene prostoty. Dzieki znajomosci
catej P&L dystrybuanty mozemy np. rozwigzaé rownanie w drugg strone - tzn. okreslic, jakie

istnieje zagrozenie bankructwem, przy danym kapitale zapasowym.

Drugi, nietrywialny zarzut, wigze sie z istnieniem lepszych, pojedynczych miary ryzy-
ka. Przyktadowo, moze to by¢ oczekiwana warto$¢ (lub mediana itp.) strat wiekszych od VaR

w danym przedziale czasowym - metoda, ktérg mozna roboczo okresli¢ jako warunkowg
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warto$¢ oczekiwang strat. Teoretyczng podstawe dla takich watpliwosci moze stanowi¢ pojecie

spojnej miary ryzyka, wprowadzone przez Artznera et al. [3].

Autorzy wspomnianej pracy formutujg 4 wtasciwosci, definiujgce spdjng miare ryzyka

p:G— R, gdzie G oznacza przestrzen ryzyk (portfeli, otwartych pozycji finansowych)

w chwili 7, ktérych warto$¢ w momencie ¢+1 zalezy od okreslonych stanéw natury w,e Q.

Aby p byto spdjng miarg ryzyka, potrzeba i wystarcza, aby spetniato ponizsze warunki:

1. Subaddytywnos¢. Dla kazdej pary X, X,€ G : p(X, +X,)< p(X,)+p(X,). Jestto
naturalne zadanie, odzwierciedlajgce efekt dywersyfikaciji.

2. Monotonicznosé.Dla V X, Ye G , X <Y :p(Y)< p(X).Oznacza to, ze jesli pozycja
Y jest zawsze warta wiecej niz portfel X ,to Y nie moze by¢ uwazana za bardziej ryzy-
kowng inwestycje od X .

3. Dodatnia homogenicznos$¢.Dla VA>20V X e G : p(AX) = Ap(X). Oznacza to
sytuacje, kiedy nie wystepujg efekty skali. Ta wiasciwos¢ jest prawdziwa przy zatozeniu,
ze wielko$¢ pozycji nie wptywa na ryzyko (np. poprzez spadek ptynnosci - por. roz-
dziat 4.4)

4. Niezmienniczo$é.Dla Vae RV X e G: p(X +ar)=p(X)—a, gdzie r jest przysztg
warto$cig inwestycji 1 jednostki w pozbawiony ryzyka instrument odniesienia - mozna za-

tem traktowa¢ 100(r —1) jako stope procentowg bez ryzyka.

VaR spetnia 3 ostatnie wiasciwosci, nie jest jednak, w ogéinym przypadku, miarg subaddytyw-

ng. Uzasadnijmy to nastepujgcymi przyktadami.

Przyktad 1 Rozwazmy dwie opcje binarne na akcje S o okresie do wygasniecia T ,
rownym okresowi posiadania. Niech opcja A, o wartosci poczatkowej /, ma funkcje wyptaty
f,=1000-1(S, <L), a opcja B, o wartosci poczatkowej u - f, =1000-1(S, >U), gdzie
L<U, a I jest funkcja wskaznikowa. Dobierzmy L i U, tak, by
P{S, <L}=P{S,>U}=0.008. Woéwczas VaR(0.99) dla portfela sktadajgcego sig
z 1 wystawionej opcji A lub B wynosi odpowiednio —/ lub —u, a dla portfela A+B

VaR (0.99) =1000—u —I . A zatem: VaR (A + B;0.99)> VaR (4;0.99)+ VaR (B;0.99) .

Przyktad 2 Jako prostszy przyktad wezmy dwa i.i.d. czynniki ryzyka X,, X, o gesto-
Sciach. 09 na przedziale [0,1] i 0.1 na przedziale [0,2]. Mamy:
VaR(X;0.9)=VaR(X,;0.9)=0, ale VaR(X,+ X,;0.9)>0.

Przyktad 3 Przyjrzyjmy sie teraz sytuacji, kiedy pozbawiona ryzyka stopa procentowa
wynosi 0%, stopa procentowa dla papieréw komercyjnych 2%, a prawdopodobienstwo niewy-
ptacalnosci pojedynczej firmy 1%. Woéwczas, jesli zainwestujemy 1 min w obligacje pojedyn-
czej firmy, to VaR(0.95) =-20000, czyli nie ma ryzyka. Dla odmiany, jesli zainwestujemy w

papiery 100 réznych firm, prawdopodobienstwo niewyptacalnosci przynajmniej 2 firm wynosi
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ok. 0.08, azatem VaR(0.95)=20000. Dywersyfikacja doprowadzita do wzrostu VaR dla

portfelal

Przyktad 4 Ponizszy przyktad pokazuje, ze VaR nie zawsze prowadzi do racjonalnej
alokacji kapitatu. Niech 2 podmioty posiadajg w momencie ¢ tg samg, otwartg pozycje finan-
sowg X . Zatozmy, ze warto§¢ X w momencie ¢+1 jest w petni okreslona przez 3 mozliwe,
przyszte stany natury: @,,w, i ®,, ktére moga wystgpi¢ z prawdopodobienstwami 0.94,
0.03 i 0.03 oraz X(®w,) 20, X(w,)=X(w;)=-100. Mierzac ryzyko za pomocg VaR(0.95),
nalezatoby uzna¢ kapitat zapasowy w wysokosci 80 jednostek za niewystarczajgcy. Ale taki
kapitat bytby wtasciwy, gdyby podmioty dokonaty wymiany, tak aby Z(w,)=Y(w,)=X(®,),
Z(w,)=Y(w,)=-120, X(w,)=X(w,)=-80, gdzie Y jest zmodyfikowana, przyszta warto-
§cig portfela | podmiotu, a Z - zmodyfikowana, przysztg wartoscig portfela 1l podmiotu. Nie jest
to racjonalne, gdyz alokacja (X +80,X +80) dominuje w sensie Pareto alokacje

(Y +80,Z +80), o ile tylko podmioty wykazujg awersje do ryzyka.

Tak wiec w og6inym przypadku, VaR nie jest spéjng miarg ryzyka w rozumieniu Artz-
nera et al. Twierdzenie, podajgce warunki, w jakich VaR jest miarg spdjng, zamieszczone jest

w rozdziale 4.3.

Stosujac VaR zaktadamy, ze historia rynku pozwala na tworzenie realistycznych pro-
gnoz. Zawsze istnieje ryzyko znaczacej zmiany w zachowaniach rynku, co prowadzi w konse-
kwencji do zmniejszenia uzyteczno$ci narzedzi statystycznej analizy danych, w tym VaR.
Skrajnymi przypadkami takiej sytuacji sg momenty uwalniania kurséw walut, jak chociazby
w Meksyku w 1994 roku lub ostatnio w Turcji, gdy dzienne zmiany kursu siegaja kilkunastu

procent, przy normalnym poziomie zmiennosci (dziennej) ponizej 1 procenta.

Niebezpiecznym zjawiskiem jest dostosowywanie strategii dealerskich do istniejgcych
ograniczen wyznaczonych poziomem warto$ci narazonej na stratg, czyli swoista "gra z syste-
mem”. Moze to powodowaé¢ wzrost prawdziwego ryzyka instytucji finansowej ponad poziom
obliczonego VaR. Przyktadowo, dealerzy mogg wykorzystywa¢ niespojno$¢ VaR lub znajo-

mos$¢ stosowanej macierzy wariancji-kowariancji (pot.[32], str.501).

Na koniec trzeba by¢ swiadomym czysto technicznych ograniczen VaR. W szczegdl-
nosci, precyzja prognoz maleje, a wariancja VaR(p) ro$nie, w miare zwigkszania poziomu p.
Poza tym istniejgce wyniki badan empirycznych nie pozwalajg na wskazanie jednego, najlep-

szego w kazdej sytuacji modelu (metody kalkulacji) Value at Risk.

3.4. Ogolny podzial modeli

Istnieje wiele podej$s¢ do modelowania VaR. Poniewaz mamy tu do czynienia z pro-
gnoza, a dokfadniej: z prognoza wartosci p -kwantyla pewnej dystrybuanty (dystrybuanty
strat), obliczanie VaR wigze sie ze zbudowaniem petnego modelu ekonometrycznego,

z zastosowaniem jednej lub kilku sposréd licznych metod ekonometrii szeregéw finansowych.
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Czym jest Value at Risk?

Warto zatem uporzadkowac problematyke przedstawiong dokfadniej w kolejnych rozdziatach.
Istniejgce metody kalkulowania VaR mozna zaliczy¢ do nastepujgcych klas:

Parametryczne.

Nieparametryczne.

Symulacyjne.

Ao Dd -~

Analityczne.

Modele parametryczne czynig pewne zatozenia, co do klasy rozktadéw (warunko-
wych lub bezwarunkowych) do jakich nalezg zwroty z czynnikéw ryzyka, po czym estymacja
ogranicza sie do okreslenia nieznanych parametréw tychze rozktadéw. W modelach niepara-

metrycznych nie okresla sie a priori rozktadu.

W modelach symulacyjnych wykorzystuje sie pewien zestaw zmian czynnikéw ryzyka
(scenariuszy). Nastepnie oblicza sie VaR dla kazdego ze scenariuszy i po u$rednieniu wyni-
kow otrzymuje estymator VaR pozycji. Generowanie scenariuszy moze hastepowac
np. w drodze losowania (tzw. metoda Monte Carlo, pot. rozdz. 6.3) lub na podstawie danych
historycznych (metoda historycznej symulacji, pot. rozdz. 6.1.1). W modelach analitycznych
korzysta sie z faktu, ze przy pewnych zatozeniach (uproszczeniach), istniejg zamkniete formuty
definiujgce VaR. Dla analitycznego wyliczenia wartosci zagrozonej potrzeba wéwczas znajo-
mosci np. rozktadéw czynnikéw ryzyka, wielkosci pozycji w portfelu, zaleznosci miedzy czynni-

kami ryzyka etc.

Warto réwniez wyrézni¢ modele oparte na warunkowym i bezwarunkowym rozktadzie
zwrotéw. Roznice pomiedzy tymi podejsciami zostang doktadniej wyjasnione w dalszej czesci

pracy.
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4
Zagadnienia zwigzane z kalkulacjg VaR

4.1. Mapowanie pozycji

Aby méc obliczy¢ VaR, niezaleznie od stosowanej metody potrzebne sg dane i to da-
ne obejmujgce jako rozsadne minimum (zaleznie od metody i przyjetego poziomu ufnosci) od
50 do 260 dni w obrocie (co odpowiada mniej wiecej jednemu rokowi kalendarzowemu).
Problem polega na tym, ze nie zawsze mamy dane dotyczgce konkretnego instrumentu
finansowego (opcji, akcji, kontraktu futures etc.). Moze to wynika¢é zaréwno z obiektywne;j
niemoznosci zdobycia takich danych, jesli instrument znajduje sie na rynku od niedawna, jak
i ze wzgledow technicznych - trudno jest monitorowa¢ wszystkie mozliwe instrumenty finanso-
we na catym $Swiecie tylko na wypadek ich nabycia. Warto rowniez zauwazy¢, ze wzrost liczby
$ledzonych instrumentéw ma wptyw na ztozono$¢ obliczeniowg zagadnienia. Przyktadowo
macierz wariancji-kowariancji stosowana w wielu metodach ma rozmiar proporcjonalny do
kwadratu obserwowanych czynnikéw ryzyka i dla zaledwie 100 serii wymagane jest obliczenie

prawie 50000 wspotczynnikdw korelacii.

Oczywiscie, jesli posiadamy wystarczajgce dane dotyczace konkretnej i istotnej dla
nas akcji badz obligacji, sprawa jest prosta. Jes$li natomiast, z wcze$niej wspomnianych
powodoéw, takie dane sg niedostepne, badz chcemy unikngé nadmiernego wzrostu ztozonosci
obliczeniowej problemu, koniecznym sig staje zmapowanie (ang. mapping) tychze instrumen-

téw finansowych.

Mapowanie polega na odpowiednim rozbiciu przeptywoéw finansowych z instrumentu
finansowego i przypisaniu ich nastepnie do monitorowanych czynnikéw ryzyka. Tymi standar-
dowo monitorowanymi czynnikami ryzyka mogg by¢ np. gtéwne indeksy gietdowe, obligacje

o typowych terminach wykupu, kursy walut etc.

Rys. 3. Odwzorowanie pozycji w 3-miesiecznym futures na 3-miesieczny depozyt
eurodolarowy

Miesigce

Wstepnym krokiem powinno by¢ zidentyfikowanie przeptywow pienigznych zwigza-

nych z danym instrumentem. Przyktadowo, przeptywy pieniezne zwigzane z 3-letnig obligacjg o
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Zagadnienia zwigzane z kalkulacjg VaR

statym oprocentowaniu, ptacacg kupony rocznych odstepach i denominowang w obcej walucie,
moggq zosta¢ odwzorowane w przeptywy pieniezne zwigzane z portfelem obligacji zerokupono-
wych, o standardowych terminach wykupu, oraz przeptywy zwigzane z posiadaniem pozycji w
obcej walucie. Tak wiec, rozwazana pozycja jest zwigzana z 4 czynnikami ryzyka. Pokazane
zostato to na rys. 4, gdzie strzatki skierowane w gére oznaczaja dodatnie przeptywy pieniezne,

a w dot - ujiemne.

Analogicznie, kontrakt futures na 3 miesieczny depozyt eurodolarowy z terminem wy-
gasniecie 3 miesigce moze by¢ odwzorowany jako ztoZzenie przeptywow pienieznych zwigza-
nych z krétkg pozycjg w 3-miesigcznym instrumencie rynku pienieznego i diugg pozycjg w
instrumencie 6-miesiecznym (pot. rys. 3). Najczesciej takie postepowanie konieczne jest

w przypadku ré6znego rodzaju obligacji, swapéw i kontraktow futures.

Rys. 4. Przeptywy zwigzane z obligacjg o statym oprocentowaniu denominowana
w walucie zagranicznej

106

118

Aby zmapowac¢ tak przedstawiong pozycje i uzyska¢ parametry potrzebne do kalku-
lacji VaR (np. wspotczynnik zmiennosci) dla przeptywu pienieznego o niestandardowym
terminie mozna postuzy¢ sie wieloma technikami. Najprostszg sposréd nich jest interpolacja
liniowa. Powiedzmy, ze interesuje nas przeptyw w momencie ¢,, oraz mamy dane dotyczgce
przeptywdw pienigznych zwigzanych z danym czynnikiem ryzyka (wzglednie czynnikami
ryzyka) w momentach ¢, i ¢,_, . Okreslmy wspotczynnik interpolacji liniowej a nastepujgco:

g=tah o
L=t

Woéwczas przeptyw y; mozna przedstawi¢ nastgpujgco: y, =0y, +(1-a)y, . Mo-
dyfikacja tej metody, zastosowana w systemie RiskMetrics™ , polega na dodatkowym
uwzglednieniu wariancji dla okreséw ¢, i #,_, we wspodtczynniku interpolacji. W metodzie tej,

i+l

ostateczny rozktad danego przeptywu otrzymuje sie rozwigzujgc nastepujace réwnanie:

wariancja (y,) = wariancja|e,y,,, +(1—-0,)y,_, |

co jest rbwnowazne

2
i+l

02 =0’0l, +a,(1-0,)0,,0,, +(1-0,)°07, ®)
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gdzie o, jest oszacowana jako ao,,, +(1—0)o, , przy wykorzystaniu wspoétczynnika inter-
polaciji liniowej o . Przy powyzszych oznaczeniach, przeptyw y, mozna przedstawi¢ nastepu-
jaco:

=0y, +l-a)y,, .

Akcje mozna mapowaé¢ do indekséw, badz to do ogdlnego indeksu danego rynku,
badz to indeksu branzowego, korzystajgc z tatwiej dostepnych wspétczynnikow beta, czyli po
prostu wspotczynnikdw regresiji liniowej zmian cen danej akcji w stosunku do zmian indeksu.
Mozna réwniez uwzgledni¢ do pewnego stopnia ryzyko specyficzne poszczegolnych akciji
w przypadku niezdywersyfikowanych portfeli. Bardziej szczegétowo powyzsze kwestie zostaty

opisane w [34].

4.2. Problem horyzontu czasowego

Najczesciej omawiang w literaturze miarg jest VaR dla okresu 7 =1 dzien. Réwniez
w tej pracy, opisywane sg wytacznie modele VaR dla okresu jednego dnia. Tym niemniej
wiasciwy horyzont czasowy dla VaR zalezy od wielu czynnikéw: rodzaju aktywoéw (akcje -
instrumenty rynku pienieznego), celu (wewnetrzny - sprawozdawczy), pozycji (diler - prezes
zarzadu), czy tez charakteru instytucji (fundusz emerytalny - fundusz inwestycyjny wysokiego
ryzyka, dom maklerski). Przy zatozeniu procesu ceny jako geometrycznego ruchu Browna,
mozna uzyska¢ VaR, przeskalowujac VaR, przez czynnik \/Z Przyktadowo Komitet Bazylej-
ski wymagajgc podawania w sprawozdaniach VaR dla okresu 10 dni, dopuszcza skalowanie

w powyzszy sposéb. Mozna sie jednak zastanawiac, na ile stuszne jest takie postepowanie.

Prawidtowosc¢ takiego podej$cia zalezy zaréwno od zakresu agregacji, jak i charakte-
ru procesu generujgcego dane. Z symulacji przeprowadzonych przez Geyera i Pichlera [25]
wynika, ze przy t=10 najbardziej odporng metoda jest korzystanie z naktadajgcych sie
(ruchomych) zwrotéw 10-dniowych™. N -dniowy ruchomy log-zwrot dla okresu T dni mozna
zdefiniowaé jako: " =InP-InP_, , t=1,.,T—n, i=n+Ln+2,.,T. Jako procesy generu-
jace dane (obok klasycznego biatego szumu) przyjeto AR(1), GARCH(1,1) i AR-GARCH(1,1).
Klasyczne skalowanie wydaje sie by¢ szczeg6lnie wrazliwe na wystepowanie autokorelacji

w zwrotach.

Z kolei wyniki uzyskane przez Drost i Nijman [15], przytoczone w [11], pokazuja,
ze agregowane, nie naktadajace sie zwroty, generowane przez proces GARCH(1,1), réwniez
mogg by¢ opisane za pomocg procesu GARCH(1,1) i podajg wzory na obliczenie parametrow
nowego procesu, pod warunkiem, ze suma wspotczynnikdw w (4) byta mniejsza od 1 (bez
statej). Wowczas proces jest stabo stacjonarny i dla » — oo, gdzie n oznacza zakres agrega-
cji, wariancja procesu wariancji jest stata i skonczona. Zgodnie z przyktadem zamieszczonym
w [11], bazujgcym na dos¢ typowym dla danych finansowych modelu GARCH, mozna prak-

tycznie uznaé, ze dla n=90 wariancja opisywana procesem jest niemal stata. Agregacja

10 10-dniowych tj. obejmujacych 10 dni roboczych.
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przez skalowanie czynnikiem \/; data $rednio ten sam wynik, ale zmienno$¢ wariancji jest
przeniesiona (i wzmocniona) z modelu pierwotnego dla n=1. Warto zauwazy¢, ze przy
kalkulacji danych miesigcznych wygtadzanych wyktadniczo, jak ma to miejsce w systemie
RiskMetrics™ | dla danych miesiecznych przyjmuje sie wyzszy wspdiczynnik wygtadzajacy
(uwzglednia wiecej danych), co oznacza wigksze wygtadzenie zmian wariancji w czasie.
Co godne podkreslenia, takie, zgodne z powyzszymi rozwazaniami, rozwigzanie zostato

uzyskane zgota odmiennymi metodami, opisanymi w rozdziale 8.

Christoffersen i in. [11] stwierdzajg réwniez, ze po przekroczeniu pewnego progu
agregacji, zmienno$¢ cen staje sie nieprzewidywalna (losowa). Oznacza to, ze stosowanie
modeli zmiennosci (typu GARCH) w poréwnaniu ze zwykig zmiennoscig historyczng nie daje
zadnej przewagi. Daje to jeszcze jeden powdd do odmiennego podejscia w modelowaniu

ryzyka w dtuzszym okresie czasu.

Do takiego wniosku doprowadzito zastosowanie dwéch metod. Obie oparte sg na
prostej koncepcji. Zatozmy, ze zmiennoS¢ pozostaje stata. Wowczas najlepszg prognozg dla
procesu ceny bedzie pewien staly przedziat [L;U], oparty na obserwowanej zmiennosci
historycznej. Wezmy zatem takg naiwng prognoze zmienno$ci i obserwujmy momenty naru-
szen takiego przedziatu. Wprowadzmy funkcje wskaznikowg zdefiniowang nastepujaco:

0 pelL;U]

, 9
1 pe[LU] @)

I(p)= {
gdzie p oznacza cene. Istnienie prognozowalnej dynamiki zmienno$ci pocigga za sobg wyste-
powanie statystycznej zaleznosci wystepowania zer i jedynek: okresy niskiej zmiennosci bedg
sie charakteryzowac¢ brakiem naruszen, a wysoka zmienno$¢ oznaczac bedzie wystepowanie

serii jedynek.

Do badania zaleznosci w wystepowaniu zer i jedynek zastosowano dwie metody.
Po pierwsze, dobrze znany test serii. Po drugie, aby sprawdzi¢, czy wystepowanie zer
i jedynek jest procesem Markowa, na podstawie proby oszacowano prawdopodobienstwa
przejscia p,,, p,, i obliczono statystyke S = p,, — p,, . Przy zatozeniu niezaleznosci jedynek,

S=0.Imwieksze S, tym silniejsza pozytywna korelacja.

Badanie zostato dokonane na danych dotyczacych indeksu Dow Jones, tym niemniej
w innej pracy, Christoffersen i Diebold [10], w podobny sposéb przeegzaminowali o wiele
liczniejszy zbiér aktywdw. Wyniki sa jednoznaczne. Praktycznie mozna przyjac, ze przy
poziomie istotnosci 5% nie bylo podstaw do odrzucenia hipotezy o zaleznosci wystepowania
jedynek dla poziomu agregacji »<10 dni roboczych. Jednak powyzej 10 dni, zmienno$¢
przestawata by¢ prognozowalna i jedynki pojawiaty sie niezaleznie. Co prawda, faktem jest,
ze stosowane testy, przy wysokich poziomach p majg niskg moc, tym niemniej petna zgod-

no$¢ wynikéw dla réznych rynkéw i aktywow jest w duzej mierze przekonywujgca.

Pierwotnie, VaR znalazt zastosowanie w instytucjach aktywnie zaangazowanych

w operacjach rynkowych, dla ktérych, co zrozumiate, horyzont czasowy miescit sie z regulty
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w przedziale 1 dzieh - 1 miesigc. O krétkoterminowym podejéciu do VaR $wiadczy chociazby
pomijanie w wielu wypadkach (np. RiskMetrics ™) dryfu, czyli wartosci oczekiwanej zmiany
ceny. Istotnie, dla krotkich przedziatow czasowych takie zatozenie nie powoduje istotnego

obcigzenia prognoz.

Jesli rozpatruje sie VaR dla krotkiego okresu', gtownym miernikiem ryzyka jest
zmiennos¢ cen. Kiedy jednak przechodzimy do dtugiego okresu istotnym, a by¢ moze istotniej-
szym staje sie ryzyko wystgpienia dtugoterminowego trendu spadkowego. O ile krétkotermino-
wy VaR dobrze oddaje typowgq dla rynku zmienno$¢ kurséw, a dzieki bardziej zaawansowanym
podejsciom mozliwe jest coraz lepsze oddawanie gwattownych, krotkotrwatych ruchéw rynko-
wych (katastrof), o tyle catkowicie zaniedbuje on mozliwo$¢ wystgpienia dlugoterminowego
trendu spadkowego. Zilustruje to przyktadem, podanym za [30]. W okresie od 1980 do 1988
roku $rednia roczna zmienno$¢ kursu dolara do koszyka innych walut $wiatowych (przeskalo-
wana ze zmiennos$ci miesigcznej za pomocg czynnika J12 =3.4641 ) wyniosta 10.44%. Tym
niemniej, od 1980 do 1985 dolar stopniowo zyskat 77,1% wzgledem pozostatych walut. Dla
inwestora w roku 1980 wierzacego, ze ceny zmieniajg sie zgodnie z geometrycznym ruchem
Browna, przy danej wéwczas rocznej zmiennosci 7.16%, prawdopodobienstwo takiego rozwoju
wypadkoéw wynosito ﬁ - ale to sig zdarzyto. Co wiecej, od 1985 do 1988 dolar stracit 40,9%.
| znowu: prawdopodobienstwo takiego rozwoju sytuacji, przy zatozeniu procesu ceny podgza-
jacego geometrycznym ruchem Browna i danej rocznej zmiennosci za 1984 rok wynoszacej

11,18% wynosito % - ale to sie zdarzyto...

Podjeto proby stworzenia spéjnej metodologii oceny dtugoterminowego ryzyka ryn-
kowego, zwigzanej z koncepcjg VaR' . Aczkolwiek do méwienia o jednolitosci podejsé jest
nadal daleko, to mozna jednak pokusi¢ sie o sformutowanie kilka wskazowek. Naturalng
recepta jest branie pod uwage i prognozowanie mozliwych trendéw (wspétczynnika dryfu) cen.
Problem, jak to czesto bywa, polega na selekcji najlepszych narzedzi do tego celu. Jedng
z modniejszych koncepcji jest wykorzystywanie informacji zawartej w cenach opcji, ktéra
pozwala na stworzenie obrazu oczekiwan rynkowych, co do przysztych zmian cen. Nalezy
réwniez kalkulowa¢ zmiennosci postugujgc sie odpowiednig, dla danego horyzontu czasowego,
dtugoscig okna, a nie przeskalowywac¢ zmiennoéci dla znaczaco dtuzszych badz krétszych
horyzontéw czasowych. Zbedne jest przy obliczaniu wariancji stosowanie modeli zmiennosci
(np. GARCH, zmiennoéci stochastycznej etc.), badz tez wygtadzania wyktadniczego. Nalezy
w koncu uwzgledni¢ odmienne charakterystyki roznych instrumentéw (waluty, akcje, papiery

diuzne) w zaleznosci od danego horyzontu inwestycyjnego.

Poszczegolne czynniki ryzyka charakteryzujg sie odmiennymi poziomami zmiennosci.
Wedtug malejacej zmienno$ci mozna uporzadkowac: akcje, waluty, dtugoterminowe obligacje
i krotkoterminowe instrumenty rynku pienieznego. Jak juz wczes$niej wspomniano,
w geometrycznym ruchu Browna zmiennosci liczone dla dowolnej dtugosci okna powinny miec

po odpowiednim unormowaniu pierwiastkiem czasu, tg samg warto$¢ dla danego horyzontu

Tw tym kontekscie za krétki okres mozna uznaé w przyblizeniu mniej niz 3-6 miesiecy.
12 Przyktadem moze by¢ system LongRun stworzony przez RiskMetrics.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 147

25



26

Zagadnienia zwigzane z kalkulacjg VaR

czasowego. Okazuje sie jednak, ze zmiennosci liczone dla roznych dtugosci okien, po sprowa-
dzeniu do podstawy rocznej, nie sg state (przyktad w oparciu o dane roczne - pot. [30]).
Co wiecej, zmiennoéci te zachowujg sie odmiennie w zaleznosci od aktywow. Pogladowo
zostato to przedstawione na rys. 5. Jak wida¢ dla inwestora o odpowiednio dtugim horyzoncie
czasowym waluty stajg sie bardziej ryzykowne od akcji. Zgadza sie to z wynikami analizy R/S
przedstawionymi w [53]. Wynika z nich, Ze w przypadku walut, proces ceny ma nieskornczong
pamieé, a zatem mogg wystepowac trendy o teoretycznie nieskonczonej dtugosci (w praktyce -
bardzo dtugie). Dla akcji jednak, pamie¢ procesu konczy sie dla okresu ok. 4 lat i nie wystepujg
statystycznie wyrdznialne dtuzsze trendy. Warto réwniez zauwazyé, ze w przypadku instru-

mentow dtuznych, dla horyzontu rownego terminowi wykupu, ryzyko wynosi doktadnie zero.

Rys. 5. Zmiennosci dla réznych aktywow w zaleznosci od horyzontu czasowego
pomiaru
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Przyktadem instytuciji, dla ktérych wazniejszy jest dtugoterminowy VaR sg fundusze
emerytalne i inwestycyjne. Zarzadzajacy funduszami inwestycyjnymi jako miary ryzyka zwro-
téw uzywajg czesto tzw. btedu Sledzenia (ang. tracking error). Jest to odchylenie standardowe
zwrotéw z portfela wzgledem okreslonego punktu odniesienia (ang. benchmark). Rees [49]
proponuje jako lepszg miare ryzyka zmodyfikowany zgodnie z teorig APT, Value at Risk.
Okazuje sie, ze réwniez aktywne zwroty, a wiec mierzone wzgledem zwrotu z obiektu odnie-
sienia, mogg charakteryzowa¢ sie dryfem, ktérego skala moze nieraz przewyzsza¢ ryzyko
zwigzane z btedem $ledzenia. Model APT wyceny aktywow finansowych mozna zapisa¢

nastepujgco:

R=r +B'R+BR +...+¢, (10)
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Zagadnienia zwiazane z kalkulacjg VaR

gdzie r, oznacza wolng od ryzyka stope procentowa, ﬁ,,lRl itd. modelujg systematyczng
cze$¢ zwrotu z aktywa zwigzang z systematycznymi czynnikami rynkowymi, a ¢, oznacza
specyficzny element zwrotu. Wymogiem modelu jest, aby poszczegolne o, byly nieskorelowa-
ne. Typowymi wyrdznianymi czynnikami systematycznymi mogg by¢ przyktadowo: zwrot z
rynku (jak w CAPM), wzrost (mierzony np. przez ROE), rozmiar (kapitalizacja), szybko$¢
zmiany ceny (momentum) czy tez ,warto$¢” (wspdtczynniki dywidend etc.). Do kalkulacji f3;
stosuje sie regresje oparta na danych przekrojowych i analize czynnikowa. Typowa jest
sytuacja wystepowania dtugotrwatych trendow w wartosciach f3,. To za$ jest powodem, dla
ktérego aktywne zwroty majg warto$¢ oczekiwang rézng od zera. Mozna dokonaé prognozy
trendu dla poszczegélnych czynnikéw i uwzgledniajac strukture portfela wigczy¢ dodatkowy

element do kalkulacji VaR.

Wiele funduszy inwestycyjnych ustala z gory strategiczne zaangazowanie w okreslo-
ne instrumenty: akcje, obligacje etc. Ma to by¢ przyblizong miarg ryzyka dla funduszu. Zamiast
tego mozna ustali¢ strategiczny VaR (np. w skali miesigca), wzglednie kombinacje obu po-
dejs¢. Niewatpliwie takie podejscie pozwoli inwestorom lepiej oceniaé prawdziwy poziom
ryzyka zwigzany z inwestowaniem w danym funduszu. Wyniki takiego podejscia do formuto-

wania strategicznych zatozen inwestycyjnych przedstawione sg w [26].

4.3. Wspotzaleznosé czynnikow ryzyka

W przypadku metod parametrycznych do kalkulacji VaR dla portfela ztozonego z
wielu pozycji finansowych, konieczne jest uwzglednienie wspotzaleznosci zwrotow miedzy
réznymi czynnikami ryzyka. Z reguty stosuje sie w tym celu macierz wariancji - kowariancji lub
macierz wspétczynnikow korelacji. Okazuje sie jednak, ze takie podejscie kryje w sobie

putapki, ktérych nalezy by¢ S$wiadomym.

Wspétczynnik korelacji liniowej miedzy zmiennymi losowymi X, i X, zdefiniowany
jest nastepujaco:

__cov(X,X,)

= (11)
D(XI)D(XZ)

12

gdzie D(X) oznacza odchylenie standardowe (zmienno$¢) zmiennej X, a cov(X,X,) to
kowariancja miedzy zmiennymi X, i X,. Wspoétczynnik korelacji jest miarg liniowej zaleznosci
zmiennych losowych i przyjmuje wartosci z przedziatu [—1;1] Innymi stowy, jesli zaleznos¢
migdzy zmiennymi losowymi X i Y ma posta¢: X =a+bY, to p,, =1. Korelacja jest
niezmiennicza wzgledem $cisle monotonicznych, liniowych przeksztatcenn zmiennych loso-
wych. Stanowi naturalng miarg zaleznosci dla rodziny rozktadéw eliptycznych. N-wymiarowy
rozktad prawdopodobienstwa nalezy do rodziny rozktadéw eliptycznych, jesli jego funkcje

charakterystyczng mozna zapisa¢ w postaci (za: [14], str. 289):

¢.(t) =exp(it’ p)- f(t"Xr) (12)
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gdzie f jest funkcjg jednej zmiennej™, U:nxl, X:nxn i X (czyli macierz wariancji-
kowariancji dla wielowymiarowego rozktadu normalnego) jest pétdodatnio okreslona. Przykta-
dowo, dla wielowymiarowego rozktadu normalnego [0,1].. Do rozktadéw eliptycznych nalezy
rowniez wielowymiarowy rozktad t-Studenta. Cechg takich rozktadow jest tworzenie, przy

rzutowaniu na ptaszczyzne, elips przez linie o statej gestosci prawdopodobienstwa.

Zgodnie z twierdzeniem podanym w [18], je$li czynniki ryzyka X,,..., X, majg faczny

rozktad eliptyczny, to VaR jest spdéjng miarg ryzyka (por. rozdziat 3.3). Przede wszystkim

spetniona jest wiasnos¢ subaddytywnosci:

VaR,(X,+ X ) <VaR,(X,)+VaR,(X,); i, j € {L....n}; p>0.5 (13)

Jednoczes$nie wybor sposréd portfeli o jednakowym oczekiwanym zwrocie, portfela
o minimalnym VaR réwnoznaczny jest z wyborem portfela Markowitza o minimalnej warianciji.
Jakie zatem putapki kryjg sie za wspoétczynnikami korelacji liniowej? Oto kilka z nich, zgodnie
z [18]:
1. Jak wynika z definicji rozktadow eliptycznych, dla jednoznacznego okreslenia postaci
rozktadu eliptycznego wystarczy znajomos¢ rozktadéw brzegowych i macierzy korelaciji.

Jednak poza rodzing rozktadéw eliptycznych, powyzsze dane wyznaczajg nieskonczenie
wiele rozktadow.

2. Konsekwencja liniowosci jest fakt, ze p =0 oznacza niezalezno$¢ zmiennych jedynie
w przypadku zmiennych o rozktadzie normalnym.

3. Korelacja nie jest niezmiennicza wzgledem (nieliniowych) przeksztatcer zmiennych
losowych.

4. Jedynie w przypadku rozktadéw eliptycznych mozna dla danych rozktadéw brzegowych
uzyskaé rozktad tgczny o zadanym wspotczynniku korelaciji.

5. Korelacja okreslona jest jedynie dla rozkladéw o skonczonej wariancji - czyli nie posiada-
jacych zbyt grubych ogonéw.

Miarg, ktéra do pewnego stopnia tagodzi powyzsze niedociggniecia sg wspoétczynniki

korelacji rang (np. Kendalla czy tez Spearmana). Przyktadowo ten ostatni ma postac:
p; = p[F(X), F,(X))] (14)

gdzie F; oznacza dystrybuantg zmiennej losowej X,, a p oznacza zwyktg korelacje liniowa.
Korelacja rang nie ma wad 3-5. Niestety, jesli kalkulujemy VaR na podstawie macierzy wspot-
czynnikoéw korelacji rang, nie bedziemy mogli na jego podstawie wybra¢ portfela optymalnego

zgodnie z teorig Markowitza.

Odchodzgc od prostej, skalarnej miary zaleznosci, mozemy zastosowa¢ podejscie
oparte na tzw. facznikach (ang. copulas). Laczniki umozliwiajg wyodrebnienie struktury zalez-
nosci z rozktadu tacznego. Kazda taczna dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej

X= [Xl,...,X ] zgodnie z tw. Sklara, moze zosta¢ zapisana jako (pot. [18]):

n

H(X) = C(F(X),.... F,(X,)), (15)

" Zwang generatorem charakterystycznym rozktadu sferycznego.
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gdzie C oznacza funkcje tacznikowa. Lub alternatywnie
C(X,,...X,)=H(F(X)),....F, (X)), (16)
przy czym XeI".

C mozna interpretowac¢ dwojako: jako funkcje odwzorowujgcg n-wymiarowy jednost-
kowy szeScian na przedziat [0,1] lub jako dystrybuante wielowymiarowg o jednostajnych
rozktadach brzegowych Up,1. Jesli rozktady brzegowe F sg ciggte, C jest jednoznacznie
okreslone. (C pozostaje niezmiennicze wzgledem SciSle rosngcych przeksztatcen
X,,i=1,...,n . Istnieje wiele parametrycznych rodzin funkcji tagcznikowych, pozwalajgcych na
oddanie nieliniowej struktury zaleznosci pomiedzy czynnikami ryzyka o dowolnych rozktadach
brzegowych. Petne oméwienie wiadciwosci funkcji tacznikowych i zagadnien z nimi zwigzanych
wykracza oczywiscie poza zakres niniejszej pracy, dlatego ponizej zaprezentowano jedynie
zarys kilku gtéwnych zagadnien. Doktadniejsze przedstawienie kwestii matematycznych i
statystycznych zwigzanych z funkcjami tgcznikowymi, jak roéwniez praktyczne przyktady,

mozna znalez¢ w [37] i pozycjach tam cytowanych.

Fakt, iz taczniki pozwalajg na wyodrebnienie struktury zalezno$ci z rozktadu tgczne-
go, pozwala nam przyja¢ nastepujgcy ogoélny sposob postepowania (dla n obserwowanych
zmiennych):

1. Wyestymowacé n rozktadéw brzegowe (na podstawie danych z préby).

2. Dokona¢ estymaciji macierzy wspoétczynnikow korelacji rang 4, -

3. Wybra¢ n-tagcznik C, z parametrami odpowiadajgcymi macierzy rang 4, -

4. Wylosowa¢ wektor zmiennych o rozktadzie jednostajnym (u,....,u, ) , z rozktadem tacz-
nym danym przez C,

5. Zastosowa¢ transformacie x, = F, ' (u,)

Jako rezultat otrzymujemy wektor zmiennych losowych o tgcznym rozktadzie H i roz-
ktadach brzegowych Fi. Przyktadem funkcji tacznikowej jest gaussowski (albo normalny)

n-tgcznik:

CP (x5 e0sX,) =P2(P7'(x)),..., P (x,)), (17)

gdzie ®; oznacza n-wymiarowy rozktad normalny z macierzg wariancji-kowariancji =
(i odpowiadajaca jej macierza wspotczynnikow korelacji liniowej p), a ®' jest odwrotng
dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego. Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze korzy-
stajgc z tacznika gaussowskiego (np. przy symulacjach Monte Carlo) nie musimy ograniczaé
sie do zmiennych o rozktadzie normalnym, lub zblizonym do normalnego - rozktad normalny
stuzy nam tutaj tylko do opisu pewnej struktury zalezno$ci miedzy zmiennymi o dowolnych
rozktadach brzegowych. Dla otrzymanych w efekcie zmiennych o rozktadzie U, mozemy
bowiem zastosowa¢ odpowiednie odwrotne dystrybuanty i przej$¢ z powrotem do zadanych

rozktadéw brzegowych.
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W analogiczny sposéb definiuje sie t-tgcznik
Gl (s, ) =T (1, (050, (3,)) (18)

gdzie T,*(-) oznacza wielowymiarowy rozktad t z v stopniami swobody i macierzg wspot-
czynnikow korelacji liniowej p, a f, - jednowymiarowy rozktad t-Studenta z v stopniami

swobody.

Wazng klase funkcji tagcznikowych stanowig funkcje nalezgce do tzw. rodziny taczni-

koéw Archimedesa. Oznaczmy przez f['”(t) pseudoodwrotno$¢ funkcji f, czyli

f[u(t):{f['”(t) 0<1<f(0) 19)

0 f(0)<t<o0
Woéwczas tgcznik Archimedesa dla przypadku 2 zmiennych mozemy przedstawi¢ w

postaci:
Cy(x,x,) = f[il] [f(x1) + f(xz)] (20)

przy czym f :[0,1] —=[0,ec] i f(1)=0. Funkcja f zwana jest generatorem tgcznika. Warun-
kiem koniecznym jest, aby f byta ciggta, Scisle malejgca i wypukta. Przyktadami sa:
f()=(=Int)’, 8 >1 (tacznik Gumbela), f(t)=("°-1)/0, Be[-1,2]\ {0} (tacznik Clayto-
na) czy tez f(1)=—In(e® —1)+1n(e’ —1), e R\ {0} (tacznik Franka).

W [37] podane sg zaleznosci pomiedzy parametrami ' a wspotczynnikami korelacji
Kendalla i Spearmana dla r6znych rodzin tgcznikéw, co pozwala sparametryzowaé rozkiad

taczny na podstawie danych z préby. Przyktadowo dla tacznika Gumbela mamy:

‘L'HZI—é (21)

Oczywiscie, uzyteczno$¢ tacznikobw bytaby bardzo ograniczona, gdyby umozliwiaty
one jedynie modelowanie zaleznosci 2 zmiennych. Wczesniej juz zaprezentowatem wielowy-
miarowy tgcznik gaussowski. Niestety, rozszerzenie z przypadku 2-wymiarowego do n-
wymiarowego nie zawsze jest kwestig trywialng. Stosunkowo tatwo mozna to uczyni¢ dla
potencjalnie waznej z praktycznego punktu widzenia rodziny tgcznikbw Archimedesa. Proste

rozszerzenie otrzymujemy biorac
C,)=f[f)++ f(x,)] (22)

W ogélnym przypadku C” nie bedzie tacznikiem, warunkiem koniecznym jest mo-
notoniczno$¢ f‘l (pot. [37], str.39). Jednak taki wielowymiarowy tgcznik ma wszystkie
rozktady brzegowe identyczne i tym samym jest stosunkowo mato elastyczny. Przy dodatko-
wych zatozeniach mozna jednak uzyskac bardziej elastyczng strukture, ze wzpétzaleznosciami
wyrazonymi przy pomocy réznych tgcznikdéw. Przyktadowo, dla przypadku 3-wymiarowego

mamy

Co= /i (fio /i (L) + fo(x) + £i(x) (23)
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Wzory dla wyzszych n sa bardziej skomplikowane, ale z teoretycznego punktu wi-
dzenia dalsze rozszerzenia nie stanowig problemu. Z praktycznego punktu widzenia istotniej-
sza jest mozliwo$¢ generowania liczb pseudolosowych dla danego tacznika. Ponizej opisany
jest przyktad algorytmu dla wielowymiarowego tgcznika Archimedesa, a nastepnie ogolny

sposéb postepowania.

Zatézmy, ze chcemy uzyskac¢ zmienng wylosowang z wielowymiarowego tgcznika Ar-
chimedesa C,(X,,..,X,; f»-, /,) . Oznaczmy przez K. rozktad CJ/(X,Y), przy

czym X,Y ~U,,. K. powigzane jest z generatorem tgcznika nastgpujaca zaleznoscia;

S ()
K () =t--2= 24
(=t iR (24)

Woéwczas algorytm losowania przedstawia sie nastepujgco:

1. Wylosowac¢ liczbg g z Uy, -

2. t,=K"(g)

3. Wygenerowac liczbg losowg s z Uy, niezalezng od g.

4. q= .fl'il(sl K@) x, = fl'il((l =) £1(1)).

5. Powtdrzyc¢ kroki od drugiego do czwartego n-2 razy, przyjmujgc zamiast ¢ a,_, ilosujgc
s niezaleznieod q i s,,...,5,_;

6. f,.,= K;—ll(an—Z)

7. Woylosowac liczbe s z U[O,l] , niezalezng od ¢, s,,...,S,_;.

8. x =/ fa (o) %= (=5, £,0(,0)

Otrzymana zmienna (x,...,x,) zostata wylosowana z zadanego wielowymiarowego
facznika Archimedesa. Dowdd tego znajduje sie w [37], str. 42-43. Ogdlny algorytm generowa-
nia losowych wartosci z danej funkcji tacznikowej C(X,...,X,) przedstawia si¢ nastepujgco

(por. [37], str. 10):
1. Wygeneruj liczbe losowg x; z Uy, ;-

2. Wylosujliczbe x, z C,(x, | x,) .

3. Wygeneruij liczbe pseudolosowa x, z C,(x,|x,,....,x,_;).

Losowanie liczb z C,(x,|x,,...,x,_;) w przypadku ogélnym oznacza koniecznos¢ wy-
losowania liczby ¢ z Uy, , a nastgpnie rozwigzania (numerycznie lub analitycznie) rownania

X, = C,:l(qlxl,...,xk_l) .

Ciekawg wiasciwoscig zawigzang z facznikami jest pojecie wspoétzaleznosci wartosci

skrajnych™.  Doktadniej, jeéli funkcja igcznikowa 2 zmiennych C spetnia

' Ang. tail dependence.
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lim  C(x,x)/(1-x)=24>0 to wykazuje ona whasciwos¢ wspotzaleznosci wartosci skraj-
nych. Jesli A =0 to nie ma ona tej wlasciwosci. Sposrod wczesniej wspomnianych tgcznikdw,
wiasno$¢ te posiada t-tgcznik, ale nie ma jej facznik gaussowski. Z rodziny tgcznikow Archime-
desa wiasnoscig tg charakteryzujg sie tgczniki Gumbela i Claytona. Wspoétzalezno$é wartosci
skrajnych pozwala, jak wskazuje nazwa, na oddanie zbieznosci w wystepowaniu duzych

warto$ci zmiennych losowych, co jest szczegdlnie istotne w przypadku VaR.

Inne zagadnienie zwigzane z zaleznoscig warto$ci skrajnych polega na okre$leniu
tacznikéw dla wielowymiarowych rozktadéw wartosci ekstremalnych (MEV) - pot. rozdz. 7.4.

taczniki spetniajgce warunek

C(x]5eeesx)) =C'(x50005x,), >0 (25)

nazywamy tacznikami wartosci ekstremalnych. Jako przyktad mozna podac tgcznik Gum-

bela.

4.4. Ryzyko plynnosci

Uwaza sie, ze ktopoty funduszu LTCM byty w duzej mierze wynikiem niemoznosci
uptynnienia posiadanych aktywow. Bangia et al. [4] wskazujg z kolei, ze rozpowszechnione
modele VaR nie uwzgledniajg w odpowiedni sposob ryzyka ptynnosci. Po pierwsze, zaktada
sie jako cene przy likwidacji pozycji $rednig z ceny oferowanej i zgdanej, gdy tymczasem brak
ptynnosci moze powodowac, ze cena uzyskana przy zamykaniu pozycji bedzie znaczaco
nizsza. Po drugie, ryzyko zwigzane z niemozno$cig szybkiej likwidacji nieptynnych pozyciji
uwzglednia sie co najwyzej ad hoc za pomocg przeskalowania jednookresowego VaR. Przy-

ktadowo Komitet Bazylejski zaktada 10-dniowy okres utrzymywania otwartej pozyciji.

Autorzy wspomnianej pracy [4] dzielg ryzyko rynkowe na komponent zwigzany z nie-
pewnoscig, co do ruchéw usrednionych cen i komponent odnoszacy sie do niepewnosci
dotyczacej ptynnosci. Warto zauwazy¢, ze w wiekszosci wypadkéw ryzyka te sg ze sobg $cisle
powigzane. Przyktadowo, opcje walutowe na tzw. emerging markets cechujg sie wysokim
poziomem obu ryzyk, a transakcje spot w gtéwnych walutach - niskim. Koszty likwidacji pozyciji

i ich zmiennos¢ powinny stanowi¢ element kompleksowego modelu ryzyka rynkowego.

Samo ryzyko ptynnosci moze byé endo- lub egzogeniczne, tzn. wynikajace z ogéine,
wspolnej dla wszystkich uczestnikéw, charakterystyki rynku (ptytki lub ptynny), badz z chwilo-
wej nierbwnowagi na rynku miedzy popytem i podazg, przy np. prébie likwidacji duzej pozyciji.
Ryzyko endogeniczne jest rézne dla roznych uczestnikow rynku i zwigzane jest z wielkoscig
posiadanej pozycji - jesli jest ona wigksza od tzw. quote depth, czyli ptynnosci rynku dla ceny
kwotowanej, to albo zostaniemy zmuszeni do stopniowej likwidacji pozycji (co zwigksza ryzyko
zmiany ceny), albo nastapi rozszerzenie widetek cenowych (czyli wzrosng koszty likwidaciji).
Pokazane zostato to na rysunku rys. 6. llosciowy opis tego typu ryzyka jest podany w pracach
cytowanych w [4]. Problem polega na tym, ze nie ma w ogdlnym przypadku danych niezbed-

nych do budowy odpowiednich modeli.
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Rys. 6. Endogeniczne ryzyko ptynnosci

Cena aktywu Punkt endogenicznego braku ptynnosci

A

Ask

Bid

>

Quote depth Rozmiar pozycji

tatwiej dostepne sg dane pozwalajgce modelowac¢ egzogeniczne ryzyko ptynnosci -
czyli obserwowane widetki cenowe (ang. spreads). Rozwigzanie jest proste - do kalkulaciji
VaR, szczegolnie w przypadku mato ptynnych rynkéw, lepiej wykorzystywaé, w zalezno$ci od
rozpatrywanej pozycji, odpowiednio ceny oferowane lub Zzgdane. Jedynym warunkiem jest

posiadanie danych dotyczacych widetek cenowych (spreaddéw).

4.5. Dane niesynchroniczne

Mozna podejrzewac, ze uzywane w obliczaniu VaR wspétczynniki korelacji (kowa-
riancje) migdzy aktywami finansowymi zalezg w przypadku ogélnym od momentu rejestraciji
poziomu danego czynnika ryzyka, badz ceny aktywu. Problem synchronizacji danych moze sie
sta¢ szczegdlnie istotnym, gdy VaR jest kalkulowany dla portfela zawierajgcego aktywa
bedace w obrocie w roéznych krajach i réznych strefach czasowych. Przytoczmy tutaj za [34]
przyktad ilustrujgcy powyzszy problem. W tablicy 1 podano estymatory wspotczynnika korela-
cji liniowej pomiedzy dziennymi zmianami cen zamkniecia 10-letnich obligacji rzadowych
w Nowym Yorku i zmianami stawek rynku pienieznego w Londynie, rejestrowanych o dwéch
réznych godzinach. Jak wida¢, dane z godziny 16:00 wykazujg wyzszg korelacje. Wynika to

z faktu lepszej (chociaz nie petnej) synchronizacji danych p6zniejszych.

Przyktadowo, dane z zamkniecia gietdy tokijskiej sg rejestrowane 15 godzin przed
danymi z Nowego Yorku. Wydaje sie zatem sensowne uwzglednienie korelacji miedzy danymi
z danego dnia z Tokio i z poprzedniego dnia z Nowego Yorku, gdyz sg one oddalone jedynie

0 9 godzin (sg bardziej zsynchronizowane). Jedno z mozliwych rozwigzan tego problemu,
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opisane w [34], polega na uwzglednieniu kowariancji danego zwrotu z momentu ¢ ze zwrotami
z innych czynnikow ryzyka opdznionymi o 1 okres oraz kowariancji danego zwrotu z momentu
t—1 z nieop6znionymi zwrotami z innych czynnikéw. Innymi stowy poprawiona kowariancja

bedzie wyrazona przez:

COVPOP (rl'l’r;'t) = cov(rj/’r;'t—l) + COV(V/.FI, ’;1) + COV(V,-I,I’;.I ) (26)

Tablica. 1. Korelacja zmian LIBOR-u i cen 10-letnich, rzagdowych obligacji amerykan-
skich

Korelacje o godzinie

11:00 16:00

1-miesieczny -0.012 0.153

3-miesieczny 0.123 0.369

6-miesieczny 0.119 0.389

12-miesieczny 0.118 0.622

Zrédfo: [34], str.184.

Sensowno$¢ takiego podejscia uzasadniona jest dodatkowo matg z reguty warto$cig
wyrazenia  cov(r;,7,_,) +cov(r,_,1;) W przypadku danych synchronicznych i wysokg
w przypadku danych niesynchronicznych, zgodnie z wynikami zawartymi w [34]. Oznacza to,
ze taka formuta nie powoduje duzego zanieczyszczenia w przypadku danych synchronicznych,
pozwalajac jednoczesnie lepiej uchwyci¢ zwigzki miedzy zmianami na rynkach dziatajgcych

w odmiennych strefach czasowych (np. w Azji i USA).

Uogdlnijmy jeszcze powyzszg procedure, tak aby moc jg zastosowaé w ujeciu macie-
rzowym, zapobiegajac jednoczesnie wystgpieniu wspoétczynnika p Kkorelacji liniowej wiekszego
od jednosci. Mamy zatem pewng pétdodatnio okreslong macierz wariancji-kowariancji X .

Obliczmy macierz K , ktérej elementy dane sa przez:

i B {COV(r/l’ nt_l) " cov(’?/‘l—l 7’}/) dlai# ] (27)

0 dlai=j

Wowczas dopasowana macierz wariancji-kowariancji dana jest jako M =X+aK ,
gdzie 0 <a <1 przyjmuje najwigkszg mozliwg warto$é, zapewniajgcg dodatnig potokreslonosé

macierzy M.

Opisany powyzej problem traci na wadze w miare wydtuzania horyzontu czasowego.
Rys. 7 pokazuje korelacje miedzy zmianami 3-miesiecznego LIBOR-u a zmianami cen obligacji
amerykanskich dla obserwacji z godziny 11:00 i godziny 16:00. Jak wida¢, dla zmian cen na

przedziale dtuzszym niz 10 dni, wptyw momentu rejestracji danych staje sie zaniedbywalny.
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Rys. 7. Korelacja LIBOR i cen 10 letnich T-Notes w zaleznosci od momentu pomiaru
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4.6. Przyblizona wycena opcji

Zalezno$¢ cen opcji od wartosci czynnikow ryzyka (czyli cen instrumentéw bazowych,
czasu do wygasniecia, zmienno&ci i stopy procentowej pozbawionej ryzyka) nie ma charakteru
liniowego. Czesto jednak zamiast stosowaé doktadne formuly wyceniajace (np. Blacka-
Scholesa lub jedng z modyfikacji) aproksymuje sie warto$¢ opcji za pomoca rozwiniecia w

szereg Taylora. Ogoélnie biorgc szereg Taylora dla funkcji jednej zmiennej ma postac

0 o (x, n
f@) =" L e-x,), (28)
gdzie f‘")(xo) oznacza warto$¢ n-tej pochodnej funkcji /* w punkcie x,.

W rzeczywistosci przyblizenia wartosci funkcji w punkcie x dokonuje sie korzystajac
z 2 lub 3 pierwszych wyrazéw tego szeregu. Zastosujmy zatem tg metode do aproksymaciji

ceny opcji V,

t+n?

majgc dane w momencie ¢ : V -cene opcji, P - cene instrumentu bazowego

i T-czas do wygasniecia opcji. Oznaczmy jako & pierwszg pochodng czastkowg formuty

F1a

wyceniajace dla danej opcji wzgledem ceny instrumentu bazowego <7,

jako T' drugg pochod-

ng czgstkowg gz—; i jako 8 pochodng czastkowg wzgledem czasu %—‘l’ Mamy woéwczas:

v,

o =V, +6(P,,—P)+1/2-T(P,,—R)* +6(1,,, -1, (29)

+n +n

Poniewaz zasadniczo postugujemy sie wzglednymi zmianami ceny, przeksztatémy powyzsze

wyrazenie do wartosci wzglednych:
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v (La) = 8B (e ) 412 T P22 ) 6., - 1,) (30)
Podzielmy stronami i przyjmijmy dla uproszczeniat, , —7,=n:
()= (B2 T () + () (31
Przyjmujgc odpowiednie oznaczenia mamy ostatecznie:
R, = n[aR,, +1/2-(TP)-R? +én], (32)

ooze 1, ~(:2) , =(52)n=(2).0=(5).

4.7. Zmiennosci implikowane

Ceny opcji zawierajg w sobie prognoze zmiennosci dla instrumentu bazowego (tzw.
implikowana zmienno$¢ ang. implied volatility). Wynika to z faktu, iz w formule Blacka-
Scholesa (i innych) mamy 5 parametréw: czas do wygasniecia, cene spot instrumentu bazo-
wego, cene wykonania opcji, wolng od ryzyka, krotkoterminowg stope procentowg i zmiennos$c.
Jedynym nieznanym czynnikiem jest wtadnie zmienno$¢. Innymi stowy, ceny opcji zawierajg
oczekiwania rynkowe dotyczace przysztej zmiennosci instrumentu bazowego. Te implikowane

zmiennosci mogq zatem zosta¢ wykorzystane przy kalkulacji VaR.

Niestety, metoda ta ma ograniczong uzyteczno$¢. Po pierwsze, implikowane zmien-
noéci dotyczg tylko okresu do wygasnigcia opcji, tzn. ze cena opcji o 3-miesigcznym terminie
wygasnigcia pozwala prognozowac¢ jedynie 3-miesieczng zmienno$¢ cen (i zwrotéw) instru-
mentu podstawowego. Po drugie, opcje dostepne sg dla ograniczonego kregu instrumentéw (w
Polsce w zasadzie tylko dla kurséw walutowych), a nieraz ich cena jest mato reprezentatywna
ze wzgledu na niskg ptynnos¢. Po trzecie, wyniki badan okreslajacych jakos¢ predykcji impli-
kowanych zmiennosci sg niejednoznaczne i wydaje sie, ze historyczne zmiennosci albo
prognozy na podstawie ré6znego rodzaju modeli (np. GARCH) nie muszg znaczgco ustepowac
implikowanym zmienno$ciom w zakresie mozliwo$ci prognostycznych. Mimo tych zastrzezen,

wigczenie implikowanych zmienno$ci moze poprawi¢ jako$¢ estymaciji VaR.
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5
Monitorowanie ryzyka rynkowego w swietle dokumentéw organéw
nadzoru bankowego

Jak wspomniatem we wstepie, metodologia Value at Risk znalazta réwniez odzwier-
ciedlenie w dokumentach nadzoru bankowego, zaréwno w Europie, jak i w Stanach Zjedno-

czonych.

Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego w poprawce z 1996 roku do swoich standar-
doéw wymogow kapitatowych ze wzgledu na ponoszone ryzyka rynkowe (Amendment of the
Capital Accord to Incorporate Market Risk [5]), okreSlita szereg zasad uwzgledniania przez
banki ponoszonych przez nie ryzyk rynkowych. W czeéci A poprawki zawarto standardowe
podejécie do kolejnych ryzyk: stopy procentowej, kursowego, cen towardw, akcji i opcji. Takie
uproszczone podej$cie sprowadza sie do okreSlenia procentowo wielkosci kapitatu rezerwo-
wego wzgledem otwartych odpowiednio offsetowanych krétkich i dtugich pozycji. Dodatkowo
w przypadku instrumentéw zwigzanych ze stopg procentowg przyjeto rézne kryteria w zalezno-
&ci od time to maturity lub duration (czasu trwania). W przypadku opcji przyjeto trzy mozliwe
podejscia: metode uproszczong (procentowg), metode delta plus oraz podej$cie scenariuszo-

we (ang. scenario approach).

Metoda delta plus zaktada wycene wrazliwosci ceny opcji wzgledem zmian ceny in-
strumentu bazowego (A ), wrazliwosci cen opcji wzgledem zmian A (7 ) i elastyczno$¢ cen
wzgledem zmian w odchyleniu standardowym ceny instrumentu bazowego v (vega). Metoda
analizy macierzy scenariuszy polega na kalkulacji wartosci pozycji przy a priori ustalonych

odchyleniach ceny instrumentu bazowego i jego zmiennosci wzgledem wartosci aktualnych.

W czesci B poprawki zawarta jest natomiast specyfikacja stosowania modeli we-
wnetrznych do wyceny ryzyka rynkowego, czyli wtasnie metodologia VaR. Warunkiem stoso-
wania takiego podejscia do pomiaru ekspozycji banku jest spetnienie 7 warunkoéw dotyczgcych
m.in. odpowiednich standardoéw jakos$ciowych, specyfikacji czynnikoéw ryzyka (ang. risk fac-
tors), odpowiednich parametréow statystycznych, procedur zapewniajacych mozliwo$¢ nadzoru
zewnetrznego i wytycznych dotyczacych testowania obcigzen krytycznych (ang. stress te-
sting). Standardy jako$ciowe obejmujg m.in. posiadanie przez bank odrebnej jednostki kontro-
lujgcej ryzyko, przeprowadzanie regularnego back-testingu, czyli weryfikowania ex post
modelu, zaangazowanie najwyzszego kierownictwa w kwestie monitoringu ryzyka, integracje
modelu z codziennym procesem zarzadzania ryzykiem w banku, jasne powigzanie modelu
z istniejgcymi limitami zaangazowania, odpowiedni system dokumentacji i w koricu wewnetrz-

ny, regularny audyt systemu.

Specyfikacja czynnikdw ryzyka dotyczy oddzielnie stop procentowych, kurséw walu-

towych, akgcji i cen towaréw. W odniesieniu do stop procentowych wymogiem jest oddzielne
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okres$lenie czynnikéw ryzyka dla oddzielnych walut. Bank musi modelowaé krzywa dochodo-
wosci (ang. yield curve), zgodnie z jedng z powszechnie uznanych metod, np. szacujgc ceny
forward obligacji zerokuponowych. Krzywa powinna zosta¢ podzielona na kilka segmentow,
oddajgcych réznice w zmiennosci stép na poszczegdlnych odcinkach krzywej. Minimalnym
wymogiem jest uwzglednienie 6 czynnikow ryzyka, z reguty jeden czynnik ryzyka przypada na
kazdy wydzielony segment krzywej dochodowosci. System pomiaru ryzyka powinien uwzgled-
nia¢ ryzyko spreadoéw, tj. r6znic w przebiegu krzywej dochodowo$ci np. papieréw rzadowych i

korporacyjnych.

W przypadku akcji mozliwe sg trzy podejscia. Pierwsze polega na monitorowaniu je-
dynie zmiennos$ci gtdbwnego indeksu i odnoszeniu ryzyk pozycji w pojedynczych akcjach za
pomocg wspotczynnikéw beta. Drugie jest podobne, ale przy wykorzystaniu indekséw branzo-
wych. Najbardziej skrupulatne polega na wyodrebnieniu czynnika ryzyka (zmiennosci) dla
kazdego waloru. W odniesieniu do towaréw bardziej szczegétowe podejscia powinny uwzgled-

nia¢ zmienno$¢ w stopie uzytecznosci poszczegolinych commodities.

W kwestii parametrow statystycznych Komitet zaleca codzienng kalkulacje VaR,
z parametrem p = 0.99 i przedziatem czasowym t = 10 dni (roboczych). Mozliwe jest przyjecie
za VaR,,(0.99) skalowanego VaR (p) zgodnie z formuta: VaR,,(0.99) :\/EVaR, (p).
Obserwacje powinny obejmowac co najmniej 1 rok, a zestaw danych nalezy uaktualnia¢ nie
rzadziej, niz co 3 miesigce. Banki mogg stosowa¢ dowolnie wybrany model, np. wariancji-
kowariancji, historycznej symulacji, czy tez metode Monte Carlo. W przypadku opcji model
musi uwzglednia¢ nieliniowg charakterystyke cen opciji i ryzyko wynikajace ze zmian w warian-

cji instrumentéw bazowych (vega).

Scenariusze awaryjne i stress testing powinny by¢ nieodtacznym elementem stoso-
wanego przez banki modelu. Stress testing polega na zbadaniu zachowania sie portfela
i mozliwosci reagowania banku w przypadku wystapienia ekstremalnych wydarzen rynkowych.
Jako przykiady takich wydarzen podano krach gietdowy z 1987 roku, zawieszenie ESW
w 1992 i 1993 roku oraz zatamanie na rynku obligacji na poczatku 1994 roku. Przy tego typu
symulacjach nalezy uwzgledni¢ ograniczong ptynno$¢ rynkéw i wysoki poziom korelacji (bliski
jednosci) miedzy réznymi rynkami oraz okresli¢ historyczny zakres pozioméw zmiennosci

i korelacji.

Instytucje stosujgce modele wewnetrzne obliczajg wymagany poziom kapitatu wta-
snego zgodnie z nastepujaca formuta:
1 60
C = Max VaR,_,,(M+m)%; VaR, , |, (33)
gdzie M jest mnoznikiem, ktérego warto$¢ ustalono na 3, a m w zaleznosci od jakosci
prognoz modelu (por. rozdziat 9) przyjmuje warto$¢ z przedziatu [0,1]. Uwaza sie do$¢
powszechnie, ze powyzsza formuta zniecheca banki do stosowania i szukania precyzyjniej-

szych modeli. Celem bankéw (i innych instytuciji) jest zminimalizowanie kapitatu zwigzanego na
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zabezpieczenie operacji rynkowych ( C ) - czyli preferujg one jak najnizszy VaR. Jest prawdo-
podobne, ze bardziej doktadne modele beda dawac¢ prognozy VaR(0.99) wyzsze o duzo
wiecej niz 1/3 w stosunku do VaR(0.99) oszacowanego, przyktadowo, zwyktg metodg warian-
cji-kowariancji. Innymi stowy: wzrost mnoznika (i C ), wynikajacy z braku precyzji prostego
modelu nie zrekompensuje spadku VaR (a co za tym idzie, takze C ), wynikajacego z zasto-

sowania prostszych, acz mniej doktadnych modeli.

Zgodnie z uchwatg Nr 2/2000 Komisji Nadzoru Bankowego z dnia 8 listopada 2000
roku, ktéra weszta w zycie z dniem 31 marca 2001 roku, rowniez polskie banki mogg postugi-
waé sie metodg wartosci zagrozonej dla okreslenia poziomu wymaganego kapitatu rezerwo-
wego w przypadku ryzyka walutowego. Rozwigzania techniczne, ujete w zatgczniku nr 3 do
wyzej wymienionej uchwaly, wzorowane sg na wczesniej opisanych zaleceniach Komitetu

Bazylejskiego.
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Gdyby P&L dystrybuanta byta znana, wyliczenie VaR, badz to metodami analitycz-
nymi, badz numerycznymi z zgdang doktadnos$cig nie stanowitoby problemu. Jednak w rze-
czywistosci zmuszeni jeste$my estymowac VaR korzystajgc z obserwacji zwrotow z czynnikéw
ryzyka, a czesto rowniez czynigc okreslone zatozenia, co do ich rozktadu. Okazuje sie przy
tym, ze szacowanie skrajnych kwantyli P&L dystrybuanty nie jest prostym statystycznie
zadaniem, zwtaszcza w Swietle cech wykazywanych przez finansowe szeregi czasowe.

Ponizej zostang zaprezentowane pewne elementarne podej$cia do kwestii estymaciji.

6.1. Podejscia nieparametryczne

Przy tego typu podejsciach unika sie okre$lania rodziny rozktadéw do jakich nalezy dystrybu-

anta strat, co pozwala na uniknigcie ewentualnego systematycznego btedu z tym zwigzanego.

6.1.1. Metoda historycznej symulacji

Aby unikna¢ bteddw specyfikacji w metodzie historycznej symulacji (HS) estymuje sie
VaR(p) jako p-kwantyl z dystrybuanty empirycznej. Probe losowg konstruuje sie, symulujac
wpltyw historycznie obserwowanych zwrotéw z czynnikéw ryzyka (czyli np. zmian cen akcji,

wysokoséci stoép procentowych etc.) na warto$¢ aktualnej pozycji, stad nazwa metody.

Oznaczmy przez L, ,L,,,,...L,, uporzadkowane (rosngco) warto$ci z préby funkcji

strat L. Woéwczas nieparametryczny estymator VaR(p) dany jest przez:

J

—~ cj-1 .
VaRus(p)=L,, gdie I—<p<L j=12,..n (34)
n n

Niestety, przy typowych rozmiarach préb, obejmujgcych 1 rok, zaledwie kilka obser-
wacji bedzie lezato w prawym ogonie dystrybuanty. Zatem V/CJQHS bedzie wykazywac silnie
nieciagte zachowanie dla p =0.95 czy tez 0.99 . Rozciagnigcie okresu obserwacji na kilka lat
uwazane jest natomiast za niebezpieczne, gdyz nierealistyczne moze sie staé zatozenie
o statej postaci rozktadu zwrotéw. Warto rowniez zauwazy¢, ze taka metoda nigdy nie da VaR

wigkszego niz najwigksza strata w danej probie.

Dokfadno$¢ otrzymanego estymatora (czyli przedziaty ufnosci) mozna oszacowac na
dwa sposoby. Po pierwsze, dystrybuanta
12 VaRps(P)=VaR(p)
[f Fakus(D] P (=p)
zbiega asymptotycznie do standaryzowanego rozktadu normalnego N[0,1]. Zatem przy pozio-
mie ufnosci 1-a , przedziat ufnosci dla estymatora metodg historycznej symulacji dany jest

przez
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VaRns(P) 21| S VaR (PP = pin | (35)

gdzie z,_,,=P“(1-a/2) i ® oznacza dystrybuante standaryzowanego rozktadu normalne-
go. Jesli znamy f, mozemy obliczy¢ ten przedziat dla dowolnego p i odpowiednio duzego
n . Ale zazwyczaj f nie jest znana. Mozemy rozwigzac i ten problem stosujac asymptotycz-
nie rownowazny przedziat I_ﬁ“(k/n);ﬁ“(l/n)J gdzie liczby catkowite k i [ sg dobrane tak,
aby

k=np—z_y,\np(l—p)
I=np+z_y,\np(l—p)

Niestety, dla wysokich wartosci p i rozmiaréw proby rzedu kilkuset, takie przyblizenie jest mato

skuteczne.

Aby policzy¢ doktadne przedziaty ufnosci dla matej préby, sprobujmy znalez¢ takie
L., iL,, gdzie k<, zeby P{L, <VaR(p)<L,,}=1-c. Niech Y oznacza liczbe strat

z proby mniejszych od prawdziwego VaR
V=2 (L) (36)
i=1

Wowczas Y jest zmienng o rozktadzie dwumianowym z parametrami p i n. Oczywiscie,

zamiast {L,.,, < VaR(p) < L,,}mozemy napisa¢ {k <Y<[/-1}.Woéwczas
P{L,, <VaR(p)<L, }EP{k<Y<I-1}=

=Z$f{;’.jpf(l—p>”=1—a

(37)

W przypadku ogélnym niemozliwe jest znalezienie takich / i & , zeby powyzsze row-
nanie bylo dokfadnie spetnione. Najlepszym mozliwym rozwigzaniem jest znalezienie takich
liczb, aby:

1. [ —k jak najmniejsze

-1 L n—i
2. Z/:kn]p’(l—p) S=l-o

Tablica 2. Doktadne przedziaty ufnosci dla metody historycznej symulacji

Liczba Poziom Dolna Goérna
obserwacji istotnodci 1-a granica k granica /

n=260 0.95 0.7471 244 252

0.8998 238 252

0.9471 237 253

0.99 0.7342 249 259

0.9101 254 260

n=>520 0.95 0.7591 490 502

0.8926 487 503

0.9550 485 505

0.99 0.7383 513 518

0.8914 507 518

0.9492 510 519

Zrédho: [50].
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Tablica 2 pokazuje rozwigzania dla pewnych wartoéci » i p . Dla okreSlonego n

i p przedziat [L,.;L,,] pokrywa nieznang prawdziwg warto$¢ VaR(p) z prawdopodobien-

stwem 1—o. Oczywiscie, wczesniej wspomniane zastrzezenia, co do braku gtadkosci prawe-

go ogona dystrybuanty empirycznej pozostajg w mocy.

6.2. Modele parametryczne

Jesli parametryczna rodzina rozktadéw, do ktérych nalezy F jest znana (bgdz zato-
zona), problem estymacji VaR sprowadza sie do wyznaczenia nieznanych parametrow rozkta-
du. Majgc estymatory parametréw rozktadu, mozna obliczy¢ dowolny kwantyl, postugujac sie
odwrotng dystrybuantg. Dla danych finansowych dopasowywano wiele rozktadéw, nalezacych
m.in. do klas rozktadow o — stabilnych (przyktadowo - rozkfad normalny) i hiperbolicznych

([171, [16)).

Skupmy sie na poczatek na modelu z parametrem skali i potozenia, gdzie

F (x):FO("';”) i F, jest dystrybuantg znanego rozktadu, b jest nazywany parametrem
potozenia, a a - parametrem skali. Waznymi szczegdlnymi przypadkami takiego modelu sg
rozktady: normalny, t-Studenta i wyktadniczy. Taki model prowadzi do nastepujgcego okresle-

nia Value at Risk
VaR(p)=F"(p)=b+aFy (p) (38)
Oznacza to, ze dowolnego p, VaR(p) moze by¢ obliczony jako liniowa funkcja es-

tymatoréw a i b. Kwantyle F, (p) i F, dla wielu rozktadéw mozna otrzyma¢ za pomocq

arkuszy kalkulacyjnych bgdz programoéw statystycznych.

6.2.1. Normalny rozkfad strat

Zaktadajac normalny rozktad strat L,(i =1,2,...,n) , model (2) mozna zapisa¢ w postaci
VaR(p) = L+ 0®P (p), 0<p<l (39)
gdzie parametrami skali i potozenia sg odpowiednio: odchylenie standardowe i warto$¢ ocze-

kiwana, a @ oznacza, jak pamietamy, dystrybuante rozktadu N[0,1]. Przy estymacji powyz-

sza zalezno$¢ przybiera postac

VaRwo(p) = f1+60(p), (40)

Latwos¢ interpretacji i szeroka znajomos¢ rozktadu normalnego sg przyczynami, dla
ktorych model ten jest czesto spotykany w zastosowaniach. Zajmijmy sie teraz wyznaczeniem

przedziatu ufnosci dla takiego estymatora VaR(p) .

Zmienne losowe x =1 i S? =6 saniezalezne, o ile sg obliczone na podstawie pro-

by prostej z populacji o rozktadzie normalnym. Estymator [I ma rozktad normalny N L,u,%J,
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o

z warto$cig oczekiwang u i odchyleniem standardowym N Dla nieznanego o, [ ma
rozktad t-Studenta z n stopniami swobody, ktéry dla duzych »n zbiega do rozktadu normalne-
go o powyzszych parametrach. Estymator 6 ma nastepujgcg funkcje gestosci (pot. [46])
2L -2 ns®
. n-s eXp _?
) =7—() (@1)
2T ()0

natomiast zmienna

n-16
c

ma rozktad y z n—1 stopniami swobody. Zgodnie z [44] i wtasnymi
obliczeniami, wartos¢ oczekiwana rozktadu y, '® zbiega szybko do vk —1/2, a tym samym
wariancja'® zbiega dla k — e« do 1/2 . Zatem zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym,

zmienna

ﬁ[ﬂ—\/n—1—1/2)=¢”?“5+ Lo - D=1 (E-1)=2n(¢-1)  (42)

o

ma asymptotycznie rozktad normalny N[0,1].

Odejmijmy teraz od obu stron réwnania (42) warto$ci oczekiwane i podzielmy stro-

nami przez 7"; . Otrzymujemy w efekcie

VaRwo(p)—VaRy,(p) _ H—H  O—0 4o

O'/\/; O'/\/; 0/\/; ()

(43)

Zgodnie z wczes$niejszymi uwagami % jest zbiezne wzgledem dystrybuanty do

N[0,1], a g;j%: %\_\/2"(%_1” jest zbiezne do N[0,1]. Stad mamy, ze ;;J% “(p)

zbiega do N[0,[®“ (p)]’/2]. Poniewaz rozktad normalny ma wiasnos¢ addytywnosci, lewa
strona ma asymptotycznie rozktad normalny z warto$cig oczekiwang O i wariancjg

1+[®“ (p)]’/2. Zatem dla 0 < <1 mamy spetnione:

VaR np(P)—VaRyp (p)

lim P ponrs

n—yoo

- “l-a/2 2

<z 1+M}=l—a (44)

Stad ostatecznie uwzgledniajac fakt, ze 6 jest zgodnym estymatorem &, otrzymu-
jemy asymptotyczny przedziat ufnosci dla @?(p) , dla zatozonego poziomu ufnosci 1—-a :

é [@(p)T

@ND(p)iZszﬁ 1+ (45)

Najwazniejszym wnioskiem z tych raczej mato interesujgcych przeksztatcen jest fakt
wzrostu wariancji @(p) da p—0 lub p—1, proporcjonalnie do kwadratu ®“(p).
Oznacza to, ze im bardziej ekstremalne kwantyle rozktadu nas interesuja, tym mniej doktadnie

mozemy je wyznaczyc.

® Réwna m=\/§-1"[% )/F[%) .

'® Wynoszaca 0'2:k—m2 .
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6.2.2. Liniowa funkcja wyceniajaca. Model wariancji - kowariancji

W wielu przypadkach strata moze by¢ doktadnie, badz z duzg doktadno$cig przybli-
zona jako liniowa funkcja zmian czynnikéw ryzyka X, =R, — R, . Wspotczynniki takiej funkgji
to pochodne czastkowe funkcji wyceniajacej ¥ wzgledem kolejnych czynnikow ryzyka R, ;
(tzw. przyblizenie delta) wazone udziatem @, danego czynnika ryzyka w catkowitej wartosci
portfela /W . Warto$¢ pochodnych czgstkowych zalezy od aktualnych wartosci R,, co daje

nam

LR X)=WY' 8,(R)X, =WSR) X,

gdzie 5(R[)T =[d,(R),...,0, (R,)]T. taczny rozktad normalny log zwrotéw z czynnikéw ryzyka
[X,,...X,,], z macierza kowariancji £ i wektorem warto$ci oczekiwanych v zapewnia
normalno$¢ warunkowej wzgledem realizacji zwrotow {R, =7} funkcji L . Jej parametrami sg
odpowiednio u=8(r)"v i 6>=68(r)"Z5(r), co oznacza, ze VaR mozna obliczyé korzystajac

z zaleznosSci
VaR(p)=W 8(r) v+=0W J8(r) Z8(r) @ (p)
—— -

Modele o takiej strukturze nazywane sg modelami wariancji-kowariancji. Estymaciji
VaR(p) mozemy dokona¢ korzystajac z estymatorow v i X, kitére dane sg przez:

V=haVy) = nqz; X, oraz 3, ,=(n-1)"% ¥, gdzie

Xoy—vi X ,-v2 ... X, —Vi
- | XV X, Ve o X Ve
Xi= : : - :

Xeg—Vi X, V2e oo X —Vk

nxk

Stad estymator VaR(p) dany jest przez

VaR(p)=W 8(r) v+=0W+8(r)" =8(r) @ (p)

(46)

Dla krétkich, jednodniowych, badz jednotygodniowych prognoz VaR, przyjmuje sie
bardzo czesto V =0. Takie zatozenie nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan, ani nie wptywa
(z reguty) znaczaco na wielko$¢ VaR, pozwalajgc w zamian na znaczne uproszczenie zapisu
i obliczen. W szczegoInosci takie uproszczenie przyjmowane jest w ramach systemu RiskMe-

trics™ .

Przy modelach parametrycznych warto rozwazy¢ 2 potencjalnie istotne z praktyczne-
go punktu widzenia kwestie. Po pierwsze, mozliwe uproszczenie procesu kalkulacji. Po drugie
zas - rdznego rodzaju dodatkowe miary ryzyka, zwigzane z rozbiciem VaR na poszczegoéine

sktadniki portfela. Okresimy na poczatek indywidualny VaR (ang. individual VaR):

VaR(p), =@ (p)o, | W, (47)
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Warto zauwazyé, ze przyjmujemy modut wagi danego aktywa w portfelu, jako ze wagi
moga by¢ ujemne, podczas gdy VaR powinien by¢ >0. Suma indywidualnych VaR daje nam
niezdywersyfikowany VaR dla portfela. Jesli wykluczymy mozliwos¢é zajmowania krétkich
pozycji, roznica miedzy niezdywersyfikowanym VaR a normalnym VaR mierzy korzysci
z dywersyfikacji. W przypadku krétkich pozycji mamy do czynienia z przypadkiem najgorszej
mozliwosci - zaktadamy, ze korelacja wynosi -1 dla przeciwnych pozycji nawet w bardzo

podobnych aktywach (podczas gdy w rzeczywistos$ci jest raczej zblizona do +1).

Aby dokona¢ pomiaru wplywu zmian pozycji na ryzyko portfela wprowadzmy pojecie
krancowego VaR (ang. marginal VaR). Zat6zmy (bez utraty ogolnosci), ze nasz portfel sktada
sie z N sktadnikow. Niech AVaR oznacza krancowy VaR, czyli pochodng VaR wzgledem
zmian wagi danego czynnika ryzyka w portfelu:

dVaR Jo
AVaR = =0 (p)—2~ 48
aR=="" (p) . (48)

i i

gdzie dla przypomnienia:

G0 =\O(r) Z8(r) (49)

2

Rozpisanie o,

daje w rezultacie

=

N

o =§5fo-f +22i5i5/0"./ (50)

i=l j<i

przy czym 6, sg w szczegdlnosci rowne wagom @, . Korzystajac z (50) mozemy obliczy¢

do port .

aw,
a o — 1 ac;art — 1

ow, 20 ow, 20

i port i port

— Cov(ri,rp()rt ) (51 )

o,

N
2
2wol+2 Y, wo,
J=1j#i

gdzie cov(rl.,rp ) oznacza kowariancje pomiedzy zwrotem z danego aktywa a zwrotem

ort

z portfela. Podstawiajgc otrzymany VaR do (48) otrzymujemy:

Cov(ri,rpor/)

AVaR =@ (p) (52)

V2
Warto zauwazy¢, ze krancowy VaR jest blisko zwigzany z tzw. betg portfela, czyli wspdtczyn-
nikiem nachylenia w regresiji liniowej zwrotéow z danego aktywa wzgledem zwrotéw z portfela.

Uwzgledniajac, ze beta zdefiniowana jest jako:

cov\r,r, .
Bi: (2 porl), (53)

o

port

otrzymujemy zwigzek miedzy betg a krancowym VaR:

- VaR
AVaR =" (p)(,X0,,,) == =% B

i
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(przy zatozeniu v =0). Wektor wspotczynnikéw beta dla portfela uzyskujemy korzystajac

z zaleznosci:

Zw
=— 55
p wZw (53)
Pozwala nam to szybko obliczy¢ krancowy VaR dla wszystkich sktadnikow portfela.

Aby zmierzy¢ wptyw nowej pozycji na ryzyko posiadanego portfela, wprowadzmy po-
jecie przyrostowego VaR (ang. incremental VaR). Zatbzmy, ze do posiadanego portfela

dodajemy nowg pozycje x . Wéwczas przyrostowy VaR mozna zdefiniowac jako:

IncVaR =VaR VaR (56)

portl - port0

gdzie VaR ,,,, oznacza wartos¢ VaR dla nowego portfela, a VaR,,,

- dla starego. Aby
obliczy¢ przyrostowy VaR, mozemy zmieni¢ sktad portfela i policzy¢ nowy VaR. Alternatywnie
mozemy skorzysta¢ z liniowego przyblizenia, bazujgc na wprowadzonym wczesniej krancowym

VaR. Mamy wéwczas:

IncVaR = (AVaR)" x (57)

Miarg, ktéra stara sie dokona¢ rozktadu VaR na poszczegodlne sktadniki portfela jest
tzw. czastkowy VaR (ang. component VaR). Zdefiniujmy czastkowy VaR jako zmiane VaR dla
portfela, jesli usuniemy z niego dany sktadnik, pozostawiajgc warto$¢ portfela bez zmian (czyli
zwigkszajac proporcjonalnie wartos¢ pozostatych aktywoéw). Oczywiscie, mozemy dokfadnie
obliczy¢ czastkowy VaR, zmieniajgc sktad portfela i dokonujgc ponownej, petnej rekalkulacii
VaR. Liniowe przyblizenie uzyskujemy korzystajac z wcze$niej wprowadzonego pojecia

krancowego VaR. Mamy wowczas:

Component VaR = (AVaR ))wW =VaR - 3, - w, (58)

Naturalnie mozemy takg miare przedstawi¢ w postaci wzglednej, jako procent catko-

witego ryzyka przypadajgcy na dane aktywo lub klase aktywéw.

6.3. Metody symulacyjne - metoda Monte Carlo

Rozwéj technik obliczeniowych spowodowat w ostatnich latach znaczne zmiany
w ekonometrii i statystyce, gtownie dzigki metodom Monte Carlo (MC) i bootstrapingu. Wiele
skomplikowanych analitycznie probleméw, wigczajac VaR, mozna rozwigzac stosujgc symula-
cje.

Zajmijmy sie teraz kwestig generowania trajektorii ruchu cen w zgodzie z [34]. Gene-
rowanie pojedynczej zmiennej o rozktadzie normalnym nie jest problemem. Korzystamy tutaj
z twierdzenie, ktére moéwi, ze jesli y ma rozktad z dystrybuantgq F', to F(y) ma rozkiad
jednostajny na przedziale [0,1]. Zatem y=F“(n), gdzie 1 jest zmienng losowg z rozktadu
jednostajnego U, . Oczywiscie, wszystkie arkusze kalkulacyjne i programy statystyczne
oferujg generatory liczb pseudolosowych U,,,;, jak rowniez odwrotng dystrybuante rozktadu

normalnego. Ciekawszym zagadnieniem jest generowanie zmiennych normalnych o okre$lonej
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macierzy wariancji - kowariancji X . Omoéwie tutaj trzy algorytmy postepowania. Sa to dekom-
pozycje: Choleskiego, wartosci wiasnych (gtéwnych skfadowych) i wartosci osobliwych (ang.

singular value).

W metodzie Choleskiego przedstawiamy macierz X =[s,] w postaci =PP, gdzie
P=[pij] - macierz tréjkatna gérna. Woéwczas y:Ple, gdzie € - wektor niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie N[0;1] wygenerowanych wedtug algorytmu opisanego
powyzej, ma wielowymiarowy rozklad normalny z macierzg wariancji-kowariancji X .

Sprawdzmy:
V(y)=PE(ec )P=PIP=PP=53,

gdzie / oznacza macierz jednostkowa, V(y) — wariancje zmiennej y. W przypadku dekompozycji

Choleskego istnieje rekursywny algorytm wyznaczania macierzy P, dany przez wzory:

) 12
_ i1 2
a; = [Sn' - Zkzl Ay J

. 1/2
i-1 . . .
al_jzaL”[sl_j_z aikajk] j=i+tLi+2,.,N

k=1

(59)

Metoda ta jest zapewne najmniej skomplikowang obliczeniowo, ale wymaga, aby ma-

cierz korelacji byta pétdodatnio okreslona. co nie zawsze jest spetnione.

W metodzie wartosci osobliwych przedstawiamy macierz £ w postaci X=UDV,
gdzie U,V - macierze ortogonalne UU=VV =1, D-macierz diagonalna z wartosciami
osobliwymi na przekatnej. Dla dowolnej symetrycznej macierzy kwadratowej U =V . Wéwczas
y=Qe, gdzie Q=D""V', & - wektor niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
N[0;1] wygenerowanych wedtug algorytmu opisanego powyzej, ma wielowymiarowy rozktad

normalny z macierzg wariancji-kowariancji X . Sprawdzmy:
V(y)=QE(ee)Q=010=VD"*D"*V' =vDV =3,
przy oznaczeniach jak powyzej.

W metodzie wartosci wtasnych (sktadowych gtéwnych) przedstawiamy macierz X
w postaci Z:CAC'zQ'Q, gdzie C - macierz ortogonalna, ktérej kolumnami sg wektory

’

wlasne C'C=1, A-macierz diagonalna z wartosciami wtasnymi na przekatnej, Q=A”2C

Wéwczas y :Q'e‘ , gdzie € - wektor niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N[0;1]
wygenerowanych wedtug algorytmu opisanego powyzej, ma wielowymiarowy rozktad normalny
z macierzg wariancji-kowariancji X . Sprawdzmy:

V(y)=0E(ee)Q=010=CA*A"’C =CAC =%,
przy oznaczeniach jak wczes$niej.

Rozktady powyzsze mozna otrzymaé postugujgc sie jednym z dostepnych pakietow
matematycznych (np. Matlab, Gauss) lub w przypadku dekompozycji Choleskiego, korzystajac
z opisanego algorytmu. Aby dokornczy¢ proces generowania ruchéw cen, nalezy podstawi¢

otrzymane wartodci ¢, do nastgpujgcego réwnania, wynikajgcego z zatozenia o log-
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normalno$ci ruchow cen: E;ZPU,-eXP(O';\/;)’;)v gdzie ¢ oznacza czas, oO; - odchylenie

standardowe i-tego instrumentu.

Jesli zatozymy, iz obserwowane zwroty majg rozktad t-Studenta, musimy nieco zmo-
dyfikowaé powyzsza procedure. Losujemy dodatkowo zmienng s z rozktadu x° i otrzymuje-

my szukane zmienne zgodnie ze wzorem

X, =£Q's (60)
S
gdzie ¢, oznacza jednowymiarowy rozktad t-Studenta z v stopniami swobody. Nalezy pa-
mieta¢, ze zgodnie z tym, co zostalo powiedziane w rozdziale 4.3, mozemy powyzszymi
metodami symulowa¢ zmienne o innych rozktadach brzegowych, wykorzystujgc jedynie
okreslong strukture wspotzaleznosci definiowang przez wielowymiarowy rozktad normalny
wzglednie wielowymiarowy rozkfad t-Studenta. W tym celu nalezy otrzymane rezultaty odpo-
wiednio przeksztalci¢, tzn. zastosowac¢ transformacje Rosenblatta (pot. rozdziat 9), a nastepnie
podstawi¢ otrzymane zmienne do odwrotnych dystrybuant przyjetych rozktadéw brzegowych.
Przyktadowo, pozostajgc przy powyzszych oznaczeniach, podstawiamy u, =1, (x,) , a nastep-
nie y,=F"(u,), gdzie F,~ oznacza dystrybuante i-tego, dowolnego rozktadu brzegowego i

otrzymujemy rozktad wielowymiarowy o dowolnych rozktadach brzegowych i wspétzaleznosci

wyrazonej za pomoca t-tacznika.

Niewatpliwg zaleta symulacji jest doktadna wycena portfela w przypadku instrumen-
tow nieliniowych (opcje). Tym niemniej, przyblizenie wartosci portfela z wykorzystaniem 6
(delta), I' (gamma) i @ (theta) daje z reguty wyniki poréwnywalne z symulacjg. Przewaga tej
metody jest niewatpliwa w przypadku tych (do$¢ rzadkich) instrumentéw, dla ktérych nie
istniejg analityczne formuty wyceniajgce. Inng cechg metody Monte Carlo jest tworzenie
automatycznie prognozy kompletnej P&L dystrybuanty. Umozliwia to lepszg ocene portfela ze
wzgledu na ryzyko niz pojedyncza liczba jaka jest VaR, tym niemniej nalezy zaznaczy¢, iz inne

podejscia rowniez oferujg takg mozliwosc¢.

Gtéwng wada tego podejscia jest jego czasochtonno$é. Problem polega jednak nie
tyle na generowaniu trajektorii ruchu cen, ile na wycenie portfela (np. za pomoca formuty
Blacka-Scholesa). Jesli portfel zawiera wiele sktadnikow nieliniowych (derywatéw), to prze-
prowadzenie tysiecy waluacji moze trwa¢. Tym niemniej metoda ta jest zapewne najlepszg
w sytuacji, gdy:

e nie zalezy nam na bardzo szybkim wyniku
e portfel zawiera wiele derywatow (lub zawiera pozycje bez analitycznych formut wyceniaja-
cych)
e chcemy doktadniej zbadac ryzyko pozycji
Warto wspomnie¢ rowniez o metodach pozwalajgcych poprawi¢ szybkos¢ algorytmu

oraz losowaé¢ zmienne z rozktadéw o skomplikowanych analitycznie postaciach.
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Metoda odrzucenia-przyjecia (ang. acceptance-rejection method) losowania liczb
o rozktadzie z funkcjg gestosci f polega na znalezieniu takiej statej ¢ i takiej funkcji gestosci
g, aby Vx: f(x)<cg(x). Nastgpnie losuje sie liczbe y z g, oblicza r:%i losuje sie
liczbg u z rozktadu jednostajnego U,;. Jesli ur <1 przyjmujemy y jako wylosowane z f,
w przeciwnym wypadku odrzucamy wylosowang liczbe i powtarzamy procedure od poczatku.
Praktycznie dobiera sie mozliwie mate ¢, gdyz oczekiwana liczba iteracji algorytmu potrzeb-
nych do wylosowania liczby z f wynosi wtadnie ¢ . Warunkiem koniecznym dla tej metody

jest mozliwos$¢ generowania liczb pseudolosowych z rozktadu g .

Metoda zmiennych lustrzanych (ang. antithetic variables) polega na wykorzystaniu
w symulacji juz wygenerowanych wielko$ci zmiennych losowych 7y . Doktadniej, przyjmujemy
Yiew =—7; dla i=1,..,N . Pomimo swojej prostoty, metoda ta pozwala na znaczne poprawie-

nie szybkosci (zbieznosci).

Inng, obiecujacag metoda zwigekszenia efektywnosci jest zastosowanie tzw. determini-
stycznej symulacji (ang. deterministic simulation). Polega ona na generowaniu liczb wedtug
w petni deterministycznego algorytmu. Generowana sekwencja punktéw bardziej jednorodnie
wypetnia przestrzen, co powoduje, ze btgd szacunku maleje szybciej niz w przypadku metod

-1

losowych, tzn. btad szacunku jest raczej proporcjonalny do »n~ niz do ne (jak w przypadku

wektora pseudolosowego).

Zestaw technik opisany w [9], pozwala znacznie zmniejszy¢ wariancje estymatora
i wielokrotnie skroci¢ obliczanie VaR dla opcji metodg Monte Carlo, pozwalajgc na obliczanie
VaR w ciggu dnia, a nie tylko po zakonczeniu handlu. Po pierwsze, obliczamy dla wylosowa-
nych scenariuszy przyblizong dystrybuante strat, w oparciu o rozwiniecie Taylora (metode
delta-gamma). Nastepnie doktadng wycene za pomocg formuty Blacka-Scholesa przeprowa-
dza sie tylko dla tych scenariuszy, ktére znajdujg sie w prawym ogonie wstepnie oszacowanej
P&L dystrybuanty. Zakiada sie, ze interesuje nas tylko prawy, skrajny dystrybuanty strat, co

w wielu wypadkach moze by¢ prawda.

Przy losowaniu scenariuszy mozna wykorzysta¢ metode gtoéwnych skfadowych (ana-
lize czynnikowg), opisang w tym kontekscie w [24]. Przyktadowo, ponad 98% zmiennosci
w cenach amerykanskich obligacji o réznych terminach wykupu (czyli zmian krzywej dochodo-
woséci) mozna wyjasni¢ za pomocg trzech pierwszych wyréznionych czynnikéw, ktére mozna
interpretowaé jako przesuniecie (rownolegte), zmiang krzywizny i zmiang ksztattu krzywej

dochodowosci.

Z reguty P&L dystrybuanta otrzymana analitycznie za pomocg metody delta-gamma,
wykazuje wysokg korelacje z prawdziwg dystrybuantg strat wyznaczong doktadng metodg MC
(z reguty ok. 0,9). Pozwala to na zastosowania metody zmiennej kontrolujgcej (ang. control

variate). Oznaczajac: VaR,(p) - prawdziwy VaR dla danego p, VaR,(p) - VaR przyblizony
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analitycznie za pomocg metody delta-gamma, ﬁa,ﬁg - P&L dystrybuanty wyznaczone odpo-
wiednio doktadng i przyblizong'” metoda MC, mamy nastepujace zaleznosci:

x,=VaR,(p); x,=VaR,(p)

Fu(x,) = F(x,)

x,=Fy [ Fux,)]

W praktyce nalezy najpierw wyznaczy¢ VaR dla zadanego p analityczng metodg
delta-gamma. Nastepnie znajdujemy odpowiadajgcy obliczonemu VaRg(p) kwantyl P&L
dystrybuanty wyznaczonej przyblizong metodg Monte Carlo, polegajacej na kalkulacji VaR dla
losowych scenariuszy za pomocg aproksymacji delta-gamma. Dla tak otrzymanego kwantyla

dokonujemy petnej kalkulacji VaR i przyjmujemy, ze jest to szukany VaR, (p) .

Dzigki takiemu postepowaniu, wariancja estymatora VaR wynosi 26 (1—-p), gdzie p
oznacza korelacje miedzy VaR przyblizonym analitycznie i VaR uzyskanym metodg Monte
Carlo z petng wycena, a ¢ - wariancje dla estymatora otrzymanego w zwyktej metodzie Monte
Carlo (bez zmiennej kontrolujgcej). Oznacza to, ze dla p =0,9 (typowa wartos¢ w czasie
testéw) czas obliczen maleje pieciokrotnie. Aby unikng¢ sytuacji, gdy y — =, wystepujacej dla
opcji at-the-money z krétkim czasem do wykupu, zamiast zwyktego rézniczkowania, zastoso-
wano technike obliczania zmian wartosci opcji dla skonczonych przyrostow, wynoszacych 0,5
dziennego odchylenia standardowego cen instrumentu bazowego. Wyniki testow dla takiego

podejécia sg zamieszczone w rozdziale 9.

Frye [24] proponuje inng technike umozliwiajacg kontrolowanie ekspozycji zwigzanej
z operacjami rynkowymi w ciggu dnia. Przed rozpoczeciem handlu (tzn. w ciggu nocy) nalezy
obliczy¢ wartosci portfela przy zatozeniu catego szeregu mozliwych zmian wartosci czynnikow
ryzyka wzgledem zamkniecia z dnia poprzedniego. llos¢ niezbednych obliczen w sposob
istotny zalezy od liczby wyr6znionych czynnikéw i zakreséw zmian. Dlatego zalecane jest
zastosowanie analizy czynnikowej (np. metody sktadowych gtéwnych) dla zmniejszenia liczby
rozpatrywanych czynnikow ryzyka. Przyktadem mozliwej dalszej redukcji rozwazanych czynni-
kow ryzyka jest modelowanie spreadu (réznicy) miedzy krzywymi dochodowosci w réznych
krajach, zamiast odrebnie samych krzywych. W ciggu dnia kolejne operacje sa marked-to-
market z wykorzystaniem obliczonej siatki wyceniajgcej i liniowej interpolacji, przy uwzglednie-
niu zmian, ktére zaszly w sytuacji rynkowej. Gdy chcemy uzyska¢ VaR metodg MC, wyceny
poszczegodlnych scenariuszy réwniez dokonujemy za pomocg siatki wyceniajgcej i liniowej
interpolacji, co pozwala znacznie przyspieszy¢ proces symulacji. Wyniki testéw dla takiego

podej$cia mozna znalez¢ w rozdziale 9.

Tz, opartg o rozwiniecie cen opcji w szereg Taylora.

Narodowy Bank Polski



Rozwiniecia modeli podstawowych i podejscia alternatywne

7
Rozwiniecia modeli podstawowych i podejscia alternatywne

7.1. Hybrydowa symulacja historyczna

Metoda historycznej symulacji ma pewne wady. Zatézmy, ze w krétkim okresie, przy-
ktadowo w ciggu tygodnia, wystgpity trzy bardzo kiepskie dni. Oznacza¢ to moze, ze przez caty
nastepny rok VaR(0.99) bedzie staly, a p6zniej skokowo zmaleje. Innymi stowy, metoda HS
nie uwzglednia obserwacji spoza przyjetego okna, a obserwacjom w przyjetym przedziale

przydziela rowne prawdopodobienstwo.

Naturalng modyfikacjg podejscia HS jest zastosowanie wygtadzania wyktadniczego.
Opisane zostato ono przez Boudoukha i in. [8]. Koncepcja jest prosta. Nalezy dobraé¢ szero-
ko$¢ okna K i wspotczynnik wygtadzajgcy A . Nastepnie kazdej obserwacji sposrdd ostatnich
K obserwacji przyporzadkowujemy wagi (prawdopodobienstwa):
C1-2

=k (61)

Wi

gdzie ¢t oznacza aktualny moment czasu. Oczywiscie, mozemy przyja¢é K rowne dostepnej
liczbie obserwaciji, tak, by A efektywnie regulowata ilos¢ uwzglednianych obserwacii. Proce-

dura wyznaczania praktycznie uwzglednianego zakresu danych opisana jest w rozdziale 8.

Dalsze postepowanie jest analogiczne jak w normalnej metodzie HS. Wyznaczenie
optymalnego wspotczynnika A, ktoéry moze sie rozni¢c w zaleznosci od przyjetego poziomu
istotnosci, okreslonego aktywa i rozpatrywanego rynku, moze by¢ przeprowadzone na podsta-
wie znanych kryteridéw, jak na przyktad pierwiastek z btedu Sredniokwadratowego prognozy
(RMSE), czy tez sredniego btedu absolutnego (MAE). Wyniki testow takiego modelu i porow-

nanie z innymi podej$ciami sg opisane w rozdziale 9.

7.2. Wygtadzanie kwantyli empirycznych

Zamiast wygtadza¢ empiryczne kwantyle zwigkszajgc liczbe obserwacji, mozna usu-
na¢ nieciggto$¢ za pomoca usredniania. Najprostsze podej$cie moze polegac na zastosowaniu
takich oto wag:

1-(n+Dp+i  i=[(n+1)p]
w.,(p)={(n+Dp—i i=[(n+1)p], (62)
0 w.p.p.
gdzie [mp] oznacza entrier, czyli najwiekszg liczbe catkowitq mniejszg lub réwng mp .
Wiasciwosci statystyczne takich estymatoréw badali m.in. [45] i [13]. Wyniki ich badan wska-

zujg, ze takie proste estymatory nie sg najlepszymi, zwtaszcza w przypadku krancowych
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kwantyli. Tym niemniej mozna uzna¢ je za pierwszy krok w kierunku uzyskania lepszych,
bardziej stabilnych wynikéw. W tablicy 3 podano kilka przyktadéw. Zgodnie z nimi, VaR(0.99)

dla okresu jednego roku mozna obliczy¢ jako:

VaR,(0.99)=0.61L,s 50 +0.39L,59.560-

Tablica 3. Wagi do wygtadzania wartosci VaR HS

P i=[(n+1)p] Wi o(p) Wi, 1.0(P)
n=100 0.95 95 0.05 0.95
0.99 99 0.01 0.99
n=260 0.95 247 0.05 0.95
0.99 258 0.61 0.39
n=520 0.95 494 0.05 0.95
0.99 515 0.21 0.79
n=780 0.95 741 0.05 0.95
0.99 773 0.81 0.19

Zrédto: [51], str.10.

W ogolnym przypadku nieparametryczna estymacja dystrybuanty strat moze zostac
przeprowadzona za pomocg funkcji jadra (rdzenia) £k, (p,x) okreslonej na (0,1)x(0,1)
o wartosciach rzeczywistych, dla danej liczby catkowite n, przy czym J; k,(p,x)dx=1.

Tzw. jadrowy (lub rdzeniowy - ang. kernel) estymator VaR(p) zdefiniowany jest jako:
— 1 A z
VaRxo(P) = [, ko (p:2) (e = Y w,, ()L (83)
i=1

gdzie wagi w,, mogq zosta¢ zapisane jako w,.:,,=J k,(p,x)dx, skad wynika,

ze 2:':1 w,.,(p)=1. @KQ(p) zgodnie z réwnanie (3) mcglzcle)mbyé rozumiany jako liniowa
funkcja statystyk pozycyjnych z préby losowej. Wagi nie zalezg od danej proby i wystarczy je
obliczy¢ jednorazowo dla danej liczby obserwacji. Sensowne funkcje jadra powinny nadawaé
dodatnie wagi statystykom pozycyjnym odpowiadajagcym estymatorom F< dla prawdopodo-
bienstw bliskich p. Zgodnie z wynikami [45] i [13], jedng z najlepszych jest funkcja zapropo-
nowana przez Harrela i Davisa [28]. Bazujgc na rownaniu (37), wartos¢ oczekiwana L,

Wynosi
E(L.,) =50 | yF0) T A= F)™ £ (),
gdzie B(a,b) oznacza funkcje beta. Po podstawieniu x = F(y) otrzymujemy

E(Ly,) =gy [, FE(0x ™ (1= 0" dx

B(k,n—k+1)
Opierajgc sie na powyzszych zaleznosciach Harrel i Davis [28] sugerujg nastepujacy
estymator VaR(p) = F“ (p)

J' DR (DRI e (g

@Hn(p)z . B((n+1)p,(n+1)(1-p)) (64)

niezaleznie od tego, czy (n+1)p jest liczbg catkowita, czy nie. tatwo zauwazy¢, ze jest to

przyktad estymatora jagdrowego z funkcjg jadra dang przez
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DR (1)1

k,(p,x)= B(n+D) p,(n+1)(1-p))

gdzie poszczegolne wagi w ,, majg postac

n

J'” xmm,H(l_x)(nﬂ)mp)—l dx
(i=1)/n

in = B((n+D) p.(n+)(1-p))

Rozpatrzmy jeszcze jeden typ funkcji jadra, opisany dokfadnie w [50], opisany wzorem

Ky (po) = (55, (69)

p-x
By

gdzie jlludy =1. Jak wida¢, ye[-L1] i y:( ) Warto zauwazy¢, ze mozemy znacznie
zredukowa¢ zakres wygtadzania dla p bliskiego 0 lub 1, jesli dobierzemy szeroko$¢ okna
h,(p) tak, aby zawsze spetniona byla zaleznos¢ 4, (p)<min{p,l1—p}. Przyktadowo dla
p=095ih =005, k (p,x)#0 tylko dla x€[0.9,1] i wiekszo$¢ obserwacji ma zerowe

wagi. Przyjmujac powyzsze oznaczenia, mozemy zapisa¢ rownanie (63) w postaci

@EKQ(P):il:U[p_i/n]—U[p_(i_l)/nﬂLim, (66)

pr h,(p) h,(p)

gdzie U(z) = J._zl u(y)dy. Dopuszczalng funkcjg 4,(p) moze by¢ (por. [50]):
p-pl4p, 0<p<2p,
hn(p): ﬁn zﬁngpSl_zﬁn’
(1-p)-(1-p)'/4B, 1-2B,<p<l],
gdzie 3, <1/4 dla kazdego n. Jako u(y) mozna przyja¢ u(y)=0.75(1 —yz)lHl](y) , €O

przy catkowaniu daje nam

0 y<-1
U(y)={1/2+3/4y-1/4y° —1<y<l,
1 y>1

pozwalajac na rozwigzanie rébwnania (66).

Podobnie jak w ogélnym przypadku, przedziaty ufnosci dla VaR(p) otrzymanego za
pomocg estymatorow rdzeniowych, moga by¢ wyznaczone przy wykorzystaniu faktu zbiezno-
sci f(Var(p)) do rozktadu normalnego dla duzych »n . W [22] podane sg zatozenia dotyczace

funkciji jadra, zapewniajace, ze

V2 TVaRko(P)VaR(p) [ — _ Jwg 1
m—[VaRKQ(P) VaR(P)J[mJ

gdzie q = (1-p), ma asymptotycznie standardowy rozktad normalny N[0,1]. Niestety, z reguty f

jest nieznana i nie mozna policzy¢ powyzszego wyrazenia. Tak wiec autorzy [28] proponuja,

obrazowo rzecz nazywajac, ,scyzorykowg® (ang. jacknife) metode oszacowania warianciji

otrzymanego estymatora. Niech @g%( p) bedzie estymatorem rdzeniowym VaR(p)

w przypadku, gdy z proby zostata usunieta j-ta statystyka pozycyjna. Wéwczas
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2

n_l n e B n (i

Sko="— Z{VaRKZ(p)—n IZVaR%(P)} (67)
j=l j=l

jest estymatorem warianc;ji I7a7€ KQ( p) dla dostatecznie duzych n [41]. Zgodnie z réwnaniem

(67) mozemy skonstruowa¢ nastepujacy przedziat ufnosci dla naszego estymatora, przy

przyblizonym poziomie ufnosci 1—o :
{@?Kg(p) * ZI—MZSKQ]

Alternatywnie mozemy wyznaczy¢ przedziat ufnosci za pomocg metody bootstrap
(pot. np. [14] i pozycje tam cytowane). W metodzie korzystamy z danej, n-elementowej proby.
Na podstawie posiadanej préby generujemy nowe, n-elementowe prébki losowe, wykorzystujac
losowanie ze zwracaniem sposrod posiadanych obserwacji. Procedure powtarzamy wiele razy
(np. 5000), za kazdym razem obliczajagc VaR. W ten sposéb otrzymujemy empiryczny rozkiad
VaR'®. Przedziat ufnosci dla VaR mozemy uzyskaé¢ korzystajac z jednej z trzech metod -
metody percentyli, metody t-bootstrapowej lub podwéjnej metody t-bootstrapowej. Przy pierw-
szym, najprostszym podejsciu, granice 90% przedziatu ufnosci wyznaczone sg przez 5 i 95

kwantyl empirycznego, bootstrapowego rozktadu VaR.

7.3. Modele parametryczne uwzgledniajace nieliniowos¢ funkcji
wyceniajacej

W przypadku portfeli zawierajacych opcje zwykly model wariancji-kowariancji nie daje
dobrych ocen VaR(p), ze wzgledu na silnie nieliniowe zachowanie cen opcji wzgledem
czynnikow ryzyka. Lepsze przyblizenie zmian cen opcji wzgledem zmian wartosci czynnikéw

ryzyka daje zastosowanie wzoru (32). Mamy zatem:
R, =n[ 8R,+1/2-(TR)-R; +6n) (68)
Niestety, pomimo zatozenia normalnosci log-zwrotow'® z czynnikéw ryzyka, zwroty
z opcji hie majg rozktadu normalnego. Uzasadnieniem niech bedzie ponizsza tabela przedsta-

wiajgca 4 pierwsze momenty rozktadoéw obu zwrotdw, przy nastepujgcych oznaczeniach:
6=nd, T=nTP.

Tablica 4. Parametry statystyczne dla zwrotéw z opcji i instrumentu podstawowego

Parametr rozktadu Zwrot na opgcji Zwrot na instrumencie

podstawowym

Srednia 1/2 t02+En+6u u

Wariancja gaz+1/2: lopt o?
Skognosé 36 Io*+I" a®° 0
Kurtoza 307412 o®+3I o® 30*

Zrédto: [34], 5.130.

1 Analogicznie mozemy zresztg dla dowolnej innej statystyki z proby.
"% Co prawda wzor powyzszy wyprowadzilismy dla zwrotow wzglednych, korzystamy jednak z przyblizonej rownosci
miedzy log-zwrotami i zwrotami wzglednymi.
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Do policzenia powyzszych wartosci nalezy obliczy¢ T, 8 i 0 korzystajac z formuty
do wyceny opcji (np. formuty Blacka-Scholesa) oraz znalez¢ estymator wariancji z proby 62 .
Uzyskane rezultaty wskazujg na 3 ciekawe zaleznosci:
e  zreguly nawet przy zatozeniu zerowego oczekiwanego zwrotu na instrumencie podsta-
wowym, oczekiwany zwrot na opc;ji jest rézny od zera
e wariancja cen opciji jest wigksza od wariancji instrumentu bazowego

e w przypadku opcji mamy do czynienia ze sko$noscig (lewo- lub prawostronng) oraz
ekscesem kurtozy

Aby moéc zastosowaé wprowadzony uprzednio model wariancji - kowariancji, musimy
sobie poradzi¢ z powyzszymi odchyleniami od rozktadu normalnego w przypadku zwrotow

z opcji. Rozpatrzmy dwa podejscia.

Po pierwsze, mozna dopasowaé dany rozktad empiryczny do jednej z gestosci nale-
zacych tzw. rodzin (badz systemow) rozktadow gestosci. Do systemu Pearsona nalezy
12 krzywych (gestosci) (zob. [14]), a do systemu Johnsona - 3 typy rozktadéw (zob. [34]).
W obu przypadkach 4 pierwsze momenty zmiennej losowej jednoznacznie wyznaczajg rozktad

i parametry rozktadu wewnatrz rodziny.

Do rodziny rozktadéw Johnsona nalezg 3 typy gestosci podane w tablicy 5 , gdzie

x—c

— i a,b,c,d sg parametrami okreslonymi przez 4 pierwsze momenty zmiennej losowe;

xS =
X.

Tablica 5. Rozklady gestosci Johnsona

\EFANE] Gestosc Warunki
[ . .. S M
Lognormalny —— «-w-r[ [l | ] .
L
] ||_|||I-_|.||_ M
Nieograniczony | a o T T s
:"\.I:.':' . || o v o
. | [ — Loace Hibo &7
Ograniczony T — 1 [ _-.|..1.L AT b
LN |||I| 1

Zrédto: [42], str. 6.

Bazujac na wyznaczonych parametrach, mozemy dokona¢ transformacji zmiennej
X orozktadzie normalnym do zmiennej Y, o gestosci nalezacej do rodziny rozktadow

Johnsona. Mozliwe sg 3 rodzaje transformaciji:

Y =a+blog ( Ae ) (lognormalna) (69)

Y =a+bsinh™ (Xd’c) (nieograniczona) (70)

Y=a+ blog( Aoe (ograniczona) (71)

ctd-X )
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W naszym przypadku X =R, (po standaryzacji) jest znane, a Y =R, . Chcac
otrzymaé przyblizong wartos¢ VaR dla Y, znajac VaR(p) dla X (np. da p=0.95,
VaR(p) = -1.65), wystarczy zastosowaé odwrotng transformacije,
np. Vary(p)=dsinh(w)+c, w przypadku (1). Procedura przeksztatcenia przedstawia

sie zatem nastepujgco:

1. Obliczy¢ dla konkretnej opciji 1, 6, T, 6, znalez¢ estymator 62 dla ceny instrumentu
bazowego.

2. Korzystajac z tablicy 4 obliczy¢ 4 pierwsze momenty rozktadu zwrotow opcji.

3. Zastosowac¢ algorytm Hilla, Hilla i Holdera do znalezienia parametréw a, b, ¢, d i okre$le-
nia rodzaju transformaciji.

4. Zastosowac¢ odpowiednig odwrotng transformacje.

Chcac zastosowaé powyzszy algorytm do portfela ztozonego z n opcji, wprowadzmy

nastepujgce oznaczenia:

_ I 0 0 _
0, 0 T . 6,
5= = g BYE (72)
_ 0 -
5, N 6

Jako £ oznaczamy macierz wariancji-kowariancji log-zwrotéw z instrumentu bazo-
wego z proby i zaktadamy, ze wektor $rednich zwrotéw v =0. Jedyna réznica w procedurze
pojawi sie przy obliczaniu momentéw rozktadu portfela opcji. Przyktadowo, 3 pierwsze mo-

menty dane sg wzorami:
=120 [TE]+ 7 4,
02 =558 +1/2.1 (P |
51 =3-838 0T Jou (75) |

gdzie tr [X] oznacza slad macierzy X , tzn. sume jej elementéw diagonalnych. Uzyskany
wynik bedzie okreslat odpowiednik ®“(p) dla R, 22; W.R,,, gdzie w, = V,./Z‘:;1 V., czyli
po prostu dla zwrotu z catego portfela opcji.

Alternatywnie mozemy analitycznie znalez¢ poprawke dla kwantyli pochodzgcych
z rozktadu normalnego, wynikajacq z istnienia sko$nosci i kurtozy. Dokonuje sie tego korzy-
stajgc z tzw. rozwinigcia Cornisha-Fishera [1]. Okreslmy z, jako o -kwantyl standardowego
rozktadu normalnego N[0,1]. Dla zmiennej X o nieznanym rozktadzie z danymi 4 pierwszymi
momentami okresimy o -kwantyl jako v, . Oznaczmy przez y wspoiczynnik skosnosci, a
przez K - eksces kurtozy (por. rozdz. 2). Wéwczas v, dany jest w przyblizeniu przez:

v, =2z, +%(zé —l)y+i(z; -3z, JK—%[Q,ZZ‘ -5z, ]yz (73)
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Uogdlnienie na portfel opcji dokonuje sie analogicznie jak w przypadku pierwszym.
Obydwa podejscia sg, oczywiscie, jedynie przyblizeniami wptywu sko$nosci i kurtozy (grubych

ogonow) na rozktad zwrotow z opcji.

7.4. Modele wartosci ekstremalnych

Warto§¢ p wynosi zazwyczaj co najmniej 0.95. Innymi stowy, analizujgc ryzyko da-
nej otwartej pozycji finansowej koncentrujemy sie na tych niekorzystnych zdarzeniach, ktore
majg co prawda nikte prawdopodobienstwo zajscia, ale przynoszg wysokie straty. Wydaje sie
zatem sensowne doktadniejsze zbadanie wlasnosci estymatoréw Value at Risk otrzymanych
dzieki probabilistycznej teorii wartosci ekstremalnych, ktére nalezy uwaza¢ za jedno z bardziej
obiecujgcych podejs¢ do zarzadzania ryzykiem (zwtaszcza katastroficznym) w instytucjach
finansowych i ubezpieczeniowych. Podstawowe rezultaty i omoéwienie zastosowan mozna

znalezé m.in. w [36], [19], [38], [40], [20], [39].

Teoria warto$ci ekstremalnych zaczyna poprawnie funkcjonowaé przy p>0.95,
czesto dopiero dla p =20.99 . Jest to zatem metoda nadajgce sie szczegdlnie do modelowania
wyjatkowo rzadkich zdarzen, jak np. kryzysy gospodarcze. Opisane w rozdziale 7.4.3 podej-
Scie pozwala wygtadzac i przedtuzaé, w sposéb parametryczny, skrajny, prawy ogon dystrybu-
anty historycznych zwrotéw. Stanowi zatem interesujgcg alternatywe wobec wczes$niej

opisywanych metod wygtadzania, zwtaszcza dla wysokich wartosci p (=0.99) .

7.4.1. Model maksiméw blokowych

Ponizej przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy dystrybuantg minimum z proby F"(x)

a rozktadem zmiennej losowej x

F'(x)=1-(1-F(x))" (74)

W naszym przypadku x =x, oznacza zwrot w momencie ¢ . Niestety, z reguty nie
znamy prawdziwego F' . Jednak ponizsze twierdzenie o wartosciach ekstremalnych daje nam
asymptotyczny rozktad minimum niezalezny od rozktadu F . Oznaczmy asymptotyczng

dystrybuante minimum przez G(x). Jesli istniejq takie ciagi rzeczywiste §, i ze spetnione

jest®

sup, . |F"(a, +b,x)— G(x)| -0, n—oo

to mozna pokazac, ze

2 Oznacza to, ze istnieje tzw. niezdegenerowany rozktad graniczny maksiméw dla F.
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1- exp[—(l +Ex)* ] E<0, x<—1/E  (Fréchet;i=1)
lub
6.0 = ;u—bexp(—(l +Ex)'), E>0, x>-1/E  (Weibull;i=2) 75)
1—exp(—(1+&x)"*) =
=1—exp[—e* J, £E=0, xeR (Gumbel; i =3)

Innymi stowy: G, (x) =lim,__[1-F(a, +b,x)]". Niestety, na podstawie tej metody

nie mozemy znalez¢ VaR(p) , tak jak zostat on zdefiniowany na poczatku pracy. Mozemy
natomiast znalez¢ inne miare ryzyka. Przyktadowo, jesteSmy w stanie, przy zatozeniu okresu
posiadania k , dla danego horyzontu czasowego ¢ i prawdopodobienstwa p, obliczy¢ przy-
ktadowo: a) warto$¢ oczekiwang najwiekszej straty w przedziale czasowym [0,7] i b) kwantyle
rozktadu najwiekszej straty w danym okresie®’. Oznaczmy te drugg miare jako M(p). Jesli

zatem mamy estymatory g,, p, i £, mozemy znalez¢ M(p) korzystajac z zaleznosci (por.

(4)):

1/&
p=1-G, [-M(p)] =exp —[1+5[%D (76)

skad po elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy

M(p)=-a, +2—"[1 ~(-In py] 7)

Jesli unormowane minimum zbiega wzgledem dystrybuanty do pewnego niezdegene-
rowanego rozktadu ciggtego, musi to by¢ jeden z podanych w réwnaniu (5). Méwi o tym
twierdzenie Fishera-Tippetta (pot. [40]), a oznacza to, ze F jest w obszarze przyciggania
odpowiedniej dystrybuanty wartosci ekstremalnych. Najwazniejszy w zastosowaniach prak-
tycznych rozktad Frécheta uzyskujemy dla rozkladéw o grubych ogonach, wtaczajgc rozktad
t-Studenta, rodzing rozktadéw o — stabilnych dla o € (0,2) i rozktad Pareto. W tym wypadku
1/€ jest po prostu wprowadzonym w rozdziale 2 indeksem ogona, rownym dla wymienionych
rozktadéw odpowiednio liczbie stopni swobody, wartosci & lub wyktadnikowi charakterystycz-
nemu. Jak podaje McNeil [39], typowe dla serii finansowych wartosci £ oscylujg w granicach
0,2-0,5, co jednoczesnie oznacza, ze odpowiednio od 2 do 5 pierwszych momentéw rozkta-
du jest skonczonych. Do obszaru przyciagania rozkladu Frécheta nalezy rowniez brzegowy

rozktad zwrotéow dla modelu ARCH, jako procesu generujgcego dane.

Rozktad Gumbela odpowiada rozktadom o ,lekkich” ogonach, takim, jak rozktad nor-
malny, log-normalny i rodzina rozktadéw gamma. Mozna traktowac ten rozktad jako przejscio-
wy miedzy rozktadami Frécheta i Weibulla, ktore dla & bliskiego 0 nie roznig sie wiele od
rozktadu Gumbela. | w koncu rozktad Weibulla otrzymujemy dla rozktadéw pozbawionych

ogona, tzn. okreslonych na ograniczonym przedziale np. rozkiad jednostajny, rozktad beta.

2 Np. mediane dla p = 0.5.
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Zajmijmy sig teraz procedurg obliczania M (p) dla pojedynczej pozycji, zgodnie
z modelem maksimoéw blokowych opisanym w [38]. Warto zauwazy¢, ze mozemy traktowac
dowolny portfel jako jedng pozycje - wowczas, aby otrzymaé historyczne zwroty, majac dane
dotyczace czynnikow ryzyka, nalezy zastosowac procedure symulacyjng, analogiczng do

metody HS.

Majac dane N zwrotow nalezy wybra¢ bloki obejmujace n zwrotow kazdy, przy
czym n wyznacza nam horyzont czasowy ¢ . Oznaczmy liczbe blokow N/n jako A . Nastep-
nie z kazdego nie naktadajgcego sie przedziatu wybieramy najmniejszy zwrot, oznaczony z,,
k=1,..,A. W kolejnym kroku estymujemy parametry rozktadu asymptotycznego, korzystajac
przyktadowo z MNW. Mozna rowniez zastosowac inne estymatory &, opisane w poprzednim
rozdziale. Test jakosci dopasowania dystrybuanty wartosci ekstremalnych Shermana podaje
[38]. Uporzadkujmy rosngco najmniejsze zwroty z{ S...Sz;. Obliczmy statystyke testu €
Shermana:

A
1
Q=12 |G:(z,,,)— G:(z,)
2|Ge(z) = Ge2) =5

(78)

przy czym G:(z,)=0 i G(z;,,)=1. £ ma asymptotycznie rozktad normalny z wartoscig
oczekiwang [2./(),+1)]“1 i przyblizong wariancjg (2e—5)/(¢’A), gdzie e oznacza stalg
Eulera. Jesli dopasowanie jest dobre, mozemy obliczyé M(p) pozycji zgodnie ze wzorem (77)
. Problem polega na tym, ze n powinno zasadniczo by¢ na tyle duze (np. kwartat w przypadku
danych dziennych), aby méc zastosowa¢ asymptotyczne przyblizenie dystrybuantg rozktadu
ekstremalnego. Przyktadowo, w [38] test Shermana wskazywat, ze odpowiednie dopasowanie
otrzymano dla n>21. Oznacza to konieczno$¢ posiadania odpowiednio obszernych danych,

gdyz parametry rozktadu granicznego estymujemy jedynie na podstawie N/n=A wartosci.

W [39] McNeil omawia zastosowanie powyzszej teorii w przypadku stacjonarnych
szeregbw czasowych. Aby dane pochodzace z takiego procesu znajdowaty sie w obszarze
przyciggania powyzszych rozktadow muszg by¢ spetnione 2 zatozenia. Po pierwsze, proces
nie moze wykazywac¢ silnej zaleznosci dtugookresowej. Po drugie, duze wartosci nie mogg sie
skupia¢. W przypadku finansowych szeregéw czasowych nie mozna przyjaé drugiego zatoze-
nia za spetnione. Aby uwzgledni¢ efekt skupiania wprowadzmy indeks 6€[0,1]. 6 jest,
intuicyjnie, odwrotnoscig $redniej wielkosci skupienia i przyjmuje wartosci 1 dla szeregéw nie
wykazujgcych skupiania. Rozktad graniczny (por. (75)), przy uwzglednieniu indeksu 0 , bedzie

miat postac:
Gr () =1—exp|~(1+£0) | (79)

Warto$¢ 0 ma wplyw na szybkos¢ zbieznosci rozktadu do rozktadu asymptotyczne-
go, gdyz efektywnie mamy jedynie On obserwacji zamiast n . Aby znalezé 6 na podstawie
danych nalezy okresli¢ pewien (wysoki) prég u. Naturalnym estymatorem 0 jest wowczas:

1 In(1-K,/1)

6=t TR 80
nin(1-N,/N) (60)
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gdzie K, oznacza liczbe blokow, w ktorych nastapito przekroczenie u, N, - liczbg przekro-

czen u ,a N, n i A zostaty zdefiniowane wcze$niej.

Aby oszacowac¢ btad tak otrzymanego estymatora mozemy zastosowaé metode pro-
filu wiarygodnosci®2. Oznaczmy pierwotng funkcje wiarygodnosci dla parametréw bez natozo-
nych ograniczen jako L(9,,...,0,.,0, ). Zatézmy, ze 6, ,, =t. Otrzymujemy wowczas dobrze

znany test ilorazu wiarygodno$ci:

~2(L(6,,...6,,1)~ L(6,,...6,.6,.,)) (81)

o0 asymptotycznym rozktadzie x> z 1 stopniem swobody. Korzystajac z powyzszej zaleznosci,

wyznaczamy nastepujacy zbior jako przedziat ufnosci dla parametru 6 przy poziomie

n+1?

ufnosci o :

{t:L(6,....6,,0) 2 L(®,....6,.6,.,) ~1/2x; (o)}, (82)

gdzie )(,2(05) oznacza o kwantyl rozktadu x> z 1 stopniem swobody. Przyktadowo

xlz(a) =3.841. Chcac zatem otrzymac przedziat ufnosci dla M(p) nalezy podstawic:

b
@, ==M(p)+2 1= (-In p)*] (83)
i wowczas M(p) staje sie parametrem, co pozwala na zastosowanie powyzszej metody.

7.4.2. Estymacja ogonéw rozkfadow

Istotnym elementem w teorii wartosci ekstremalnych jest ustalenie wartosci indeksu
ogona o =1/& . Przyktadem estymatora & jest estymator Pickandsa okre$lony jako

(84)

Haan i Dekkers [12] dowiedli, ze én zbiega prawie na pewno (z prawdopodobienstwem 1) jak

ponizej:

i=1
E —>-€  i=2
i=3

gdy n—>oco, m—o i m/n— 0. Tak wiec dodatnie wartosci estymatora sugeruja przypadek
pierwszy, ujemne - drugi, a én w okolicach zera pozwalajg zaktada¢ przypadek trzeci. Esty-
mator ten jest zgodny i odpowiednio unormowany ma asymptotyczny rozktad normalny [53],
co pozwala testowac hipotezy dotyczace & . Niestety, estymator Pickandsa stabilizuje sig
dopiero przy duzych n, rzedu 10000, w zaleznosci od grubosci ogona rozktadu (im grubszy

ogon, tym szybsza stabilizacja).

Lepsze wiasciwosci (tzn. mniejszg wariancje) ma bardziej popularny estymator Hilla

(pot. [53]) okreslony wzorem:

2 Ang. profile likelihood.
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E,.= %ZMI InL, —-InL,_, (85)

Niestety, estymator ten okreslony jest tylko dla & >0, tj. dla rozktadow nalezacych
do obszaru przyciggania rozktadu Frécheta. Dla tego przypadku estymator Hilla otrzymuje sie
MNW. Jest on estymatorem zgodnym, a (ém—f)m”z ma asymptotyczny rozktad N[0,E°].
Jednak estymator ten jest obcigzony - jego obciazenie wzrasta wraz ze wzrostem m (przy

ustalonym n ). Z drugiej strony, jego wariancja maleje ze wzrostem m .

Estymator Dekkersa-Einmahla-de Haana jest rozszerzeniem estymatora Hilla na

wszystkie £ rzeczywiste i jest dany przez:

I (@)

gdzie éfm oznacza estymator Hilla, a é(nz; zdefiniowany jest nastepujgco:

£(2) :i Z (lnLim _lnL,,—m—I:n )2 (87)

M i=p—m+1

n,m

Najwieksza trudno$¢ przy kalkulacji powyzszych estymatoréw zwigzana jest z wybo-
rem wartosci m . Najprostszy warunkiem jest, aby m — oo i m/n — oo . Jednak dla uzyskania
wczesniej wspomnianej zgodnosci i asymptotycznej normalnosci konieczne sg dodatkowe
warunki. W praktyce wykresla sie warto$ci é w zalezno$ci od m i szuka obszaréw stabilizo-

wania sie wykresu.

7.4.3. Modele POT

Bardziej uzytecznymi dla potrzeb zarzadzania ryzykiem wydajg sie modele POT?,
czyli modele wartosci ponadprogowych. Bazujg one na wczes$niej nakreSlonych wynikach,
pozwalajg jednak na lepsze wykorzystanie danych i kalkulacje VaR(p) . Modele POT koncen-
trujg sie nie na rozktadzie ekstreméw z proby, a na modelowaniu asymptotycznym ogona
dystrybuanty. Tym razem bedziemy rozpatrywaé¢ P&L dystrybuante, czyli aproksymacji podlega

prawy ogon rozktadu (maksima rozktadu).
Aby bardziej sformalizowa¢ pojecie prawego ogona, wprowadzmy dystrybuante roz-
ktadu strat ponadprogowych (ang. excess losses distribution):
F(y)=P{X-u<y|X>u}, (88)
gdzie 0<y<x,—u,a x,<eo0 oznacza prawy punkt graniczny F 2 Zazwyczaj zaktadamy,

ze x, =co, tzn. dopuszczamy prawdopodobienstwo arbitralnie wielkich strat. Warto zauwazy¢,

ze zachodzi:

2 Ang. peak-over-threshold models.
2Tzn. F(x >x) = 1.
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F(y+u)—F(u)

1- F(u) (69)

F(y)=

co wynika z ogélnego wzoru dla rozktadéw ucietych.

Jedli F' nalezy do obszaru przyciggania pewnej dystrybuanty wartosci ekstremal-
nych, Pickands [48] pokazat, ze dystrybuanta strat ponadprogowych F' moze by¢ przyblizona
za pomocg uogoélnionej dystrybuanty Pareto (por. [40]; >0 ):

1-(1+ExIB)™s E#0

) (90)
1—exp(—x/PB) E=0

Hé,ﬁ (%) :{
gdzie x20, gdy £20 i 0<x<—-p/&¢ dla £<0. Powyzsza dystrybuanta jest nazywana
uogdlniong, gdyz zawiera w sobie trzy inne rozktady. Dla & >0 otrzymujemy zwykty rozktad
Pareto (i=1), dla £ <0 mamy rozktad Pareto Il rodzaju (i=2), a dla £ =0 - rozktad wy-
ktadniczy (i=3).

Zbiezno$¢ oznaczen parametru & nie jest przypadkowa: zaleznosci miedzy uogol-
niong dystrybuantg Pareto, dystrybuantg F i dystrybuantami wartosci ekstremalnych przed-
stawione sg w ponizszym twierdzeniu, ktérego dowdd mozna znalez¢ w [50], twierdzenie 5.1.1.

Nastepujace sformutowania sa réwnowazne (dla odpowiednich przypadkéw: i =1,2,3 ):

F"(cn+d”x)—>Gé(x), n—oo, x€ R

1-F(c,+d,x
F(c,+d,x) RN 15 n—> oo

1=H} 5 (a,+b,x)
1-F(c,+d,>

Fordn) ) 5 eo
1-Gf (a,+b,%)

0 i=13 nt i=13

a,= . oraz b, =
Inn i=2 1 i=2

Inne twierdzenie, udowodnione przez de Haana, Pickandsa, Gnedenko i Balkema,

a cytowane tutaj za [20], zwiezle przedstawia nieco inng forme zaleznosci:

TWIERDZENIE
Zatozmy, ze X,,..., X, sq ii.d. z dystrybuantg F . Nastgpujace stwierdzenia sg rownowazne:

e I’ nalezy do obszaru przyciggania dystrybuanty warto$ci ekstremalnych Gé
e istnieje funkcja B:R" — R" taka, ze:

lim sup |F, ()= Hy i, ()] =0, (91

U= 0<y<xy—u

gdzie H. g, (») jest dystrybuantg uogoinionionego rozktadu Pareto, a F,(y) jest dystrybu-
antg wartosci (strat) ponadprogowych.

Dla potrzeb praktycznych mozemy przyja¢ F,(y) :Hé,ﬁ(y) dla pewnych ustalonych
& i B oraz odpowiednio duzego u . Wybor u jest w praktyce kompromisem miedzy spetnie-
niem zatozen teoretycznych (u — x,), a posiadaniem dostatecznej ilosci obserwacji dla
estymacji parametréw rozktadu H . Innymi stowy: dla zbyt matych u# dopasowanie bedzie
stabe ze wzgledu na niespetnienie zatozen teoretycznych, a dla zbyt duzych u btad bedzie

wynikiem posiadania zbyt matej liczby obserwaciji dla precyzyjnego wyznaczenia parametrow.
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Dla estymacji parametrow rozktadu H , przy uwzglednieniu M obserwacji wigk-
szych od progu, mozemy zastosowa¢ MNW. Dla okre$lenia u (M ) przydatne mogg by¢
wspomniane wczesniej kryteria, jak na przyktad pierwiastek z btedu Sredniokwadratowego

(RMSE), czy tez $redni btad absolutny (MAE).

Majac estymatory u , B i é przeksztatémy najpierw odpowiednio wzér (89) otrzy-

mujac ponizszg zaleznosc:

F(x)=[1-F(u)] H; 5(x)- F(u) (92)

dla x>u . Estymator F (u)=(m—M)/n otrzymamy korzystajac z metody HS. Po podstawie-

niu estymatorow i uproszczeniu otrzymujemy:

1My exupe oy
n B

F(x)= (93)
M X .
l——exp| ——= i=3
n B
Odwracajac powyzsza formute otrzymujemy:
A ¢
ﬁ+§ [%(1—;7)] “1| i=12
F (D)=VaRw(p)= (94)

5 n
—BIn| —(1- i=3
B [ YA p)}
Mozemy wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla tak otrzymanego estymatora VaR(p) korzystajac
z opisanej wczesniej techniki profilu wiarygodnosci.

Ridder [51] cytuje za [23] prostszg, bardziej intuicyjng metode estymacji parametrow
H i obliczania VaR,, . Zatbzmy najpierw, ze dystrybuanta wartosci ponadprogowych F
moze by¢ przyblizana przez dystrybuante rozktadu wyktadniczego (H;ﬁ ). Szukamy takich

parametrow u i >0, ze

F“(y)zHg,ﬂ[x‘%u)zl—exp(_xl;u) (95)

gdzie x >u . W przypadku odwrotnej dystrybuanty mamy

VaR(p)=F* (p)=W, (p)=u—BIn(1- p)

co jest kolejnym przypadkiem modelu z parametrami skali i potozenia. Dobierzmy liczbe

catkowitg M tak, aby F(u)<1—M/n< p, gdzie n - wielko$¢ préby. Wéwczas mamy

FT(1-M/n)=u- BIn(M/n)

Poniewaz F“(1-M/n)=L,_,,., , to znajac estymator B mozemy otrzymac estymator # jako
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a=L, . +BIn(M/n), (96)

Uwzgledniajac brak pamieci rozktadu wyktadniczego oraz fakt, ze [ jest wartoscig

oczekiwang rozktadu, otrzymujemy estymator 3 jako $rednig z warto$ci statystyk pozycyjnych
L,, dlam>M.

-L

nfM:n)

B= (97)

ﬁM:

n m+l:n

L
M

Podstawiajagc powyzszy wynik do (6) i (7), uzyskujemy nastepujacy estymator
VaR(p) , oparty na czesciowym przyblizeniu F przez dystrybuante wyktadniczg

@EXP(p) =i —B]l‘l(l—p) (98)

Przypadki i=1 oraz i=2 mozna rozpatrywa¢ w sposéb analogiczny do przypadku i=3.
Pokazmy to w sytuacji, gdy F przyblizana jest rozktadem Pareto. Niech M +1 najwiekszych

strat bedzie dodatnich, tzn. L, >0 dla i 2»n— M . Dystrybuante Pareto zapiszmy w postaci:
W (xley=1-(£)%, x2¢>0, E>0,

gdzie ¢ oznacza parametr potozenia, a & - parametr skali. Poniewaz
P{lnL, <x}=P{L <exp(x)}, funkcja przyblizajgca logarytmy strat bedzie miata posta¢:
1—(e"/c)75, co redukuje sie do 1—exp(—£(x—Inc)). Jak mozna zauwazy¢ otrzymaliSmy
dystrybuante rozktadu wyktadniczego (5) z parametrami a=1/ i b=Inc . Zatem mozemy
zastosowac¢ procedure dla i=3, wstawiajgc w miejsce strat ich logarytmy. W rezultacie

otrzymujemy
VaR par(P) = exp(b —aln(1- p)) (99)
przy czym

A M
= ﬁzmzl (ln Lnfm-#l:n - ln LnfM:n)
b= InL,_,,., +aln(M/n)

Postepujac analogicznie w drugim przypadku (tj. w przypadku dystrybuanty Pareto I

rodzaju) otrzymujemy:
[7&3,,,,(17)=x0 _eXP(—[b—flln(l—P)]) (100)
przy czym

- n—m+l:n)

b=In (x[] =L, e ) —aln(M/n),

gdzie x,oznacza prawostronne ograniczenie F (jak zostato wspomniane, przypadek ten
odnosi sie do rozkladéw ograniczonych). Doktadno$¢ aproksymaciji ogona dystrybuanty strat,
mierzona za pomoca kryteriow RMSE lub MAE, moze postuzy¢ do wyboru najlepszej wartosci

parametru M .
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Falk [23] podaje rowniez twierdzenia pozwalajace oceni¢ predkos¢ zbieznosci aprok-

symacji. Dla wszystkich przypadkéw zdefiniumy QO'(p,):=u— Bln(l— p,)- Woéwczas prze-

dziat
1/2
1,=|0" £ ﬁ[lnz((l—p,,)%)ﬂ} M”zlwz} (101)
spetnia
lim P{VaR(p,)e T,(1,)} =1-0, (102)

gdzie 0<a<1,T(x)=¢",T,=x,—¢", T, =x oraz i=1,2,3, odpowiednio dla 1, 2 i 3 przypad-

1/2

ku. Zaklada sig przy tym, ze (M/n)’ M"> -0, gdy n— o oraz M"*(1-p,)° jest ograni-
czone. & >0 kontroluje szybkos¢ aproksymacji prawego ogona. Monotoniczno$é
T, (i=1,2,3) pozwala zbudowac przedziaty ufnosci poprzez prostg transformacje granic

przedziatu (11).

7.5. Zmodyfikowana metoda Monte Carlo

Klasyczna metoda Monte Carlo opisana w rozdziale 6.3 pozwala generowaé scena-
riusze w oparciu o zatozenie normalnosci standaryzowanych log-zwrotéw. Jednak jest faktem,
ze w rzeczywisto$ci zwroty znacznie odbiegajg od rozktadu normalnego i mozna je lepiej
opisa¢ korzystajgc z rozktadéw o innej postaci. Opis modelu symulacyjnego opartego o rozktad
t-Studenta podajg Hosking et al. [31]. Ich podejscie, przedstawione ponizej, pozwala réwniez

na wykorzystanie innych rozktadéw.

Do oszacowania witasciwej postaci rozkladu brzegowego zastosowano mato formalng
technike wizualna. Analize oparto na tzw. L-momentach. L-moment rzedu k jest zdefiniowany

nastepujaco:

L= f; W, () F < (x)dx, (103)

gdzie W, oznacza wielomian stopnia k. L, jest miarg potozenia, L, miarg dyspers;ji,
T, =L,/L, sg parametrami ksztattu - 7, jest analogiem skoénosci, a 7, - kurtozy. L-momenty
istniejg dla kazdego rozktadu z okre$long wartoscig oczekiwang, co jest ich duzg zaleta.
Aby dokona¢ wyboru rozktadu analizowano stosunek 7, i 7, dla danych prébkowych
i teoretycznych wartosci dla rozpatrywanych rozktadéw. Dokonano réwniez analizy za pomocg
wykresu Q-Q (kwantyl-kwantyl). Wizualnie najlepsze dopasowanie oferowat rozktad

t-Studenta.

Aby méc dokona¢ symulacji dokonano kilka wstepnych krokéw. Przeksztatcono stan-
daryzowane log-zwroty za pomocg transformaty Rosenblatta (opis w rozdziale 9), obliczono
wspotczynniki korelacji liniowej dla przeksztatconych zwrotéw i zbadano (wizualnie) czy
struktura zalezno$ci odpowiada strukturze implikowanej dla danego wspoétczynnika korelacii

w przypadku wielowymiarowego rozktadu normalnego. Poniewaz rozbieznosci okazaty sie
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niewielkie, wydaje sie, ze powyzsza procedura zapewnia dobrg aproksymacje zaleznosci

miedzy czynnikami ryzyka.

Po dopasowaniu wspétczynnikow rozktadéow brzegowych t-Studenta, dokonaniu
transformac;ji i obliczeniu macierzy wspotczynnikéw korelacji mozna juz zastosowac klasyczng
metode Monte Carlo, gdyz uzasadnione jest zatozenie, ze dane pochodzg z wielowymiarowego
rozktadu normalnego. Wyniki symulacji nalezy oczywiscie przeksztatci¢ za pomocg odwrotnej
transformaty Rosenblatta tj. y = F~ (®(x)), zreskalowa¢ za pomocg zmiennosci i dryfu oraz
(jesli to konieczne) dokona¢ transformaciji z log-zwrotu do ceny: p,,, = p,exp(7,,). Wyniki

weryfikacji i porébwnanie modelu zostaty zamieszczone w rozdziale 9.

7.6. Model CAViaR

Engle i Manganelli [21] zaproponowali alternatywne podejscie do estymacji VaR,
mianowicie model CAViaR (z ang. Conditional Autoregressive Value At Risk), czyli warunkowy
autoregresyjny VaR. Punktem wyjscia jest krytyka istniejgcych metod posredniego estymowa-
nia VaR poprzez badanie rozktadu zwrotow. W przypadku modeli parametrycznych uznajg oni
za nierealistyczne zatozenia, ze ekstremalne zwroty podazajg tym samym procesem, co inne,
a standaryzowane zwroty sg przynajmniej i.i.d. albo wrecz normalne. W historycznej symula-
cji krytykujg fakt, ze dla catego okresu przyjetego okna, wszystkie zwroty sg rébwnowazne,
ale majg zerowg wage dla okresu chocby o dzien dtuzszego. Poza tym historyczna symulacja
otwarcie przyjmuje niezmienny rozktad zwrotéw w ramach przyjetego okresu. Staboscig modeli
warto$ci ekstremalnych jest fakt, ze przyktadowo, czesto stosowany poziom p =0.95 nie jest

w ich przypadku dostatecznie ekstremalny, a nadto bazujg one na zatozeniu i.i.d. zwrotow.

Istota CAViaR polega na bezposrednim modelowaniu kwantyli, w postaci modelu
autoregresji. Uzasadnieniem dla takiego podejscia jest fakt skupiania sie zmienno$ci, innymi
stowy - jej autokorelacji. Poniewaz VaR zalezy od odchylenia standardowego, jest wysoce
prawdopodobne, ze réwniez wykazuje autokorelacje. Ogoélne sformutowanie modelu

CAViaR(p,q) jest nastgpujace:

P
VaR, = By + Y, BVaR ., +1( Buisers Byrys Rt (104)

i=1

gdzie €, , okresla informacje dostepng w momencie ¢ . Zapiszmy jeszcze najbardziej typowe

w praktyce sformutowanie, czyli CAViaR(1,1):

VaR, = B, + ﬁlVaRz—l +l(ﬁ2,y,_l,VaR,_]) (105)

Autoregresyjny  czton BVaR, zapewnia gtadkos¢ zmian, natomiast
l(ﬁz,y,_l,VaR,_l) mierzy, o ile VaR powinien si¢ zmieni¢ pod wptywem nowej informacji
W y,_, . Mozna przyktadowo przypuszczac, ze kiepski dzien zwiekszy prawdopodobienstwo
wystagpienia kolejnego ztego dnia. Engle i Mangelli rozwazajg w swojej pracy 6 przyktadowych

modeli przedstawionych ponizej:
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1. Adaptacyjny. VaR, =VaR,_,+B,[1(y,, <-VaR,_)-p]*.
2. Proporcjonalnie adaptacyjny, symetryczny.
VaR, =VaR,_, + B(|y,..|-VaR, ) = B,(|v.|-VaR,_,] *.
3. Symetryczny wartosci bezwzglednej. VaR, = B, + B VaR,_, + B,|y, .
4. Asymetryczny wartosci bezwzglednej. VaR, = B, + BVaR, _, + B, |y, — By
5. Asymetryczny nachylenia. VaR, = B, + BVaR,_ + B,(y,.))" = B;(y,)"

6. Posredni GARCH(1,1). VaR, =(B,+ BVaR? ,+ B.y?, | -

Oczywiscie, powyzsze przyktady nie wyczerpujg wszystkich mozliwosci. Ostatni mo-
del jest prawdziwy, jesli dane generowane bytyby zgodnie z procesem GARCH(1,1). Oczywi-
Scie, gdyby taka specyfikacja byta prawidtowa, nalezatoby raczej oszacowaé GARCH(1,1) za
pomocg MNW i nastepnie obliczy¢ VaR. Uzytecznosé¢ posredniego GARCH dotyczy symulaciji

i testowania.

W przypadku danych z préby mozna okresli¢ p-kwantyl z proby T-elementowej jako

rozwigzanie nastepujgcego problemu minimalizaciji:

.1

mbm—{ 2 plv-b+ Y (1—p)|y,—b|} (106)
T t;y,2b t;y,<b

Niech bedzie dany model regresji kwantylowej: ylzx;ﬁ +u,, gdzie y, oznacza

p-kwantyl zmiennej losowej Y. Uogolniajgc powyzszy zapis, [35] definiujg p-kwantyl regresyjny

jako wektor B bedacy rozwigzaniem ponizszego problemu:

1 . .
min—< > ply,-xB+ Y, 1-p)|y,-xB| (107)
T 13,2x,B 1y,<x,B
Wprowadzajac do powyzszego zapisu funkcje wskaznikowg otrzymujemy réwnowaz-
ng funkcje celu:

l{—Z[l(yq;ﬁ)—pJ[y, —xﬁﬁ]} (108)

T~

Biorac pod uwage postac¢ (5) oraz przyjete funkcje regresji, estymator B otrzymamy
korzystajac z metody najmniejszych odchylen absolutnych (MNOA). Engle i Manganelli mody-
fikujg dla potrzeb regresji kwantylowej wyniki uzyskane w innych pracach, a dotyczace esty-
matorow MNOA. Tak wiec, przy spetnieniu okreslonych zatozen, B sg zgodnymi
i asymptotycznie normalnymi estymatorami . W [21] podane sg roéwniez wersje testow
Walda i mnoznika Lagrange’a dla estymatorow parametréw regresji kwantylowej uzyskanych
MNOA. Pozwala to na testowanie istotnosci naktadanych na model ograniczen i wiasciwej jego

specyfikacji.

% Funkcja wskaznikowa /(wyrazenie) zwraca 1, je$li wyrazenie jest prawdziwe i 0 w przeciwnym wypadku.
Przyjeto nastepujace oznaczenia: (x)* = max(x,0) i (x)” = min(x,0).
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Ze wzgledu na nier6zniczkowalno$¢ (5) do znalezienia [3 mozna zastosowacé meto-
dy genetycznej optymalizacji. Algorytmy genetyczne pozwalajg na znalezienie globalnych
optiméw nawet przy bardzo skomplikowanych problemach. Engle i Manganelli zastosowali
metode Roéznicowego Ewolucyjnego Algorytmu Genetycznego [REAG, ang. Differential Evolu-

tionary Genetic Algorithm (DEGA)]. Ponizej zaprezentowany jest zarys tej metody.

Przebieg optymalizacji w REAG determinowany jest przez 3 czynniki: rozmiar popu-
lacji (RP), parametr rekombinacji (ang. crossover, stad: CR) i parametr mutacji (F). Zatézmy,
ze mamy zmaksymalizowa¢ funkcje z D parametrami. REAG rozpoczyna si¢ od wygenerowa-
nia RP losowych D-wymiarowych wektorow z przedziatlu zadanego przez uzytkownika
i obliczeniu funkcji celu dla tych wartosci poczagtkowych. Parametry i obliczone wartosci sg
przechowywane w NP X D+1 wymiarowej macierzy populacji celowej (ang. target population).
Nastepne pokolenie generowane jest w 3 nastepujgcych krokach:
Tworzona jest NP X D+1 wymiarowa macierz populacji prébne;j.

2. Sita, dopasowanie (ang. fitness) cztonkéw populacji probnej jest poréwnywane z odpo-
wiednimi cztonkami populacji celowe;j.

3. Najsilniejsze wektory przezywajq i stajg si¢ nowa populacijg celowa.

Cechg charakterystyczng jest tworzenie populacji probnej. Kazdy nowy wektor ma
dwoch rodzicow B i P,. B to odpowiedni wektor z populacji celowej. P, tworzony jest wedtug
zasady: P,=T,+F(T,-T,), gdzie T,,i=1,2,3 to wektory wylosowane z populacji celowej, a
F to parametr mutacji. Nastepnie generowane jest D liczb losowych z rozktadu jednostajnego
[0,1]. Jesli k-ta (k£ =1,...,D) liczba jest wieksza od parametru CR, to k-ta cecha jest dziedzi-

czona od pierwszego rodzica, jesli mniejsza - od drugiego.
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8
Model VaR na przyktadzie systemu Risk Metrics

RiskMetrics ™ jest praktycznym przyktadem modelowania VaR. Na rozwazany sys-
tem skftada sie metodologia, dane na temat setek instrumentéw na catym Swiecie i oprogra-
mowanie pozwalajgce na obliczanie VaR w zgodzie ze wspomniang metodologig
i z wykorzystaniem oferowanych danych. Jest to system uwazany za swego rodzaju standard
w zakresie modelowania VaR i dlatego znakomicie nadaje sie do przedstawienia praktycznych
aspektow powyzszych rozwazan teoretycznych .

Podstawowy model kalkulacji VaR stosowany w RiskMetrics ™

oparty jest zatozeniu,
2ze zwroty generowane sg w heteroskedastycznym, geometrycznym ruchu Browna. Dalej
zaktada sig, ze wariancja procesu ceny zmienia sie¢ zgodnie z pewng odmiang procesu
GARCH. Jak wida¢, jest to zmodyfikowana metoda wariancji-kowariancji, gdyz przyjmuje sie

normalno$¢ wystandaryzowanych wzgledem warunkowej wariancji log-zwrotow.

Dla przypomnienia, w ogolnej postaci model GARCH (p,q) przedstawia si¢ naste-
pujaco

Y, =AhE, (109)

h=co+ 2!yl +>) bh, (110)

W RiskMetrics ™ kalkuluje sie h, jako wyktadniczg $rednig ruchomg kwadratéw obserwacii

(EWMA - ang. Exponentially Weighted Moving Average), co mozna zapisac jako:
v, =+JhE, (111)
h=(1-b)y],+bh,_,, (112)
gdzie b<1.

Dla potrzeb RiskMetrics™ , b w powyzszym zapisie oznacza sie jako A, a zamiast
vy, mamy log-zwroty oznaczone jako r . Dla danych dziennych A=0.94, a dla danych
tygodniowych A =0.97 . Oznacza to, ze w praktyce wykorzystuje sie¢ odpowiednio 74 i 151
ostatnich obserwacji (przy poziomie toleranc;ji 1%)27. Formuta pozwalajgca obliczy¢ liczbe
efektywnie (przy poziomie tolerancji ¥ ) branych pod uwage dni ma posta¢: K =Iny/InA .
Analogicznie wyznaczane sg kowariancje pomiedzy log-zwrotami z réznych czynnikéw ryzyka,

mianowicie: 0},, = A0y, +(1=A)K 5,

Dla uproszczenia przyjmuje sie, ze wektor wartosci oczekiwanych zwrotéw z czynni-
kow ryzyka jest rowny zeru. Wynika to z zaniedbywalnie matego wptywu dryfu na warto$¢ VaR,
zwlaszcza dla krotkich okreséw. W rezultacie wariancja zwrotéw dana jest przez Srednig

z kwadratow zwrotdéw (zwanych inaczej innowacjami).

2 Czyli obserwacje te maja tacznie wage 0.99
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Procedura doboru optymalnego A oparta jest na powszechnie znanym wsrod staty-
stykow kryterium pierwiastka ze Sredniokwadratowego btedu predykcji. Innymi stowy, szuka sie

A takiego, by zminimalizowaé¢ wyrazenie

AEL (=), (119)

gdzie 4*(A) jest prognoza warianciji (czyli rf) na moment ¢ zalezng od wartosci 4. W ten

sposob znajduje sie optymalny wspdtczynnik A dla i-tej serii danych oznaczony przez /l,.* oraz
odpowiadajacy mu btad 7;. Aby znalez¢ optymalne A dla wszystkich N serii zastosowano

Srednig wazong wedtug nastepujgcego wzoru:

N
)“OPf - 2;‘:1

e xl.*} (114)

w ktorym wagami dla poszczegoinych A, sg wielkosci bledow 7, .

W RiskMetrics™ stosowane sa, wczeshiej juz opisane, sposoby mapowania prze-
ptywdw pienieznych i uwzgledniania réznic czasowych przy wyznaczaniu korelacji miedzy
czynnikami ryzyka. Dla potrzeb portfeli zawierajacych instrumenty pochodne stosuje sie badz

to metode opisang w 7.3, badz technike Monte Carlo (pot. rozdziat 6.3).

8.1. Rozwiniecia modelu

Przedstawiony powyzej system RiskMetrics ™ nie oddaje w peini charakterystyk da-
nych finansowych przedstawionych w rozdziale 2. W tablicy 6 zostaty przedstawione parame-
try empirycznych rozktadéw wystandaryzowanych wzgledem warunkowych wariancji log-
zwrotow. Zostaly one oparte na obserwacjach kurséw wymiany walut kilku krajéw dla danych
obejmujacych 86 tygodni. Widac, ze przyjete zatozenia modelu nie odzwierciedlajg dobrze
rzeczywistosci, gdyz standaryzowane zwroty nadal wykazujg grube ogony (kurtoze) i sko-
$nos¢. Zajmijmy sie zatem dwoma modyfikacjami, ktére pozwalajg lepiej od pierwotnego
modelu modelowac zjawisko grubych ogondéw. Przy okazji stanowig one dobry przyktad dwoch

bardziej zaawansowanych technik modelowania VaR.

Tablica 6. Parametry zwrotow dla kurséw wymiany
Skosnos¢ Kurtoza
Australia

Portugalia

Chile

Czech
Filipin
Rozkfad normaln

Zrédto: [34], 5.230-231
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8.1.1. Mieszany rozktad normalny (jump-diffusion model)

Do rozktaddéw stosowanych przy modelowania rozktadow zwrotéw, zalicza sie mie-
szany rozktad normalny. Dla potrzeb RiskMetrics ™' zastosowano rozktad dwupunktowy jako
rozktad mieszajacy. Oznacza to, ze standaryzowane log-zwroty majg funkcje gestosci prawdo-

podobienstwa dang przez:
S =p, fu(,0)+A-p)- fy(1,,0,), (115)

gdzie przez f,(1,0) oznaczono gesto$¢ rozktadu normalnego z wartoscig oczekiwang u
i odchyleniem standardowym ¢ . Taka metoda pozwala uzyskiwa¢ grubsze ogony rozktaddw.
Ponizszy rysunek ilustruje réznice. Linig niebieska oznaczono lewy ogon rozktadu N[O0,1],

a linig czerwong - rozktadu mieszanego z parametrami p =0.95, u, =u,=0,0,=11i0,=10.

Rys. 8. Ogony rozktadéw: normalnego i mieszanego normalnego

0.018}
0.016}
0.014}
0.012 4

0.0l
0.008}
0.006 |
0.004 |

0.002

0' 44 -42 -4 38 -36 -34 -32 -3 -28 -26

Dokfadny opis modelu mozna znalez¢ w [1], ponizej zaprezentowane zostaty gitéwne
jego elementy. Zapiszmy najpierw powyzszy model w innej formie: r, =¢n+(1-9¢)pB,, gdzie
n~N[u,o,] B~ N[uﬂ,ﬁ], ¢ ma rozktad zero-jedynkowy z parametrem p , a 7, oznacza
zwrot z czynnika ryzyka w momencie t¢. Intuicyjnie mozna interpretowa¢ powyzszy model
nastepujgco: w wiekszosci wypadkow zwroty losowane sg zgodnie z rozktadem normalnym
N[u,,0,]. Jednak okazjonalnie moze zdarzy¢ sie co$ niezwyktego (np. krach gietdowy)
powodujgcego znaczacy wzrost (skok) wariancji zwrotow. Przyjmujemy, ze taki zwrot (zwroty)
losowany jest z innego rozktadu normalnego o duzo wigkszej wariancji. Tak wiec warunkowo

wzgledem ¢ zachowana zostaje normalno$¢ log-zwrotéw, co znaczgco upraszcza obliczenia.
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Aby méc zastosowaé powyzszy model w praktyce, nalezy dokonaé estymacji niezna-
nych parametrow p_, o, i &, zakladajac w dalszym rozumowaniu L, =Ug =(. Niestety, nie
mozemy zastosowac¢ klasycznej metoda najwigekszej wiarygodnosci (MNW), gdyz w ogéinym
przypadku nie istnieje globalne maksimum funkcji wiarygodnosci [52]. Prowadzi to do niesta-
bilnosci rozwigzan, braku zbieznosci algorytméw optymalizujgcych i optimow lokalnych.
W literaturze istniejg co najmniej dwie propozycje rozwigzania problemu: podejsScie bayesow-

skie oraz quasi-bayesowska metoda najwigkszej wiarygodnosci.

W ramach podejscia bayesowskiego pierwszym krokiem jest zdefiniowanie rozkta-
doéw a priori poszczegolnych parametréw. Z reguty dobiera je sie tak, aby wynikajacy rozktad
a posteriori miat tg sama posta¢ (przy okreslonych zatozeniach). Dla wariancji tzw. rozktadem
sprzezonym (por. [14]) jest odwrotny rozktad chi-kwadrat, co mozemy zapisa¢ nastepuja-
co O'Z){;z. Warto$¢ oczekiwana rozktadu )(;2 wynosi 1/(v —2), zatem aby pozosta¢
w zgodzie z zatozeniem, ze standaryzowane zwroty maja wariancje 1, niech 0'”2 ~Avy?
gdzie A - pewna stata normalizujgca. 8, ma normaliny rozktad a priori, f3, ~ N[0,£]. Rozkta-
dem sprzezonym dla parametru p_w rozkladzie zero-jedynkowym jest rozktad beta, tzn.
p. ~ B(y,,7,). Parametry dobieramy majgc na uwadze, ze wartos¢ oczekiwana dla B(y,,7,)
wynosi ¥,/(y, +7,). Parametry rozktadoéw a priori ustalamy na podstawie naszych przekonan,

informacji spoza proby i otrzymanych w poprzednich badaniach rozktadéw a posteriori.

Nastepnym krokiem jest uzyskanie tzw. warunkowych rozktadéw a posteriori dla po-
szczegoblnych parametrow. Stosuje sig tutaj klasyczne metody ,naktadania” danych z préby na
nasze przekonania a priori dotyczace rozktadu estymowanych parametréw. Zatem, gdy ¢ =0
to B~N[0&] Gdy ¢=1, wowczas JB,~N[u,0,], gdzie u, =(rE(E+0,),
0,=0,5%1(&*+0,), przy czym o)~ [VA+§1- x5 0§ :Z; (,=7), 7 - érednia

z proby. Analogiczne wzory dla ¢ i p, mozna znalez¢ w [1].

W klasycznym wnioskowaniu bayesowskim, nastepnym krokiem jest uzyskanie tgcz-
nego rozktadu a posteriori szukanych parametréw. Przyktadowo, dla zmiennej o rozkfadzie
normalnym z nieznang wartoscig oczekiwang i odchyleniem standardowym, szukanym rozkia-
dem jest rozktad T Hotellinga. Poniewaz jednak w naszym przypadku analityczna postaé
tacznego rozktadu parametrow f3,, O'j i p, jest bardzo skomplikowana, to majgc warunkowe
rozktady a posteriori stosujemy tzw. sampler (generator) Gibbsa. Jest to kolejny przykiad
wpltywu technik komputerowych na rozwoj statystyki. Sampler Gibbsa jest algorytmem wywo-
dzacym sie ztzw. Markow Chain Monte Carlo methods, czyli symulowanych tfancuchéw

Markowa.

Zatézmy, ze dany mamy zestaw zmiennych X =(X,,..,X,) o tacznym rozktadzie
f(X,,...X,). Zakiada sig, ze tgczny rozktad jest jednoznacznie okreslony przez rozktady
warunkowe f(X,)=f(X,|X,;i# j)i=1,..,N ize mozliwe jest losowanie z tych rozktadow
warunkowych. Wowczas majgc dany arbitralny zestaw wartoSci poczatkowych

Q) (0)

x(°)=(x1(°),...,x$)), losujemy kolejno x;” z rozktadow warunkowych  f(x,|x;" ;i # j)

i uzyskujemy po N krokach x" =(x"",..,x\"),. co jest koficem pierwszej iteracji algorytmu.

Narodowy Bank Polski



Model VaR na przyktadzie systemu Risk Metrics

Mozna pokazaé, ze dla dostatecznie duzego 4, x'” jest wylosowany z f(X,,...X,). Tak
wiec przyktadowo, mozna dokona¢ 1500 iteracji algorytmu, wykorzystujgc jedynie 500 ostat-

nich wynikow do wnioskowania.

Generator Gibbsa pozwala uzyska¢ nam uzyska¢ taczny rozktad a posteriori para-
metréw jedynie na podstawie wczes$niej wyprowadzonych warunkowych rozktadow a posteriori.
Majac taczny rozktad mozna oczywiscie uzyska¢ rozktady brzegowe, przy czym w dalszych
obliczeniach jako ocene parametru stosuje sie mediane lub warto$¢ oczekiwang takiego
rozktadu. Rys. 9 pokazuje przyktadowy rozktad brzegowy dla f, . Interpretujac taki wykres,
mozna powiedzie¢, ze opisywany model nadal nie oddaje w petni wiasnosci zwrotow, gdyz

wykres ten dalece odbiega od zaktadanego a priori rozktadu normalnego.

Rys. 9. Brzegowy rozktad a posteriori zwrotow na przyktadzie cen ztota

A

012 +
010 +

008 L

006 <+

Prawdopodobienstwo
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002 +

} } } i i } [
-10 -7 -4 -1 2 5 8
Standaryzowane zwroty

Powyzszg skomplikowang procedure zaprezentowatem gtéwnie w celu pokazania
mozliwosci metod symulacyjnych w rozwigzaniu réznego rodzaju probleméw. Duzo prostszg
metode estymacji rozwazanego modelu opisuje [52]. Przytacza on zaproponowany w [27]
estymator wyznaczony przez maksymalizacje nastepujgcej zmodyfikowanej funkcji wiarygod-

nosci:

L= 2 log[ exp( —( Ha) )+;—?exp(__<R'2_(%ﬁ)2 )}_

ay 2y _ 2N by by cymmp,)t  ep(mp—ptp)’
—Flog(o,)—~log(os) -4 - -,

202 203

(116)
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przy zatozeniu, ze n ~ N[ i,,0,], B~ N[u;,0,]. Nieujemne parametry a,, a;, b,, by, c,,

¢g, m,, mg odzwierciedlajg poglady a priori, co do wartosci estymowanych parametrow.
Przyktadowe wartosci parametrow podaje [52]: a,=a;=b,=b;=02, c,=c;=0.1
i m,=mg =0 Oczywiscie dla uproszczenia mozna zatozy¢ (, =g =0 i konsekwentnie
usung¢ dwa ostatnie cziony z funkcji (116). Mozna interpretowac taki estymator jako pewng

analogie estymatora bayesowskiego lub estymator otrzymany MNW z funkcjg kary.

Ostatnig kwestig pozostaje uog6lnienie modelu na portfel M otwartych pozycji fi-
nansowych zmapowanych wzgledem m monitorowanych czynnikéw ryzyka. Gtownym pro-
blemem jest tutaj kwestia niezaleznosci zmiennych ¢, i B, dla zwrotéw z poszczegolnych
czynnikow ryzyka r,i=1,..,m . Zgodnie z wynikami badan [1], mozna przyja¢ niezaleznos¢
zmiennych @, i B, . Wplyw przyjecia innych zatozen jest niewielki, poza tym powoduje wzrost
ztozono$ci obliczeniowej, a co wiecej, zatozenie niezaleznosci zdaje sie prowadzi¢ do dokfad-
niejszych wynikow dla wiekszych p. Przyjmujemy dla uproszczenia u, = (i, =0. Zgodnie
z powyzszymi zatozeniami i wprowadzonymi oznaczeniami, VaR(p) dla portfela mozna

przedstawi¢ w postaci:

VaR(p)=[\/wﬁZﬁw; +\/annW: J(I)“(p) (117)

gdzie X, Zﬁ majg na przekatnej odpowiednio Gf i 0123 , @ poza przekatng zwykte kowariancje
migdzy ~zwrotami z  poszczegolnych  czynnikow  ryzyka,  w;, =o,(1— .:)0:(1),
aw,,=wp,0,(r), przy czym ®, oznacza udziat i-tego czynnika ryzyka w portfelu, a 8,(r) -

pochodng funkcji wyceniajacej wzgledem i-tego czynnika ryzyka.

Zgodnie z powyzszym modelem mozna réwniez przeprowadza¢ estymacje VaR za

pomocg metody symulacyjne;.

8.1.2. Rozktad GED

Powyzszy paragraf stanowi silny argument przeciwko postugiwaniu sie rozktadem
normalnym dla prognozowania VaR. Po pierwsze, stopniowo traci na sile argument prostoty
obliczeniowej zwigzanej z rozktadem normalnym. Co prawda, za ceng paru zatozen udato sie
uratowac¢ prostg forme koncowa, tym niemniej obliczanie parametrow modelu nie nalezy do

tatwych. W ramach RiskMetrics ™

wartosci O'é, p, i Mg sa obliczane jedynie raz na miesiac,
a we wzorze (1) zamiast 0'3 podstawia sie kalkulowane dziennie &>, zgodnie z opisem
w rozdziale 8. Po drugie, nawet za cenge wprowadzanych komplikacji, nadal nie udaje sie

zbudowac¢ w petni poprawnego modelu rzeczywistosci, o czym Swiadczy rys. 9.
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Rys. 10. Rozktad GED dla v=1, v=1.5 i v=2 (odpowiednio linia j. zielona, szara,
c. zielona)
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Rys. 11. Ogony rozktadu normalnego i GED dla v =1
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Wydaje sie zatem uzasadnione, pozostajgc w kregu modeli parametrycznych, odej-
Scie od rozktadu normalnego na rzecz bardziej elastycznych funkcji gestosci. Jako podstawe
dla rozszerzenia modelu, przyjeto w RiskMetrics™ tzw. uogélniony rozktad btedéw (ang.

Generalized Error Distribution - GED). Jego funkcja gestosci jest dana przez:
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% |x/l|v
2 e T 2

-1 1
1=1/%2T (119)

GED jest rozktadem symetrycznym, z parametrem v okres$lajacym ksztait. Dla

= 118
J(x) ] (118)

gdzie

v =2 mamy rozktad normalny, v <2 daje w efekcie wzrost kurtozy, a v >2 - spadek
w stosunku do rozktadu normalnego, co ilustruje rys. 10. Dodatkowo, na rys. 11 poréwnano
grubo$¢ ogonéw rozktadéw normalnego i GED dla v =1. Jak wida¢, GED pozwala lepiej

aproksymowac zjawisko ,grubych ogonéw” (kurtozy zwrotow).
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9
Weryfikacja i ocena modeli

Jak zostato to przedstawione, istnieje wiele mozliwosci specyfikacji modelu VaR. Tym
istotniejsza kwestig staje sie weryfikacja jakosci prognoz VaR?®. W literaturze podawanych jest
wiele sposobdw oceny otrzymywanych wynikédw. Tym niemniej okazuje sie, ze tatwiej jest
sformutowa¢ model, niz nastepnie sprawdzi¢ jego niezawodno$¢. Problemem jest fakt, ze testy
statystyczne wymagajg danych, a dla VaR(0.99) rocznie nalezy przewidywa¢ jedynie 2-3
obserwacje zwrotow wiekszych od VaR. Tak wigc testy VaR bedg miaty niewielkg moc (zdol-

nos¢ do odrzucania fatszywych hipotez).

Naturalng miarg jest odsetek okreséw, w ktorych straty przekroczyly prognozowany
VaR. | tak BIS ustalit trzy strefy jakosci dla VaR(0.99), bazujac na liczbie przekroczen
1-dniowego VaR(0.99) obserwowanej w ciggu ostatnich 250 dni. Tablica 7 przedstawia zarys
tego systemu weryfikacji. 1—o wyznacza prawdopodobienstwo, ze prawidlowo wyspecyfiko-
wany model wygenerowat dang lub mniejszg liczbe przekroczen. Prawdopodobienstwo to
mozna wyznaczy¢, korzystajac z faktu, ze w przypadku prawidlowo wyspecyfikowanego
modelu, obserwowana czesto$¢ naruszen ma rozktad dwumianowy B(n,1-—p), gdzie n

oznacza liczbe obserwacji, p jest poziomem istotnosci dla VaR.

Tablica 7. Definicja stref jakosci modelu VaR

Strefa Liczba przekroczen Zwiekszenie mnoznika (o
0 0 8,11%
1 0 28,59%
Zielona 2 0 54,32%
3 0 75,81%
4 0 89,22%
5 0.4 95,88%
6 0.5 98,63%
Zotta 7 0.65 99,60%
8 0.75 99,89%
9 0.85 99,97%
Czerwona 10 i wiecej 1 99,99%

Zrédlo: [6], str15.

Oczywiscie, strefy wyznaczone przez BIS zostaty ustalone ad hoc i najprawdopodob-
niej nie sg optymalnym systemem kontroli jakosci. Po pierwsze jest dyskusyjne, czy system,
w ktorym bank z jak najbardziej prawidtowo wyspecyfikowanym modelem podlega karze,
Srednio biorac, raz na 10 lat, jest sprawiedliwy. Po drugie, powyzszy test ma ograniczong moc,
co jest wynikiem zaréwno przyjecia wysokiego p, jak i rozpatrywania tylko 250 ostatnich
obserwacji. Przyktadowo, w przypadku modelu wyspecyfikowanego dla p=0.97 Pbank
z prawdopodobienstwem 12,8% zostanie zaliczony do strefy zielonej. Lepsze wyniki moze
przynies¢ obnizenie p lub wydiluzenie okresu weryfikacji. Jorion [33] rozwaza wptyw zmiany
poziomu ufnosci dla VaR ( p ) z 0,99 na 0,95. Takie zmniejszenie p pozwala na zwiekszenie

mocy testu o0 5,4%, przy jednoczesnym wzroscie prawdopodobienstwa btedu | rodzaju o 1,7%.

Bw zargonie zarzadzajacych ryzykiem procedury weryfikacji modelu VaR okres$la sig jako backtesting.
% Co odpowiada (przy zatozeniu normalnego rozkfadu strat) obnizeniu wymaganego kapitatu o ok. 25%.
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Jak widac, jakos¢ kontroli wzrasta, ale raczej nieznacznie w poréwnaniu z pierwotnym rozwig-

zaniem.

Kolejnym problemem jest catkowite pominiecie kwestii warunkowej poprawnosci mo-

delu. Prawidtowo wyspecyfikowany model powinien spetnia¢ warunek:

P(r,>VaR |®, )= p (120)

gdzie @, oznacza zasoéb informacji w momencie #—1. Innymi stowy nie podlega sprawdze-
niu niezalezno$¢ przekroczen. Jest to wazne kryterium, gdyz skupianie sie przekroczen

powoduje wzrost ryzyka instytuciji (kumulacja strat).

Berkowitz [7] przedstawia sposob weryfikacji modelu oparty na petnej prognozowanej

P&L dystrybuancie. Korzystajac z transformacji Rosenblatta, zdefiniujmy:
Yoo al
x, =" Fydu=F(y), (121)

gdzie y, oznacza realizacje ex post straty/zysku, f (u) jest prognozowang funkcjg gestosci
strat, a F (»,) oznacza warto$¢ prognozowanej P&L dystrybuanty dla zwrotu y, . Rosenblatt
dowiodt dla przypadku ogolnego, ze jesli f = f, gdzie f oznacza prawdziwg funkcje
gestosci zwrotow (strat), to x, sa iid. i majg rozktad jednostajny na [0,1], x, ~U, .
g(x,)= f(y,)/f'(y,) =1. Zgodnie z twierdzeniem podanym w 6.3, jesli prawdziwa jest hipote-
za f =/, to zmienne z, =® " (x,) sg réwniez i.id. i z, ~ N[0,1]. Taka sprytna transfor-
macja pozwala nam na przeksztatcanie zmiennej o dowolnym, znanym rozktadzie w zmienng o
innym dowolnym, ale znanym rozkfadzie (tzn. ze znang odwrotng dystrybuantg) - a w danym

przypadku na wykorzystanie metod dla rozktadéw normalnych.

Przyktadowo, mozna sprawdzi¢ wartos¢ oczekiwang, wariancje i autokorelacje | rze-

du (niezalezno$¢) z, . Zapiszmy nastepujgcy model AR(1):
Zt_u:p(zt—l_u)+€t (122)

i niech hipotezg zerowg bedzie p=pu=0 i Var(st)=02 =1. kacznym testem dla tych
warunkow ograniczajgcych moze by¢ szeroko znany test ilorazu wiarygodnosci (ang. Likeliho-

od Ratio - LR), ktory przybierze w naszym przypadku nastepujgaca postac:
LR=-2[L(0.1,0)- L(f.6%p)], (123)

gdzie L(O,l,O) oznacza wartos¢ funkcji wiarygodnosci dla AR(1) przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej, a L( 1,62, p) jest wartoscig dla estymatorow parametrow z proby. Statysty-
ka testu ma asymptotyczny rozktad x> z 3 stopniami swobody. Funkcja wiarygodnosci dla
AR(1) ma postac¢:

_lln(zﬂ-)_l]n[ o’ 2 ]_[z] —;u/(l—pi)] ~
2 2 1-p7 ) 207101-p))

(124)

T-1 -1
~L @) - —In(c?) -3
3 n(2m) 5 n(c”) 2_2[ 2o

(z, —u—pz,1)2}
2
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Poza czestoscig z jakg wystepujg straty wieksze od VaR, waznym parametrem mo-
delu jest prawidtowe okreslenie rozmiaru tych naruszen. Berkowitz udowadnia intuicyjng
zalezno$¢: jesli estymowana P&L gestosS¢ nie oddaje w petni wiasnosci grubych ogonow, to
rozktad z, bedzie miat ogony grubsze niz rozktad normalny. Aby przetestowa¢ odchylenie od
rozktadu normalnego w dla y, <VaR , mozna zastosowac ponizszy test LR. Wezmy obcigty
rozktad normalny dla y, <VaR . Woéwczas funkcja wiarygodnosci dla oceny parametrow
takiego obcietego rozktadu ma postac:

l=—§[ln(2ﬂ)+ln[0‘2ﬂ— 3 (u)2+ 3 lné(m) (125)

ity <VaR 20° ity >VaR (o
gdzie p i o’ oznaczajg $rednig i wariancje dla rozktadu obcietego. Jak zwykle, mamy:
LR=-2[ L(u,0 |- L(f,6%)|: LR~ 23 (126)

Dodatkowo mozna réwniez sprawdzac, czy odrzucenie modelu wynika z niewlasci-
wego okre$lenia rozktadu zwrotéw z czynnikdw ryzyka, czy tez jest zwigzane z btednym
modelem wyceny. W tym celu nalezy obliczyé y,*zp(r,)tzl,...,T, gdzie r, oznaczajg
historyczne (zrealizowane) zwroty z czynnikéw ryzyka, a p() jest funkcjg wyceniajaca zgodng
z przyjetym modelem. Jak poprzednio dokonujemy transformac;ji yf i otrzymujemy wektor
zmiennych z, , ktére przy zatozeniu wiasciwej postaci rozktadow zwrotow z czynnikow ryzyka
sq i.i.d. z rozktadem N[0,1]. Mozemy zatem przeprowadzi¢ test analogiczny, jak w przypad-
ku z,. Jesli odrzucimy model w tym te$cie, oznacza to btedng specyfikacje rozktadu. Jesli za$
odrzucilismy model zgodnie z (2), ale nie mamy podstaw do odrzucenia w przypadku zl

mozemy podejrzewac, ze wybraliSmy istotnie bledny model wyceny.

Zgodnie z wynikami symulacji zamieszczonymi w [7], testy oparte na iloczynie wiary-
godnosci i petnej P&L dystrybuancie majg znacznie wigkszg moc niz testy skupiajgce sie

jedynie na liczbie naruszen VaR.

Jesli model jest prawidtowo sformutowany, P(y, <—VaR (p))=1-p, V¢. Réwno-
waznym sformutowaniem jest zgdanie, aby ciag {I(y, <—VaR,)}; byt ii.d. Engle i Manga-
nelli [21] krytykujg klasyczne testy niezaleznosci i przedstawiajg nowy test jakosci modelu.
Wprowadzmy funkcje Hit, =1(y, <—VaR,)—(1— p) o wartosci oczekiwanej zero. Co wigcej,
warunkowa warto$¢ oczekiwana wzgledem informacji w momencie ¢—1 réwniez wynosi zero.
Aby dokona¢ weryfikacji jako$ci modelu nalezy zbudowa¢ model sztucznej regresji Hit,
wzgledem dowolnie wybranych zmiennych (np. opdznionych wartosci Hit , prognozowanego

VaR etc.).

—(1- Z p-stwem
Hit, = X6 +u, u,Z{( p) zp P (127)

p zp-stwem (1- p)’

gdzie 6, oznacza wektor parametréw regresji, a X - macierz danych. Jako hipoteze zerowg

Ixn

mamy H,:0=0. Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, estymator otrzymany

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 147

79



80

Weryfikacja i ocena modeli

metodg ~ najmniejszych kwadratéw (MNK)  wektora parametrow J, czyli

(XTX)_IXTHit, ma asymptotycznie rozktad N(O,p(l -pX'x)" ] Zgodnie z tym:

6 MNK =

SZ\-/INK(XTX)SMNK ~ 2

pt=p) 7 126)

gdzie a oznacza zbieznos¢ asymptotyczna.

9.1. Wyniki badan empirycznych

W [34] podane s3 réwniez wyniki testéw podstawowego modelu RiskMetrics ™ . We-
ryfikacji modelu dokonano na portfelu sktadajacym sie z 215 czynnikow ryzyka w okresie 1001
dni, dla p=0.95. Badano nieobcigzono$¢ prognoz oraz poréwnano zrealizowang i zaktadang
(zgodnie z modelem) skale naruszenia VaR. Czesto$¢ naruszen wyniosta 5,74%, co miesSci sie
w 90% przedziale ufnosci dla prognozowanego kwantyla. Co ciekawe, z reguty naruszenia

miaty mniejsza skale niz wynikato to z zatozenia o warunkowej normalnosci log-zwrotow*’.

Boudoukh et al. [8] przedstawiajg poréwnanie modelu hybrydowego z klasycznym
modelem HS i modelem analogicznym z modelem RiskMetrics ™ . Poréwnania dokonano na
podstawie 3 kryteriow: nieobcigzonosci, braku autokorelacji i MAPE - $redniego absolutnego
btedu prognozy (dla ruchomego okna 100 dni). Przeprowadzono réwniez test istotnosci dla
autokorelacji. Poréwnan dokonywano dla p=0.99 i p=0.95. Przyjety okres dla wszystkich
metod wynosit 250 dni. W przypadku modelu zgodnego z RiskMetrics ™ , przyjeto takie same
wspotczynniki wygtadzajgce, jak w przypadku modelu hybrydowego, tj. 0.97 i 0.99, a nie
A=0.94, stosowany oryginalnie dla prognoz jednodniowych w systemie RiskMetrics™ .
Testow dokonano na czterech seriach danych obejmujgcych rynki akcji, obligacji, walut
i towaréw. Dane obejmowaty w sumie 1250 dni, z czego 250 wykorzystano dla zbudowania

pierwszej prognozy.

Dla p=0.95 wszystkie metody wykazywaty zblizong nieobcigzonosé. Dla p =0.99
najlepszy byt model hybrydowy ze wskazaniem na A =0.99 . Metoda hybrydowa wykazata sie
réwniez nizszg autokorelacja. W efekcie najnizszy MAE wykazywata metoda hybrydowa,
aczkolwiek dla p=0.95 roznice byly stosunkowo niewielkie. Jednak dla p=10.99, $rednio
biorac, metody hybrydowy dawaty MAE o 30 - 40% nizszy od metody RiskMetrics™ i o 14-

28% nizszy od normalnego modelu HS.

Hosking et al. [31] porownujg metode opisang w rozdziale 7.5 z metodg wariancji-
kowariancji, metodg historycznej symulacji i klasyczng metodg Monte Carlo opartg
o log-normalno$¢ zwrotéw. Dane obejmowaty 1838 obserwacji w 6 duzych, typowych dla
banku portfeli, zwigzanych gtéwnie ze stopg procentowg. W modelu HS, wariancji-kowarianc;ji
i klasycznym Monte Carlo do wnioskowania uzyto 260 ostatnich obserwacji, a dla oceny

wariancji w zmodyfikowanej metodzie Monte Carlo 65, 130 i 260 obserwacji w 3 wariantach.

% Mimo tego, ze przyjeto btedng (-2,63 zamiast -2,06) oczekiwang warto$¢ warunkowg przekroczenia.
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Parametry modeli byty estymowane raz na miesiac, nie stosowano wygtadzania wyktadniczego

dla oceny wariancji.

Poréwnaniu podlegata jedynie nieobcigzono$¢ prognoz, na poziomie p= 0.99,
0.975, 0.95 i 0.9. Dla jedynego poréwnywalnego okresu 260 dni (dla estymacji parametrow),
jedynie dla p =0.9 zmodyfikowana metoda Monte Carlo nie okazata si¢ najlepsza. Przewaga
tej metody wzrastata w miare wzrostu p. Dla p=0.99 i p=0.975 jedynie to podejscie dato
wyniki w przedziale ufno$ci wyznaczonym na podstawie rozktadu dwumianowego

B(1836,1- p) .

Hendricks [29] dokonat oceny 12 modeli VaR, tj. metody HS (dla t = 125, 250, 500
i 1250 dni), metodologii RiskMetrics™ (A = 0.94, 0.97 i 0.99) i zwykiej metody wariancji-
kowariancji (dla t = 50, 125, 250, 500 i 1250 dni). Eksperyment przeprowadzono na 1000
losowo skonstruowanych portfelach, obejmujgcych liniowe pozycje w o$miu walutach. Dzienne
wartosci kurséow walut (w USD) obejmowaty okres od 1.1.1978 do 18.1.1995, czyli w sumie
4255 dni, z czego poczgtkowe 1250 dni zarezerwowano na potrzeby poczatkowej prognozy
VaR. Dokonano oceny VaR(0.95) i VaR(0.99) na podstawie 9 kryteriow. Kryteria te trudno
uzna¢ za standardowe podejscie do weryfikacji modelow VaR, dlatego nie zostaty one
w wigkszosci opisane w poprzednim podrozdziale. Tym niemniej mozna na ich podstawie

wyciggnac¢ szereg interesujgcych wnioskow.

Pierwsze kryterium mierzyto odchylenia przecietnych wartosci VaR od $redniej dla
wszystkich metod. Zaréwno dla p =0.95, jaki p=0.99 $rednia warto$¢ prognoz rosnie wraz
z wydtuzeniem zakresu uwzglednianych danych. Maksymalna réznica usrednionego po czasie
VaR miedzy poszczegoinymi metodami wyniosta 9% (jest to warto$¢ przecietna dla wszystkich
1000 portfeli). Jednak dla p=0.99 ta réznica wzrosta do 20%. Najwyzsze oceny dawat

VaR,.1,5,(0.99) , a najnizsze VaR,,,.,0,(0.99) .

Drugie kryterium mierzyto odchylenie standardowe poszczegélnych metod wzgledem
Sredniej po metodach prognozy dla danego momentu. Warto$ci oscylowaty od 0.06 do 0.18 dla
p=0.95 iod0.09 do 0.22 dla p=0.99. Innymi stowy, réznice w ocenie VaR dla réznych

metod i okreslonego dnia rzedu 30 - 50% nie sg zjawiskiem niezwyktym.

Trzecie kryterium badato zmienno$¢ prognoz VaR w czasie dla poszczegdlnych me-
tod. Ogolnie wyniki wskazujg na spadek zmiennosci z wydtuzaniem sie okresu danych uzytych
dla potrzeb kalkulacji. Najwigkszg zmiennos¢ wykazywata metoda RM, najmniejszg - wariancji-

kowarianciji.

Czwarte kryterium oceniato bezwarunkowg nieobcigzono$¢ prognoz. Dla p =0.95
wszystkie metody wykazywaty nieobcigzono$¢, gdyz prognozy pokrywaty od 94.4% do 95.4%
strat, a maksymalny zakres (wzgledem poszczegdlnych portfeli) wynosit 93.8% - 96.7%.
Wydaje sie niemniej, ze okres 125 dni w przypadku metody HS jest nieco za krotki. Warto
réwniez zauwazyé, ze lepsze wyniki uzyskiwano stosujac okres do 125 dni w przypadku

metody wariancji-kowariancji i A =0.94 lub 0.97 dla metody RM. Inaczej wyglada sytuacja
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dla p=0.99. Jedynie VaR,.,,(0.99) zapewniat wtasciwe bezwarunkowe prognozy. Pozo-
state metody dawaty za niskie warto$ci VaR. Metody RM i wariancji-kowariancji miescity sie
w zakresie od 98.2% do 98.5%, a HS dla krétszych okreséw - od 98.3% do 98.8%. Tym
niemniej obcigzenie malato z wydtuzaniem zakresu uwzglednianych danych. Metoda HS
charakteryzowata sie réwniez mniejszg zmiennoscig wynikéw dla réznych portfeli. Warto
zauwazy¢, ze chociaz pozornie nieduze, obcigzenie takie oznacza niedoszacowanie o 20 do

80% czestosci wystepowanie strat wiekszych od VaR.

Pigte kryterium mierzyto $redni stosunek prognozowanego VaR do VaR niezbednego
dla osiggnigcia nieobciazonoéci prognoz. Innymi stowy, jest to wielkosci korekty jakg nalezy
wprowadzi¢, aby osiggna¢ nieobcigzonos¢. Dla p =0.95 mnoznik wahat si¢ w granicach 0.97

-1.04.Dla p=0.99 przedziat wynosit 1 - 1.15.

Jako szoéste kryterium obliczono przecietny stosunek wielkosci naruszenia VaR do
prognozowanego VaR. Srednio biorac relacja wynosita 1.3 - 1.4, niezaleznie od poziomu p. Dla
poréwnania, zgodnie z zatozeniem o normalno$ci zwrotéw, stosunek powinien wynosi¢ 1.25
dla p=0.95 iok. 1.15dla p=0.99. Stanowi to jeszcze jeden dowdd na istnienie grubych

ogondéw dla danych finansowych.

Kolejne, sibdme kryterium jest zblizone do poprzedniego. Zamiast $redniej zbadano
jednak maksimum obliczanej relacji. Dla p =0.95 uzyskano wyniki ($rednie po wszystkich
portfelach) w granicach 3.5-4, tym niemniej w zaleznosci od portfela, wartosci oscylowaty

pomiedzy 2.5 6.

Dla p=10.99 uzyskano odpowiednio 2.5 - 2.8 i 1.75 - 4. W sposéb oczywisty, otrzy-

mane wielko$ci zalezg od rozpatrywanego okresu (tutaj - 12 lat).

Osmym kryterium byta korelacja pomiedzy VaR, a absolutnymi zwrotami z czynnika
ryzyka. Stanowi to odpowiedz na pytanie, na ile VaR reaguje na ,prawdziwe” zmiany w ryzyku
portfela. Korelacja malata wraz z wydtuzaniem sie zakresu danych do estymacji. Najwyzszg
korelacje odnotowano w przypadku metody RM, pozostate metody dawaty zblizone rezultaty.
Dla okresu powyzej 250 dni, korelacje dla metody HS i wariancji-kowariancji byty znikome

(<0.05).

Ostatnie kryterium mierzyto odchylenia przecietnych wartosci VaR, po dokonaniu ko-
rekty wspoétczynnikiem obliczonym dla potrzeb kryterium nr 5, od Sredniej dla wszystkich
(skorygowanych) metod. Innymi stowy, badano réznice dla nieobcigzonych prognoz przy
zastosowaniu réznych metod. Pozwala to stwierdzi¢, ktéra metoda, odpowiednio ,wykalibro-
wana”, daje najnizsze $rednie prognozy VaR. Generalnie najlepsza okazata sie metoda RM,
ktéra dawata prognozy ($rednio po portfelach) do 7% nizsze. Oczywiscie, wykalibrowania

w rozwazanym przypadku dokonano ex post, co nie jest mozliwe w rzeczywistosci.

Cardenas et al. [9] podaje wplyw opisanych przez nich technik (opisanych
w rozdz. 6.3) na skrocenie czasu obliczen metodg MC. Portfel sktadat sie z 500 otwartych

pozycji w 24 walutach, 40% jego warto$ci stanowity opcje (w tym egzotyczne), w sumie wplyw
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na jego wartos¢ miato 100 czynnikéw ryzyka. Klasyczne podejscie MC, przy zatozonym
odchyleniu standardowym estymatora VaR wynoszacym 5%, zajeto 105 minuty czasu oblicze-
niowego. Zastosowanie techniki zmiennej kontrolujgcej i obciecia P&L dystrybuanty pozwolito
na skrocenie czasu do 13 minut, a wiec przeszto o$miokrotnie. Dla odchylenia 3%, réznica

czasowa wzrosta do ponad 11 razy.

Frye [24] przetestowat liniowg interpolacje w metodzie MC (pot. rozdz. 6.3) na port-
felu ztozonym z wystawionych opcji kupna na 3 miesieczng stope procentowsq i opcji sprzedazy
na 30-letnie obligacje, z terminami wykupu 1 tydzieh. Taki portfel charakteryzuje sie duzg
zmiennoscig wartosci oraz wspotczynnikéw delta i gamma. Uzyskane wyniki (dla réznych p)
Srednio przeceniaty ryzyko o 17% (w stosunku do petnej metody MC). Tym niemniej dla mniej
wrazliwych portfeli i innych skokow siatki (w tescie skok wynosit jedno odchylenie standardo-

we), wyniki powinny by¢ duzo lepsze.
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Procedury komplementarne i alternatywna miara ryzyka

Zajmijmy sie najpierw koncepcja scenariuszy awaryjnych®'. Jak sama nazwa suge-
ruje, istota tej metody polega na tworzeniu i symulowaniu skutkédw pewnych mozliwych,
kryzysowych sytuacji rynkowych, w kontek$cie posiadanego portfela. Jest to $rodek komple-
mentarny w stosunku do Value at Risk. Mozna uzna¢, ze VaR okre$la prég maksymalnych,
zwyktych strat rynkowych oraz niezbedne rezerwy kapitatowe zwigzane z ryzykiem rynkowym.
Na podstawie VaR nie potrafimy jednak powiedzie¢ niczego na temat rozmiaru i efektow
przekroczen tego wyliczonego progu. Stress testing jest prostym $rodkiem do oceny skali
i skutkbw owych ekstremalnych, anormalnych i nieregularnie wystepujacych zdarzen rynko-
wych, ktére mogg wymagac¢ zaangazowania innych niz wspomniany kapitat rezerwowy zrédet
finansowania. Z drugiej strony scenariusze awaryjne sg zabezpieczeniem przed zawodnoscig

zatozen, lezacych u podstaw skutecznosci kazdego z modeli VaR (por. [43]).

Przede wszystkim, w kazdym modelu zaktada sie pewng statos¢, badz powtarzalno$¢
warunkow rynkowych w okreslonym przedziale czasowym. Innymi stowy, tylko jesli przyszte
ruchy cen bedg zblizone do tych obserwowanych w przesztosci, modele te bedg dawa¢ dobre
rezultaty. Zdarzajg sie jednak zatamania w warunkach rynkowych, zwigzane przyktadowo
z wojnami, katastrofami ekologicznymi, atakami spekulantéw etc. Sg to wiasnie sytuacje
awaryjne, ktére mogg by¢ oddane w ograniczonym stopniu przez metody VaR. Celem scena-
riuszy awaryjnych jest zbadanie skutkow takich zataman. W przypadku tej metody nie okresla
sie prawdopodobienstw zaj$cia roznych kryzysowych sytuacji, tym niemniej stosowane scena-

riusze muszg by¢ w jaki$ spos6b uzasadnione, a wiec prawdopodobne.

Analiza scenariuszy awaryjnych nie stuzy okreslaniu prawdopodobienstw zajs¢ wiel-
kich strat. Jej celem jest jedynie zbadanie ogoélnej zdolnosci przetrwania przez dany podmiot
granicznych obcigzen oraz okresleniu, wzglednie opracowaniu, mozliwosci przeciwdziatania

najbardziej negatywnym zdarzeniom rynkowym.

Uzasadnieniem zasadnos$ci stosowania stress testingu niech bedzie przykiad cyto-
wany w [43]. W styczniu 1998 roku koreanski dom inwestycyjny SK Securities Co. poniost
straty w wysokosci 189 min USD zwigzane z transakcjg swap, zawartg w styczniu 1997 roku,

o okresie do wygasniecia 1 rok. Formuta wyptaty zwigzana ze swapem byta nastepujgca:

N5 ﬂ_l +max O’M + max O,I—ﬁ -0.97], (129)
B, R, J,

gdzie N =53 min USD oznacza sume transakcji, B,(B,), R,(R,), J,(J,) oznaczajg kursy
USD odpowiednio w tajlandzkiej bahta, indonezyjskiej rupii i jenach japonskich na poczatku

(koncu) transakcji, a R, jest kursem USD w rupii po sze$ciu miesigcach od zawarcia umowy.

3" Ang. stress testing.
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Gdyby kursy pozostawaty state w okresie umowy, SK Securities otrzymatby
53-0.03=1.59 min USD. Negatywne skutki dla tej firmy miaty: deprecjacja rupii (R, > R,)
i bahta (B, > B,) lub aprecjacja jena (J, <.J,) wzgledem dolara. Decyzja zawarcia umowy
oparta byta na analizie danych historycznych. Roczne zmienno$ci kursu wynosity 1.23%, 2,2%
i 6.88% odpowiednio dla bahta, rupii i jena. Kryzys azjatycki spowodowat, ze waluty te stracity
do dolara odpowiednio 51.8%, 77.9% i 2.9%. Nic dziwnego, ze VaR(0.99) dla transakciji,

w zaleznosci od zastosowanej metody, dawat wyniki 12-18 razy nizsze.

Jednak rozwazenie trzech prostych scenariuszy, podanych w tablicy 8 , pozwolitoby
na inne spojrzenie na ryzyko zwigzane z transakcjg. Oczywiscie, zasadne jest pytanie, na ile
uzasadnione a priori mogty sie w styczniu 1997 roku wydawac takie scenariusze. Niewatpliwie
jednak zarzadzajacy ryzykiem w SK Securities powinni, jako minimum zabezpieczenia, okresli¢
mozliwosé zaabsorbowania takich strat i stworzy¢ plany awaryjne pozwalajace przeciwdziata¢

skutkom przedstawionych scenariuszy.

Tablica 8. Straty dla trzech scenariuszy awaryjnych

Strata

(mln USD)
Scenariusz 1: maty kryzys -15% -15% (-8%) 0% 58,0

Scenariusz 1: $redni erzzs -30% -30% (-15%) 0% 116,3
Scenariusz 1: duZz erzzs -50% -50% (-30%) 0% 183,9

Zrédto: [43], str.7

Nie ma powszechnie przyjetego standardu przeprowadzania procedury stress testin-
gu, a organy nadzoru dopuszczajg elastyczno$¢ w formutowaniu scenariuszy awaryjnych.
Tym niemniej stosowanie standardowych scenariuszy niewatpliwie utatwia poréwnanie ekspo-
zycji, zarbwno w czasie, jak i miedzy podmiotami. Takie ujednolicone scenariusze zostaty
przyktadowo sformutowane przez Derivatives Policy Group (DPG). Dotyczg one wymienionych
dziewieciu tzw. zasadniczych czynnikéw ryzyka®’. Standardowe scenariusze uwzgledniajg
m.in. 10% zmiane indeksow akcji, 20% wzrost zmiennosci indeksow akcji, kursow wymiany
i 3-miesiecznej stopy procentowej, rownolegle przesunigcie krzywej dochodowosci o 100
punktéw bazowych i zmiane kurséw o 6% (gtdbwne waluty) lub 20% (pozostate waluty). Do-

ktadniejszy opis mozna znalez¢ w [43].

Naturalnym zrodtem scenariuszy awaryjnych sg dane historyczne (por. rozdz. 5).
Oczywiscie, kazda metoda kalkulacji VaR réwniez bazuje, w mniejszym lub wiekszym stopniu,
na danych historycznych. Réznica polega na tym, ze przy stress testingu uwzglednia sie
diuzsze szeregi czasowe i wybiera ekstremalne warunki rynkowe. Dla uwzglednienia kwestii
ptynnosci, mozna zastosowa¢ wydtuzony okres posiadania aktywéw (np. zalecany przez BIS

okres 10-dniowy), metode opisang w rozdziale 4.4 lub kombinacje obu podej$¢.

%2 Ang. core risk factors.
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Jedng z putapek ponownie ilustruje kryzys azjatycki. Maksymalne zmiany wartosci
walut krajow Azji Potudniowo-Wschodniej, wybrane z 10-letniego okresu do korica 1996 roku,
okazaly sie nawet 8-krotnie mniejsze niz maksymalne zmiany w roku 1997 ([43], str. 22).
Przyczyna byto wczesniejsze, sztuczne utrzymywanie stabilnego kursu przez wtadze monetar-
ne tych panstw. Istota problemu wskazuje zarazem na rozwigzanie: w przypadku czynnikéw
ryzyka odgornie kontrolowanych nie nalezy opierac¢ sie bezposrednio na danych historycznych
dotyczacych tychze czynnikow i uwzglednia¢ mozliwosé kryzysu, czy tez zmiany rezimu
rynkowego. Mozna przyktadowo zastosowaC scenariusze oparte na danych dotyczgcych
zblizonych pod wzgledem charakterystyki, lecz nie kontrolowanych czynnikdéw ryzyka (kursow

walut w tym wypadku).

W przypadku prawdziwych portfeli, ktorych warto$¢ zalezy od dziesigtek lub setek
czynnikéw ryzyka, byloby wysoce nieuzasadnione symulowanie efektéw najbardziej negatyw-
nych scenariuszy dla wszystkich czynnikow ryzyka jednoczesnie. Uzasadnionym byloby
natomiast wykorzystanie istniejgcych danych historycznych dotyczacych jednoczesnych zmian

wartosci czynnikow ryzyka.

Inna putapka polega na roznicy pomiedzy scenariuszami awaryjnymi a scenariu-
szem najgorszej ewentualnosci®®. Historyczne kryzysy lub przyjete standardowe scenariusze
nie muszg wcale zawiera¢ wszystkich najgorszych, niemniej prawdopodobnych, zestawéw
wartosci czynnikow ryzyka, w kontekscie konkretnego portfela. Aby to sobie uswiadomic,
wystarczy rozwazy¢ hipotetyczny portfel ztozony wytgcznie z kontraktdéw typu straddle,
w przypadku ktérego Worst Case Scenario polegatby na braku zmian wartosci czynnikow
ryzyka. Poza tym, mozna sobie wyobrazi¢ wystgpienie kryzyséw, rownie prawdopodobnych,
jak te ktore zdarzyly sie naprawde i o podobnej skali, ale przynoszace duzo wigksze straty dla

konkretnego portfela.

Pierwsza metoda poszukiwania scenariuszy najgorszej ewentualnosci, wspomniana
juz wczesniej, polega na budowaniu, w oparciu o wiedze eksperckg, pewnych uzasadnionych
i mozliwych scenariuszy i rozwazaniu ich efektéw. Przyktadem moze by¢ rozpatrywanie
skutkow zabojstwa prezydenta USA, uptynnienia kursu walutowego, trzesienia ziemi w Tokio
itd.

Druga metoda ma charakter numeryczny. Definiuje sie warunki jakie musza spetnia¢
scenariusze i nastgpnie poszukuje sie globalnego minimum wartosci portfela. Podajmy przy-
ktad metod pozwalajgcych na przeprowadzenie takiego postepowania (dalsze przykiady
znajdujg sie w [43]). Jako warunek dopuszczalnosci scenariuszy mozna przyjaé regute ,k razy

powiekszona elipsoida z macierzg wariancji-kowariancji X ”:

P <R, (130)

3 Ang. Worst Case Scenario.
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gdzie r oznacza wektor zwrotéw z czynnikéw ryzyka. Macierz wariancji-kowariancji X moze
by¢ estymowana zaréwno na podstawie wszystkich danych, badz tylko dla znacznych zmian

cen, co pomaga ztagodzi¢ efekty opisane w rozdziale 4.3.

Problem znalezienia globalnego minimum wartosci portfela nie jest w praktyce za-
gadnieniem trywialnym. Wynika to z rozmiaréw rozwazanej przestrzeni (réwnej liczbie czynni-
kow ryzyka), nieliniowosci naktadanych warunkéw i skomplikowanych, nieliniowych formut
wyceny dla instrumentéow pochodnych. Utrudnia to zastosowanie metod gradientowych.
Przyktadowymi alternatywami moga by¢ algorytmy genetyczne (pot. rozdz. 7.6), metody Monte
Carlo i quasi-Monte Carlo, wielowymiarowa metoda simpleksowa, czy tez symulowana metoda

wyzarzania®.

Opiszmy w skrécie ostatnig z tych metod, zblizong nieco do idei algorytméw gene-
tycznych i pozwalajgcg na znalezienie minimum globalnego nawet w otoczeniu minimow
lokalnych. Wartosci czynnikdw ryzyka sg dobierane losowo, w oparciu o aktualny wektor
czynnikow ryzyka r,. Zatozmy, ze réznica wartosci funkcji wyceniajgcej dla aktualnego
i kolejnego wektora » wynosi AP . Jesli dla nowego scenariusza portfel ma mniejszg wartos$¢,
nastepuje zmiana wektora wyjsciowego. W odwrotnym przypadku (AP >0 ), przejscia ma

miejsce z prawdopodobienstwem e *"'”

(oczywiscie, przy zapamietaniu poprzedniego scena-
riusza i odpowiadajgcej wartosci funkcji). Stopniowo malejacy parametr T (,temperatura”)

okresla prawdopodobienstwo przejscia do stanéw o wyzszej wartosci portfela.

Praktyczng wskazéwkg przy budowaniu scenariuszy awaryjnych i scenariuszy naj-
gorszej mozliwosci, jest ich podzielenie ze wzgledu na prawdopodobienstwo zajscia.
Nie chodzi tu o okreslenie prawdopodobienstw, a jedynie opisowe (pogladowe) wyznaczenie
pewnych rozgraniczen jakosciowych. Przykladowo, mozna oczekiwaé, ze najgorsza sytuacja
rynkowa w okresie ostatnich 100 lat ma mniejsze prawdopodobienstwo zajscia od najgorszej
sytuacji rynkowej dla okresu ostatnich 10 lat. Wazne jest réwniez wyodrebnienie gtéwnych
czynnikow ryzyka ksztattujgcych wartoS¢ portfela. Mozna tego dokona¢ za pomocg analizy
czynnikowej lub metod programowania matematycznego. Pozwala to na koncentracje na
zmianach w waznych, istotnych obszarach, utatwia zabezpieczanie sie (ang. hedging)

i tworzenie realnych planéw awaryjnych (ang. contingency plans).

Ostatnio w literaturze duze zainteresowanie wzbudza alternatywna (chociaz w rze-
czywistosci bardzo zblizona) do VaR miara ryzyka, okreslana jako ,Tail VaR”, ,Conditional
VaR”, ,Mean Excess Loss” czy tez ,Mean Shortfall”. Ze wzgledu na kwestie jezykowe, jak
i widoczny brak jednolitosci w nazewnictwie, oznaczmy te miarg jako ECL(p) %, czyli po
polsku oczekiwang warunkowa strate. Nazwa wydaje sie adekwatna, gdyz jest to wartos¢

oczekiwana strat, ale tylko wigkszych od VaR(p) . Mozna zapisa¢ formalnie:

ECL(p)=E[X|X >VaR(p)], (131)

3 Ang. simulated annealing method.
5 Z ang. Expected Conditional Loss.
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gdzie E oznacza operator wartosci oczekiwanej. ECL(p) jest spodjng miarg ryzyka w rozu-
mieniu Artznera et al. (zob. rozdziat 3.3), przy duzo stabszych zatozeniach, niz ma to miejsce

w przypadku VaR(p) . Jest to teoretyczny argument przemawiajacy za tg miara.

W praktyce jest to raczej miara komplementarna wzgledem VaR, gdyz pozwala na
odpowiedz na nieco inne pytanie. O ile VaR pozwala ustali¢ dolng granice zwyktych strat
zwigzanych z ryzykiem rynkowym dla danego portfela, o tyle ECL okre$la przecietny rozmiar
strat nietypowych. Estymacja ECL oparta jest na tych samych metodach, co w przypadku VaR.
Nic dziwnego, gdyz w obu wypadkach do kalkulacji potrzebna i wystarczajgca zarazem jest
znajomos¢ prawego ogona dystrybuanty strat. Dla standardowego rozktadu normalnego mamy

przyktadowo zalezno$¢:

ECL(p)=m, p>05 (132)
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Przyktad modelowania VaR

11.1. Charakterystyka instrumentéw sktadowych i zwrotéw
z portfela

Postanowitem dokona¢ analizy i poréwnania kilku sposréd przedstawionych powyzej
metod kalkulacji VaR. Pierwszym krokiem byto stworzenie przyktadowego portfela. Zatozytem,
ze nasz hipotetyczny inwestor inwestuje w dniu 2 stycznia 1996 roku po 100 tys. PLN w akcje
polskie (akcje Elektrimu), akcje amerykanskie (akcje Microsoftu), 13-tygodniowe bony skarbo-
we i 10-letnie benchmarkowe, rzgdowe obligacje amerykanskie. W przypadku bonéw zatozono
codzienng korekte pozycji utrzymujaca staty termin do wykupu oraz przyjeto za oprocentowa-
nie 3-miesieczny WIBOR. Dla amerykanskich T-Notes rowniez przyjatem statg korekte pozycji.
Te zatozenia, czynione ze wzgledoéw obliczeniowych oraz dostepno$¢ danych, nie odbiegajg od
uproszczen przy ,rozbijaniu” pozycji na poszczegélne czynniki ryzyka. Jak fatwo zauwazy¢,

zaktada sie rowniez doskonatg podzielno$¢ papieréw oraz brak kosztéw transakciji.

Obserwacje obejmujg okres od 02.01.1996 do 20.09.2000 roku (1238 dziennych
zwrotéw). Dane pochodzg z serwiséw finance.yahoo.com (akcje Microsoft i obligacje amery-
kanskie), bossa.pl (Elektrim) i www.oanda.com (kurs USD/PLN) oraz danych NBP (WIBOR
3M). Oprécz wymienionych aktywdw, czynnikiem ryzyka dla portfela jest rowniez kurs dolara

amerykanskiego wzgledem ziotego.

Rys. 12. Zwroty dla kursu PLN/USD oraz amerykanskich T-Notes
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Na rys. 12 i 13 przedstawiono graficzny obraz kazdej z serii czasowych log-zwrotow,
za$ w tablicy przedstawione zostaly podstawowe statystyki opisowe danych uzytych dla
potrzeb niniejszej symulacji. Jak widac¢ istniejg zaréwno cechy wspolne, jak i charakterystyczne

dla poszczeg6lnych aktywow.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 147

89



90

Przyktad modelowania VaR

Rys. 13. Zwroty dla akcji i bonéw

0.004

0.002

0.000

-0.002
-0.004
-0.006 B ONY -0.15 4
L wEe b
200 400 600 800 1000 1200 200 400 600 800 1000 1200
0.2
0.1
0.0
-0.1
-0.2
03
0.4

200 400 600 800 1000 1200

Warto$¢ oczekiwana zmian jest o rzad lub dwa wielkosci mniejsza w przypadku in-
strumentéw dtuznych w poréwnaniu do akcji - wynika to chociazby z faktu, ze stopy nie moga
rosng¢ (male¢) w nieskoriczonos¢®, natomiast ceny akcji i kursy mogq wykazywa¢ duzo
dtuzsze trendy. Warto$¢ ekstremalnych obserwacji jest 6-14 razy wigksza od obserwowanych
odchylen standardowych, przy czym bez wyjatku wieksze (co do wartosci bezwzglednej) sg
zwrot minimalne. Pokrywa sig¢ to z obserwowanymi wartosciami sko$nosci (por. rozdz. 2).
Wszystkie szeregi cechujg sie ekscesem kurtozy (x >3). Wysoka warto$¢ tego parametru w
przypadku bonéw spowodowana jest prawdopodobnie faktem kontroli przez NBP poziomu
krétkoterminowych stdp procentowych. Tak wiec na rynku wystepowaty rzadkie (ale stosunko-
WO znaczne) zmiany zwigzane ze zmiang stop interwencyjnych. Kurtoza dla kursu PLN/USD
jest w duzej mierze spuscizng wczesniejszych obserwacji - do mniej wiecej potowy 1998 roku
ztoty poruszat sie w stosunkowo waskim pasmie i jego kurs podlegat regulacji (interwencjom)
ze strony NBP, a sam rynek byt mato ptynny. Przy Elektrimie nalezy wskazac na istnienie do$¢
dtugich okreséw zastoju na gietdzie oraz (ponownie) ptytki rynek. Wynika z tego do$¢ ogéiny
wniosek, iz tendencja do anormalnego rozktadu zwrotow moze byé szczegdlnie widoczna

w przypadku rynkéw regulowanych i mato ptynnych. Potwierdzeniem powyzszych anomalii sg

% Aczkolwiek 4 i pét roku nieskonczonoscia oczywiscie nie jest ...
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wartoéci statystyki Jarque-Bera, nakazujace odrzucenie normalnego rozkfadu zwrotéw dla

wszystkich aktywow.

Warto zauwazy¢, ze najbardziej ryzykownymi aktywami w portfelu sg akcje. Sg one

o prawie rzad wielkosci bardziej ryzykowne niz inwestycje w dolary czy dtugoterminowe

obligacje skarbowe. Najmniej ryzykowna jest inwestycja w krotkoterminowe bony skarbowe.

Tablica 9. Charakterystyka opisowa zwrotéw z czynnikéw ryzyka

usD NOTES ELEKTRIM MSFT BONY
Srednia 0,05% 0,00% 0,13% 0,14% 0,00%
Mediana 0,02% 0,00% 0,00% 0,06% 0,00%
Maksimum 3,5% 1,4% 17,7% 9,4% 0,3%
Minimum -4,2% -2,4% -29,6% -15,6% -0,7%
Odch. Std. 0,57% 0,38% 3,54% 2,31% 0,05%
Skosnos¢ -0,018 -0,295 -0,504 -0,331 -2,358
Kurtoza 11,80 5,28 8,97 6,20 46,76
dasiialEers 3991 286 1890 552 99919
Bera
P-stwo 0 0 0 0 0
Obserwacje 1238 1238 1238 1238 1238

Zrédto: obliczenia wiasne

Rys. 14. Ogony rozktadu normalnego i rozktadu empirycznego zwrotéw z portfela
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Rys. 15. Wykres kwantyl-kwantyl (bez trendu) zwrotéw z portfela wzgledem rozktadu
normalnego
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Na koniec przyjrzyjmy sie zwrotom z naszego hipotetycznego portfela w rozpatrywa-
nym okresie. Rysunki 14% i 15 pokazujg wyraznie, ze rozktad zwrotéw odbiega od rozktadu
normalnego. Co wigcej, najwieksze odchylenie mozemy zaobserwowaé dla skrajnych obser-
wacji, a zwtaszcza tych pochodzacych z lewego ogona rozkfadu (czyli prawego ogona P&L
dystrybuanty). Rysunek 16 pokazuje z kolei dynamiczny obraz zachowania sie portfela w
okresie proby. Jak wida¢, do okoto lipca 1998 szereg wykazuje do$¢ stabilne zachowanie.
Od lipca 1998 do mniej wigcej lutego 1999 mamy do czynienia ze stosunkowo gwattownymi
zmianami wartosci portfela, po czym do mniej wiecej pazdziernika 1999 zwroty cechujg sie
relatywnie nizszg zmiennoscig. Sytuacja powtarza sie pod koniec préby - najpierw wystepuje
okres okoto 150 obserwacji o duzej zmiennosci, a nastepnie, az do kohca szeregu, amplituda

zmian spada.

Ze wzgledu na zauwazalne zmiany w poziomie zmienno$ci zwrotéw, mozna podej-
rzewac, ze faworyzowane beda krétsze okna obserwacji. Zawarcie nawet wszystkich 600
pierwszych obserwacji nie pozwoli bowiem na skuteczne przewidzenie wielko$ci zwrotéw
w okresach zwiekszonej zmiennos$ci rynku. Zatem lepsze charakterystyki powinny posiadaé

metody elastyczniejsze, oparte na mniejszej liczbie zwrotow.

% Rozktad empiryczny na rysunku 14 zostat uzyskany za pomoca estymatora rdzeniowego, z funkcjg jadra okreslong
rozktadem normalnym.
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Rys. 16. Zwroty z portfela oraz przyktadowy Value-at-Risk
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11.2. Opis symulacji

Przy empirycznym poréwnywaniu réznych podejs¢ do modelowania VaR szybko po-
jawiajg sie problemy zwigzane ze skalg problemu. Do wyboru jest co najmniej kilka metod
kalkulacji VaR, a dla kazdej z metod istnieje przynajmniej jeden parametr (dtugo$¢ okna
obserwacji, warto§¢ parametru wygtadzajgcego etc.), ktéry mozna elastycznie zmieniaé.
Co gorsza, istnieje nieskonczona liczba kombinacja sktadéw portfela i okreséw historycznych,
na ktérych mozna przeprowadza¢ badania. Na koniec mozna jeszcze doda¢, ze finansowe

serie czasowe, na ktérych sie operuje, obejmujg z reguty co najmniej kilkaset obserwaciji.

Innymi stowy, z powoddw czysto obliczeniowych, niemozliwe jest poréwnanie
wszystkich metod VaR, z réznymi wartoSciami parametrow i dla szerokiego przekroju okresow
historycznych oraz sktadéw portfela. Sprawia to, ze wnioski wyciggane na podstawie symula-

cji, jak te ponizej lub opisane w rozdziale 9, majg jedynie czastkowy charakter.

W niniejszej pracy podjatem sie poréwnania trzech podstawowych metod VaR: histo-
rycznej symulacji (HS), metody wariancji-kowariancji (VC) i metody RiskMetrics™ (RM).
W przypadku metod HS i VC zmianie podlegata diugos¢ okna obserwacji, a w przypadku

metody RM - warto$¢ wygtadzajgcego parametru A .

Aby zbada¢ wptyw diugosci okna obserwacji na zachowanie VaR, mozna zastosowaé
dwa podejscia tj. statego i zmiennego punktu startu. W pierwszym symulacje rozpoczynaty sie
od obserwacji numer 500, niezaleznie od dtugo$ci okna obserwacji. Oznacza to, ze najdtuzsze
okno w tym podejsciu obejmowato 500 (pierwszych) obserwacji. Przy zmiennym punkcie

startu, dlugo$¢ okna obserwacji wyznaczata punkt rozpoczecia symulacji. Przyktadowo, dla
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okna 150 obserwaciji, pierwszg obserwacjg dla celéw symulacji byta obserwacja numer 151, a
pierwsze 150 obserwacji postuzyto do wyliczenia wstepnej wartosci VaR. Podejscie statego
punktu startu pozwala na uchwycenie zmian w VaR wynikajacych ze zmiany dtugosci okna
(gdyz symulacja dokonywana jest kazdorazowo na tej samej prébce). Przy metodzie zmienne-
go startu, mozna poréwnac efektywnosé VaR dla réznych metod (ale tej samej ilosci wykorzy-
stywanej informacji historycznej) oraz sprawdzi¢ jako$¢ metody z danym oknem obserwac;ji
wykorzystujac catg mozliwg informacje z préby (w celu poréwnania z wynikami dla metody

statego punktu startu).

Przy podejsciu statego punktu startu, dla metod HS i VC, dlugo$¢ okna ulegata zmia-
nie od 50 do 500 w krokach po 10 obserwacji. Dla startu zmiennego i metod HS oraz VC,
dtugo$¢ okna zmieniata sie od 50 do 500 w krokach po 10 obserwacji, a nastepnie od 500 do

750 w krokach po 25 obserwac;ji. Daje to w sumie 200 kombinacji parametrow.

Inne podejscie konieczne jest dla metody RM. W tym przypadku prognoza macierzy
wariancji-kowariancji wykorzystuje wszystkie dostepne obserwacje, z tym Ze ostatnie obser-
wacje majg najwyzsze wagi. Mozemy jedynie obliczyé, ile ostatnich obserwacji ma w sumie
okreslong wage w prognozie. Zgodnie z [34] zalezno$¢ ta wyglada nastepujgco

2 Ind-1)

133
InA (133)

gdzie Y oznacza sume wag. Przyktadowo, dla 1 =0.9, 22 ostatnie obserwacje majg tgczng
wage 90% (Y =0.9). Jak mozna zauwazy¢, liczba efektywnie uwzglednianych dni zalezy

liniowo od czynnika 1/InA .

Dla potrzeb symulacji przyjatem, ze A powinna zawiera¢ sie w przedziale 0.905 do
0.995. Chcac ten przedziat parametru lambda podzieli¢ liniowo wzgledem liczby dni, musiatem
podzielic go liniowo wzgledem czynnika 1/InA. Poniewaz 1/In0.905=-10
i 1/In0.995=-200, przyjatem krok -10. Dodatkowo, chcac lepiej sprawdzi¢ wiasciwosci
™ )

A=0.94 (przyjetej w systemie RiskMetrics
skany szereg lambd wyglgda nastepujgco: 0.905, 0.936, 0.951, 0.967, 0.975, 0.98, 0.984, ...

, podzielitem pierwszy przedziat na pot. Uzy-

0.9945, 0.9948, 0.995. Jak widaé, w przestrzeni lambd, odstepy miedzy poszczegdlnymi

testowanymi parametrami malejg w spos6b wyktadniczy.

Metode RM mozna bez probleméw poréwnaé z wynikami metod HS i VC dla statego
punktu startu. Niestety, takie poréwnanie jest trudne dla zmiennego punktu startu, gdyz (jak juz
wspomniatem) w metodzie RM niemozliwe jest jednoznaczne okre$lenie dla danego parametru
A efektywnej dtugosci okna obserwacji. Przeprowadzitem jednak symulacje réwniez dla
zmiennego punktu startu, chcac poréwnaé wyniki z wynikami metody RM dla statego punktu
startu. Przyjgtem przy tym efektywng ditugo$¢ okna dla tacznej wagi obserwacji 95%
(Y =0.95). Szereg dlugosci okien przedstawiat.sje68stepujaco: 30, 45, 60, 90, 120,

dni. W rezultacie sprawdzitem dla metody RM 42 kombinacje parametrow.
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Obliczenia prowadzitem dla pozioméw istotnosci 0.95 i 0.99. Tak wiec w sumie
sprawdzitem 484 kombinacji metody, parametréw i punktéw startu. Oznaczato to koniecznos¢

obliczenia kilkuset tysiecy dziennych VaR.

Kolejnym, waznym zagadnieniem jest ustalenie kryteriow jakosci stosowanej metody
pomiaru wartosci narazonej na ryzyko, dajgcych podstawe do okreslenia réznic miedzy po-
szczegolnymi podejsciami. Z samej definicji VaR wynika, ze naszym celem jest okre$lenie p-
kwantyla P&L dystrybuanty, czyli podstawe oceny powinna stanowi¢ nieobciagzonosé¢ VaR.
Tak wiec w ramach symulacji testowatem, czy empiryczny odsetek naruszeh VaR w sposob
statystycznie istotny nie odbiega od zatozonego poziomu ufnoéci p . Zastosowatem test oparty

na ilorazie wiarygodno$ci i test oparty na rozktadzie normalnym.

Istotng cechg dobrej metody kalkulacji VaR powinien by¢ brak autokorelacji prze-
kroczen VaR. W zwigzku z tym dokonatem estymacji wspétczynnikéw autokorelacji i czgstko-
wej autokorelacji dla 48 op6znien oraz obliczytem wartosci statystyki typu portmoneau
Ljunga-Boxa (sprawdzajacej istotno$¢ autokorelacji) wraz z poziomem prawdopodobienstwa

hipotezy zerowej (czyli braku autokorelacji).

Sprawdzitem réwniez, na ile rozktad ekstremalnych zwrotéw z portfela jest zblizony
do rozktadu normalnego. W tym celu obliczylem standaryzowang, przecigetng warto$¢ przekro-
czenia VaR, podobnie jak w [34]. Ponadto dla kazdej z symulacji obliczono szereg statystyk
opisowych: $redni VaR, odchylenie standardowe VaR, maksymalny i minimalny VaR, oszaco-

wany, przecietny btgd estymacji VaR.

W ostatnim tescie postanowitem sprawdzié, na ile restrykcyjny, w przypadku wybra-
nego portfela, jest przyjety przez Komitet Bazylejski wspotczynnik bezpieczenstwa limitu
kapitalowego (tzw. mnoznik bazylejski, pot. rozdz. 5). Tak wiec dla kazdej symulacji wyzna-
czytem maksymalny stosunek prognozowanego, jednodniowego VaR przeskalowanego
wspotczynnikiem \/ﬁ do zrealizowanej, skumulowanej strat w ciggu 10 kolejnych dni robo-

czych.

11.3. Wyniki symulacji. Wnioski

Przyjrzyjmy sie na poczatek charakterystyce trzech rozpatrywanych metod dla poréwnywal-
nych okreséw obserwacji. Na podstawie rys. 17 oraz rys. 18 mozna sformutowac kilka spo-
strzezen:

1. Metoda HS cechuje sie skokowymi zmianami wartosci (,schodkami”), co szczeg6lnie
widoczne jest dla p=0.99. Metody parametryczne zmieniajg sie w bardziej ptynny sposob.
Zwigzane jest to z faktem, Zze na warto$¢ VaR-HS wptywajg jedynie obserwacje z lewego
ogona dystrybuanty zwrotéw, ktére z definicji wystepujg niezbyt czesto. Mimo to metoda

HS nie reaguje w sposob wyraznie wolniejszy na zmiany wariancji szeregu zwrotow.
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Rys. 17. Poréwnanie VaR dla trzech metod przy poziomie ufnosci 0.95 i oknie obserwacji
n=100

VaR (tys. PLN)

Rys. 18. Poréwnanie VaR dla trzech metod przy poziomie ufnosci 0.99 i oknie obserwacji
n=200

w
I
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2. Metoda RM wydaje sie najbardziej dynamicznie reagowac na zmiany wariancji zwrotow,
aczkolwiek z powoddéw podanych w poprzednim rozdziale, niemozliwe jest zapewnienie
petnej porownywalnosci metod HS/VC i RM pod wzgledem efektywnego okna obserwacji.
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3. Warto zauwazy¢, ze dla p=0.95 metoda HS pozostaje przez wigkszos¢ préby ponizej VaR
otrzymanego przy pomocy metod VC i RM. Odwrotnie jest natomiast dla p=0.99. Swiad-
czy¢ to moze o przeszacowywaniu ryzyka przez metody parametryczne dla p=0.95 i nie-

doszacowaniu dla p=0.99.

Generalnie nie mozna zaobserwowac¢ znaczgcych réznic pomiedzy metodami dla po-
ziomu istotnosci 0.95. Przy poziomie istotnosci 0.99 wyraznie odmienng charakterystyke

posiada metoda historycznej symulaciji.

Rys. 19. Zwroty bezwzgledne z portfela i VaR dla metody VC i réznej diugosci okna
(p=0.95)
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W kolejnym kroku poréwnatem graficznie wtasciwosci VaR dla réznych okreséw ob-
serwacji i metod. Dla wszystkich metod mozna wyciggna¢ zblizone wnioski. Po pierwsze,
wydtuzanie okresu prowadzi do zmniejszenia, a skracanie do zwigkszenia zmiennosci VaR.
Po drugie, jak ilustruje to rys. 19, dla dtugich okien (lub wysokich A ) VaR z op6znieniem
reaguje na zmiany wariancji szeregu zwrotéw. Wskutek tego mozemy zaobserwowa¢ sytuacje,
kiedy:

e wariancja zwrotéw maleje, a VaR ros$nie lub pozostaje bez zmian

e wariancja zwrotoéw rosnie, a VaR spada

Przyjrzyjmy sie teraz wynikom opisanych w poprzednim rozdziale testéw dla przeprowadzo-
nych metodg symulacji szeregdéw VaR. Jak juz wspomniatem, symulacje przeprowadzono dla
trzech metod (VC, HS, RM), dwoch poziomdw ufnosci (0.95 i 0.99) oraz zmiennej dtugosci
okna obserwacji, stosujgc podejscie statego i zmiennego startu.

1. Nieobciazonos$é. Dla poziomu ufnosci p=0.95 obie metody parametryczne poprawnie

szacowaty ryzyko, tzn. odsetek przekroczen VaR nie odbiegat istotnie statystycznie od
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5%. Dla tego samego poziomu ufno$ci metoda HS systematycznie niedoszacowywata ry-
zyko, tzn. odsetek przekroczen VaR-HS byt istotnie wyzszy od 5%. Co wiecej, odsetek ten
rést w miare wydtuzania sie okna obserwacji.

Dla poziomu ufnosci p=0.99 wszystkie metody prowadzity do zanizonych estymatoréw
VaR. Najlepszg metodg okazata sig¢ historyczna symulacja, dla ktérej w przypadku kroét-
kich okien (100-120 obserwaciji) oraz dtugich (470-500 obserwacji) odsetek naruszen VaR

nie roznit sie w statystycznie istotny sposéb od zatozonego poziomu p , aczkolwiek go

przekraczat®®. Przy metodzie VC mozna bylo zaobserwowaé wzrost odsetka przekroczen
w miare wydtuzania sie dtugosci proby, nie byt on jednak tak wyrazny, jak w przypadku
p=0.95 i metody HS.

2. Autokorelacja VaR. Dla p=0.95 test oparty na statystyce Ljunga-Boxa pozwalat na
odrzucenie hipotezy o istnieniu autokorelacji przekroczen VaR jedynie dla metody RM
z parametrem A =0.905 . Analogiczne wnioski mozna wysnu¢ na podstawie obliczonych
wspoétczynnikow autokorelacji, ktore (z tym jednym wyjatkiem) okazaty sie istotne staty-
stycznie. Mozna byto zaobserwowa¢ wzrost autokorelacji w miare wydtuzania sie okna
obserwacji (wzrostu parametru A ). Obserwowana istotna statystycznie autokorelacja
przekroczen VaR moze stanowi¢ rezultat skupiania sie zmiennosci (ang. volatility cluster-
ing).

Inaczej przedstawiata sie sytuacja dla p=0.99. W tym wypadku, dla krétszych okien ob-
serwacji w wypadku metod VC i HS oraz dla metody RM, mozna odrzuci¢ hipoteze o ist-
nieniu korelacji pomiedzy naruszeniami VaR. Oczywiscie, wyniki dla p=0.99 nalezy
traktowac z duzg dozg ostroznosci, gdyz testy opieraty sie na 10-20 obserwowanych
przekroczeniach. Jednak generalnie najmniejszg autokorelacjg przekroczen cechowata
sie metoda RM.

3. Normalnosé¢ skrajnych zwrotéw. Analiza skrajnych zwrotéw data do$¢ zaskakujace
rezultaty. Generalnie, srednia warto$¢ zwrotéw ponad VaR byta znacznie wyzsza niz wy-
nikatoby to z zatozenia log-normalnych zwrotoéw. Nieoczekiwanie wyjatkiem okazata sie
metoda HS dla p=0.95. Moze mie¢ to zwigzek z faktem, ze metoda HS dla p=0.95 zani-
zata systematycznie VaR (pot. wyzej), przez co zwroty przekraczajace VaR miaty rozkiad
bardziej zblizony do normalnego (jako mniej skrajne).

4. Statystyki opisowe. Wszystkie metody wykazywaty zblizong charakterystyke. W miare
wzrostu diugosci okna spadato odchylenie (zmienno$¢) estymowanego VaR oraz jego
przecietna warto$¢. O ile pierwsza zalezno$¢ jest zgodna z intuicjg, o tyle trudno znalez¢
teoretyczne uzasadnienie dla spadku Ssredniego VaR w miare wzrostu dtugosciaiieza.

Jak wspomniano, badania Hendri [29], wskazywaty na odwrotng zaleznos¢.

Wydaje sie, ze istnienia okreslonej zaleznosci jest determinowane charakterystykg szere-
gu. W rozpatrywanym przypadku mieliSmy do czynienia ze wzrostem zmienno$ci zwrotéw
z portfela pod koniec préby. Estymatory VaR oparte na dtuzszych oknach obserwacii

z opOznieniem reagujg na zmiany wariancji szeregu zwrotdw. Wskutek tego w wigkszym
stopniu uwzgledniaty one nizszg zmiennos¢ z poczatku préby, nie oddajgc zarazem w
petni jej wzrostu pod koniec rozpatrywanego okresu. Prawdopodobnie odwrotna sytuacja

miatackségsce we wspomnianych badaniach Hendri

% Nalezy jednak zauwazyé, ze w przypadku okien rzedu 100-200 obserwacji, VaR-HS byt praktycznie réwny
maksymalnej dotychczasowej obserwacji.
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5.  Mnoznik bazylejski. Dla zadnej z metod mnoznik nie osiagnat wartosci 3. Najwyzszg
warto$¢ mnoznika (2.08) otrzymano dla metody HS i okna 470 obserwacji. Generalnie
mnoznik rést wraz z wydtuzaniem sie okna obserwacji. Podwaza to do pewnego stopnia
sens wymogu uwzglednienia minimum 250 obserwacji przy kalkulacji VaR. Innymi stowy,
wydtuzanie okna obserwacji nie musi prowadzi¢ do uzyskania bardziej konserwatywnych
(wyzszych) estymatoréow VaR.

6. Na koniec porownatem powyzsze wyniki z wynikami otrzymanymi dla metody zmiennego
startu. Symulacje przeprowadzone w tym uktadzie pozwalaty zweryfikowa¢ powyzsze re-
zultaty na rozszerzonej probie, jak rowniez zbada¢ wtasciwosci estymatorow VaR dla
diuzszych od 500 okien obserwacji. Podstawowe réznice w stosunku do metody statego
startu przy identycznym oknie obserwacji, ale dtuzszym okresie symulaciji, to:

a) nizszy przecietny VaR

b) wyzsze zréznicowanie (wspétczynnik zmiennoéci) VaR
C) nizszy odsetek przekroczen
d) nizsza autokorelacja przekroczen w przypadku p =0.95.

Punkty a i ¢ mozna wyja$ni¢ faktem nizszej zmiennosci zwrotéw w poczgtkowym okresie.
Punkt d z kolei $wiadczy¢ moze, ze poczatkowe obserwacje charakteryzowaty sie nie tyl-
ko nizszg zmienno$cia, ale tez brakiem (lub mniejszym natezeniem wystgpowania) zjawi-
ska skupiania sie zmiennosci. Punkt b wynika po$rednio z niestacjonarno$ci otrzymanego
szeregu VaR (pot. 16). Niestacjonarno$¢ szeregu powoduje m.in. zafatszowanie obliczo-
nych na poziomach wspétczynnikow zmiennoséci. Po dokonaniu obliczen na przyrostach
(dziennych zmianach) VaR, uzyskatem nizszg zmienno$¢é VaR przy podejsciu zmiennego
niz statego startu, co stanowi konsekwencje mniejszej zmienno$ci wariancji zwrotéw

(a zatem i VaR) w pierwszej czgsci proby.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 147



100

Podsumowanie. Whnioski korcowe

12
Podsumowanie. Whnioski koncowe

Koncepcja warto$ci zagrozonej stanowi ostatni (jak na razie) etap ewolucji iloscio-
wych narzedzi oceny i kontroli ryzyka rynkowego. VaR predestynowany jest do petnienia
centralnej roli w zintegrowanym w skali przedsiebiorstwa systemie zarzgdzania ryzykiem -
rynkowym, kredytowym, organizacyjnym etc. Po pierwsze, koncepcja VaR moze zostaé
przeniesiona na ptaszczyzne ryzyka kredytowego i organizacyjnego, co zapewnia daleko idgcg
spojnos¢ pomiaru réznego typu ryzyk. Po drugie, VaR umozliwia ciggte (codzienne, cogodzin-
ne etc.) monitorowanie ryzyka rynkowego instytucji. Po trzecie, VaR zapewnia najwiekszy
poziom elastycznosci, pozwalajac (je$li istnieje taka potrzeba) na ocene ryzyka zwigzanego z
opcjami i uwzglednienie rozktadu zwrotéw alternatywnego do rozktadu normalnego. Rola

podstawowego narzedzia nie oznacza bynajmniej, ze powinno by¢ to narzedzie jedyne.

Wydaje sie, ze najlepszym zastosowaniem dla VaR jest biezacy pomiar ryzyka zwia-
zanego z ,typowq” zmiennoscig rynku. ,Typowa” zmienno$¢ cen instrumentéw finansowych
odpowiedzialna jest za nieuniknione wahania wyniku finansowego banku (przedsiebiorstwa),
jednak bardzo rzadko doprowadza do jego upadtosci (niewyptacalnosci). Wspomniane we
wstepie ,katastrofy” finansowe to wynik nietypowych, ekstremalnych warunkéw rynkowych,
potaczonych zreguty z brakiem szczelnosci wewnetrznego systemu kontroli ekspozycji na
czynniki ryzyka rynkowego. Moim zdaniem, odporno$¢ banku na ekstremalne warunki rynkowe
lepiej mozna oceni¢ za pomocag metod stress testing czy Worst Case Scenario (analizy najgor-
szego przypadku), opisanych w rozdziale 10. Wynika to przede wszystkim z trudnosci, jakie
sprawia kwantyfikacja ekstremalnych ryzyk przez metody ilosciowe, takie jak VaR, czy odchy-

lenie standardowe zwrotéw, w oparciu o ograniczone szeregi czasowe .

Tym niemniej nie oznacza to, ze VaR nie moze zosta¢ wykorzystany jako miara skali
skrajnych warunkéw rynkowych. Takg funkcje petni de facto warto$¢ zagrozona w zaleceniach
nadzoru bankowego, opisanych w rozdziale 5. Wysoko$¢ przyjetego wymogu kapitatowego,
ti. 3-410 - VaR (p =0.99;¢ =1 dzieri), czyli ponad 22 razy dzienne odchylenie zwrotow®,
wskazuje jednoznacznie, ze wymagana rezerwa kapitalowa ma zabezpieczac¢ bank réwniez na
wypadek nader niesprzyjajgcych warunkéw rynkowych. Zastosowanie VaR jako wyznacznika
wymaganego kapitatu rezerwowego niewatpliwie zapewnia wigkszg elastycznos¢ normom
nadzorczym. Niestety, rozwigzanie takie niesie ze sobg roéwniez powazne watpliwosci teore-
tyczne, gdyz jak wspomniatem, warto$¢ zagrozona lepiej sprawdza sie jako goérna granica
normalnych strat rynkowych. Warto sie np. zastanowi¢, czy ekstremalne zwroty sg poprzedza-
ne okresami zwigkszonej zmiennosci rynku. Jesli nie, to obnizanie (tak jak jest to obecnie)
wymagan Kkapitatowych przy spokojnym rynku pozbawione jest wiekszego sensu. Wiele
dyskusji wzbudza réwniez wielko§¢ mnoznika bazylejskiego, dla ktérej nie sposdb znalez¢

uzasadnienia teoretycznego.

% Przy zatozeniu normalnosci zwrotow.
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Dla uzytkownika VaR, ktéorym moze by¢ np. risk manager w banku inwestycyjnym,
warto$¢ zagrozona to narzedzie codziennej pracy. Z drugiej strony VaR stanowi interesujgce
zagadnienie statystyczne i obliczeniowe. Zalety i wady VaR z tego punktu widzenia nalezy
zasadniczo rozpatrywa¢ w odniesieniu do historycznie wcze$niejszej miary ryzyka, a wiec
odchylenia standardowego zwrotéw z portfela. Odchylenie standardowe (czyli zmiennos¢,
wariancja) stanowi podstawe wielu wspotczesnych teorii aktywéw finansowych, m.in. teorii
portfela rynkowego Markowitza czy modelu CAPM. Warto podkreslic podstawowe rdznice
i podobienstwa miedzy tymi miarami ryzyka inwestycyjnego. Generalnie, warto$¢ zagrozona
moze by¢ potencjalnie lepszg miarg ryzyka w 3 wypadkach:

e inny niz normalny rozktad zwrotéw
e nieliniowa zalezno$¢ pomiedzy czynnikami ryzyka

e  portfel zawierajgcy instrumenty o nieliniowej funkcji wyptaty

Natomiast zaréwno odchylenie standardowe, jak i VaR, pozwalajg na poréwnanie ry-
zyka miedzy réznymi portfelami, sq wyrazone w dolarach i potrafig sobie (do pewnego stopnia)
radzi¢ z kwestig heteroskedastycznosci szeregdw zwrotdéw, wzglednie zjawiskiem skupiania
sie zmiennosci. W obu przypadkach mozna dokona¢ dekompozycji na poszczeg6ine klasy
instrumentéw i pojedyncze pozycje, badz utworzy¢ wskaznik skorygowanego o ryzyko zwrotu
z inwestycji (Risk Adjusted Performance Measure). Tak wiec przekonywanie inwestora, ktory
posiada dobrze zdywersyfikowany portfel inwestycyjny, bez instrumentéw o nieliniowej funkciji
wyptaty, ze VaR jest lepszy od zmiennosci, jest pozbawione podstaw. W takim wypadku wybor

miedzy tymi miarami ryzyka jest kwestig arbitralna.

Jedng z podstawowych kwestii dla ilosciowych miar ryzyka, zaréwno dla zmiennoéci,
jak i wartosci zagrozonej, jest podejscie do zagadnienia heteroskedastycznosci szeregdéw
czasowych zwrotéw. Aczkolwiek zdarzajg sie zapewne wyjatki, to jednak wiekszo$¢ cen
instrumentow finansowych wykazuje wyrazne wahania poziomu zmiennos$ci i wspétzaleznoéci,
czyli wiasnie heteroskedastyczno$¢. Wahania te mogg sie rézni¢ pod wzgledem amplitudy,
a przede wszystkim pod wzgledem okresu trwania. Mozliwe sg zaréwno trwate zmiany pozio-
mu zmiennosci (jak np. przy uwalnianiu kurséw walutowych), jak i kilkudniowe, gwattowne

wzrosty wariancji.

Nalezy podkreslic, ze wszystkie omawiane techniki estymacji VaR, a dokfadniej ich
implementacje, zaktadajg heteroskedastyczno$¢ zwrotow. Wszystkie bowiem ograniczajg okno
obserwacji, natomiast przy zatozeniu homoskedastycznosci, najlepszy estymator VaR wyko-
rzystywatby catg dostepng informacje i dtugos¢ préby. Diugo$é okna obserwacji i sposo6b
wazenia historycznych danych stanowi zatem istotny czynnik warunkujacy jakos¢ finalnego
modelu kontroli ryzyka. Zbyt krotki okres wykorzystywany do estymacii*® powoduje nadmierng
zmiennos$¢ (losowo$¢) samej miary ryzyka, ktéra podlega wahaniom nie tylko przy rzeczywi-
stym wzroscie zmiennosci rynku, ale rébwniez w okresach, kiedy zmiennos¢ instrumentu nie

ulega wigkszym zmianom. Innymi stowy wzrasta wariancja estymatora ryzyka, czyli spada jego

4 Lub zbyt wysoka waga przypisywana ostatnim obserwacjom.
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efektywno$¢. Szczegolnie widoczne jest to przy miarach ryzyka opartych na obserwacjach
pochodzacych z ogona P&L dystrybuanty, jak np. VaR (0.99). Przy zbyt dtugim oknie obserwa-
cji, miara ryzyka z opdznieniem reaguje na zmiany sytuacji na rynku, co oznacza, ze wzrasta
jej obcigzenie. Wybor okresu stosowanego do estymacji wymaga zatem ciggtego balansowa-

nia migdzy efektywnoscig a obcigzeniem miary ryzyka.

Jak juz wspomniatem, wybor pomiedzy zmienno$cig a VaR, jako miarami ryzyka,
w przypadku prostej metody wariancji-kowarianc;ji jest kwestig preferencji koncowego uzytkow-
nika. Jednak pojawienie sie i upowszechnienie opcji stato sie wazkim argumentem za imple-
mentacjg VaR, jako metody kontroli ryzyka rynkowego. W przypadku opcji zmienno$¢
przestaje by¢ dobrg miarg ryzyka portfela, gdyz nawet przy normalnym rozktadzie zwrotéw
z czynnikdéw ryzyka, zwrot z portfela bedzie mie¢ rozktad inny niz normalny. Tak wigc przy
ocenie wad i zalet poszczegolnych metod kalkulacji warto$ci zagrozonej, podej$cie do wyceny
opcji stanowi istotne kryterium. Z teoretycznego punktu widzenia, zdecydowang przewage
majg metody symulacyjne, czyli technika Monte Carlo i historyczna symulacja. W tych meto-
dach mozna ptynnie regulowa¢ uwzgledniany stopien nieliniowosci - od aproksymacji metoda
delta do petnej wyceny opcji. W przypadku metod analitycznych mozliwe jest jedynie ograni-
czone uwzglednianie charakterystyki opcji, poprzez odpowiednig korekte VaR (pot. rozdz.7.3).
Z praktycznego punktu widzenia jednak, roznica ta nie musi oznacza¢ znacznej rozbiezno$ci

uzyskiwanych rezultatow.

Istotnym argumentem przemawiajgcym na korzys¢ VaR i motywujgcym powstanie tej
koncepcji jest wystepowanie w wielu wypadkach réznic pomigedzy empirycznymi rozktadami
zwrotéw z instrumentéw finansowych, a rozktadem normalnym. W innym ujeciu, gaussowski
proces btadzenia przypadkowego nie stanowi wtasciwego modelu dla cen wielu aktywéw
finansowych i to nie ze wzgledu na ich heteroskedastyczno$¢, ale warunkowy rozktad przyro-
stéw charakteryzujacy sie ekscesem kurtozy i skosnoscia. W tym momencie, macierz warian-
cji-kowariancji nie oddaje w pelni ryzyka zwigzanego z portfelem inwestycyjnym.
Uwzglednianie przez model VaR alternatywnych rozktadéw zwrotow to nastepny, wazny
element jego oceny. Istnieje ogromna liczba mozliwych specyfikacji alternatywnych rozktadéw
zwrotow, z ktorych jedynie kilka (model wartosci ekstremalnych, model jump-diffusion, rozktad
GED, rézne odmiany metody HS) zostato przedstawionych w niniejszej pracy. Jest to jeden
z powaznych probleméw zwigzanych z odej$ciem od tradycyjnego zatozenia o normalnoéci
log-zwrotow. Trudno jest bowiem dokona¢ wyboru jednoznacznie najlepszej metody, zwlasz-
cza, ze w przypadku VaR ocena modelu odbywa sie na ograniczonej liczbie obserwaciji

(naruszen VaR), co ogranicza efektywno$¢ metod ilosciowych.

Kolejnym problemem moze si¢ wydawa¢ znalezienie odpowiednich miar wspéizalez-
nosci przy rozpatrywaniu rozktadu zwrotéw spoza rodziny rozktadéw eliptycznych. Teoretyczne
podstawy modelowania nieliniowosci w zwigzkach miedzy instrumentami zostaty opisane
w rozdziale 4.3. Tematyka ta stanowi niewatpliwie interesujgce pola do dalszych badan, tym

niemniej praktycznym sposobem uniknigcia komplikacji zwigzanych z wielowymiarowym
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charakterem zagadnienia jest rozpatrywanie catego portfela jako pojedynczego instrumentu,
przez co sprowadzamy problem do jednego wymiaru. Z drugiej strony, warto zwréci¢ uwage,
ze takie rozwigzanie jest niemozliwe w przypadku systemu w rodzaju Risk Metrics, ktory musi

zapewnia¢ uzytkownikom elastyczno$¢ w tworzeniu portfeli i ocenie ich ryzyka.

Zarébwno wycena instrumentéw o nieliniowej funkcji wyptaty, jak i modelowanie z za-
stosowaniem alternatywnych rozktadéw zwrotéw zwigzane jest z jednym z podstawowych
watkow tej pracy tj. zastosowaniem metod numerycznych w modelowaniu finansowym (pot. np.
rozdz. 6.3, rozdz. 7.6). Jedynie gwattowny rozwdj metod symulacyjnych pozwolit na petne
wykorzystanie mozliwosci VaR. Budowa odpowiednich systeméw informatycznych
i zastosowanie nowoczesnych algorytmow obliczeniowych umozliwity biezacg kontrole ryzyka

przeprowadzanych transakcji i, co wazniejsze, jego ocene w kontekscie catego portfela banku.

Na koniec chciatbym zwréci¢ uwage, ze Value at Risk stanowi nie tylko ostatni krok
w rozwoju narzedzi analizy i kontroli ryzyka rynkowego. Jest to rowniez obfite zrédto tematéw
badawczych i czynnik rozwoju dla znaczacej gatezi ustug finansowych, dostawcéw systemow
zarzadzania ryzykiem i firm dostarczajacych ustug w tym zakresie. To z kolei w naturalny
sposoOb prowadzi do pewnego znieksztatcania oceny rzeczywistej wartosci tego narzedzia oraz
pomijania jego wad i ograniczen. Warto zatem pamieta¢, ze stosowanie Value at Risk nie
uwalnia inwestora od zgodnej ze ,zdrowym rozsgdkiem” oceny decyzji inwestycyjnych, czy tez
stosowania komplementarnych miar ryzyka. W ramach powyzszej pracy staratem sig wiernie
przedstawi¢ mocne i stabe strony ilosciowych metod kwantyfikacji ryzyka, jak tez mozliwosci
przezwyciezania ich ograniczen. | mam nadzieje, ze moje starania zakonczyly sie cho¢ cze-

Sciowym sukcesem...
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