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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono sformutowanie stochastycznego zadania programowania
matematycznego, przeznaczonego do optymalizacji zarzadzania dtugiem (emisji obligacji
hurtowych) w horyzoncie strategii trzyletniej oraz wyniki empiryczne dla okresu 2002 - 2004.
Zmiennymi decyzyjnymi zadania sa warto$ci emisji poszczegdlnych obligacji, w kolejnych
latach. Kryterium optymalizacji stanowia Srednioroczne koszty obstugi emitowanego portfela
obligacji, podlegajace minimalizacji. Wyrazono je dla kazdej zmiennej decyzyjnej w postaci
iloczynu sktadanej stopy zwrotu oraz kapitatu pozyskiwanego w wyniku sprzedazy obligac;ji.
Stochastyczna posta¢ nadano warunkom ograniczajacym okreslajacym potrzeby pozyczkowe
budzetu w kolejnych latach. Zastosowano podejscie Dantzig’a-Madansky’ego uwzgledniajace
mozliwos¢ wystapienia nadmiaru i niedoboru srodkoéw. Warunki ograniczajace zadania
obejmuja wiele cech emitowanego dtugu, w szczegdlnosci mierniki ryzyka. Wyznaczenie
numerycznej postaci zadania wymaga predykcji rentownosci wystgpujacych w funkcji celu.
Dokonano jej przy wykorzystaniu dwodch algorytméw klasyfikacji, opartych na:
poréwnaniach parami oraz sieci neuronowej (modelu Kohonena). Zadanie rozwiazano
stosujac metody przyblizone. Nieliniowe funkcje, bedace sktadnikami funkcji celu i
niektorych ograniczen, aproksymowano wielomianami algebraicznymi, po czym rozwigzano
zadanie aproksymowane. Otrzymane wyniki wskazuja, ze wykorzystanie optymalizacji moze
przynies$¢ niepomijalne oszczednosci w kosztach obstugi dlugu, bedacych wydatkami budzetu
panstwa. Ponadto, zastosowanie optymalizacji przynosi - dzigki mozliwo$ci komputeryzacji
obliczen - oszczedno$ci w naktadach pracy i skraca czas niezbgdny na uzyskanie wynikow.
Dostarcza tez wielu informacji analitycznych nieosiagalnych przy wykorzystaniu
tradycyjnych metod zarzadzania - opartych na do§wiadczeniu 1 intuicji. Poziom zlozonosci
rozwazanego zadania wyklucza uzyskanie rozwiazania optymalnego w sposob tradycyjny. W
przypadku wykorzystania metod tradycyjnych nie jest tez mozliwe okreslenie odlegfosci

wynikow od rozwiazania optymalnego.

Stowa kluczowe:

* stochastyczna optymalizacja strategii zarzadzania dlugiem publicznym, ¢ zadanie

programowania stochastycznego w postaci Dantzig’a-Madansky’ego.
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1. Wstep

W problemach optymalizacyjnych dotyczacych zarzadzania instrumentami dtuznymi
Skarbu Panstwa wystgpuje szereg elementow stochastycznych. Najwazniejsze z nich to:
prognozy stop procentowych niezbedne dla okreslenia funkcji celu 1 niektorych ograniczen
oraz parametry okreslajace potrzeby pozyczkowe budzetu (kapitat). Losowos$¢ prognoz stop
procentowych znajduje odzwierciedlenie w prezentowanych wcze$niej pracach autorow nt.
optymalizacji zarzadzania dtugiem (por. Klukowski L., Kuba E. (2001a)), m.in. w postaci
warunkow ograniczajacych forme kwadratowa macierzy wariancji i kowariancji (lub
semiwariancji 1 semikowariancji) przysztych rentownosci. Losowos¢ kapitatu jest nie mniej
wazna, poniewaz wskutek nieliniowosci oraz dyskretno$ci rozwazanych probleméw, zmiany
jego poziomu moga w sposob nieoczekiwany (w szczegolnosci nie wprost proporcjonalny)
wplywac na posta¢ rozwiazania. Jest zatem wysoce zasadne zastosowanie odpowiednich
technik optymalizacyjnych uwzgledniajacych losowos$¢ w tym zakresie, a zwlaszcza metod
programowania stochastycznego. Spektrum technik mozliwych do wykorzystania jest do§¢
obszerne. Praktyka narzuca jednakze istotne ograniczenia zwiazane z mozliwoscia okreslenia
rozktadow losowych elementow zadan, dopuszczalnym czasem obliczen, poziomem
zlozono$ci matematycznej, itp. Dlatego tez jako pierwsze przyblizenie proponuje si¢
wykorzystanie metod prostych, odzwierciedlajacych najwazniejsze cechy optymalizowanych
decyzji. Warunki te spetnia zadanie stochastyczne sformutowane przez Dantziga-
Madansky’ego (por. np. W. Grabowski (1980), pkt. 19.3.3). W zadaniu tym zaktada sig, ze
parametr wystepujacy w warunku ograniczajacym jest wielkoscia (zmienna) losowa o
znanym rozktadzie, a odstepstwo od rownosciowego spelnienia tego ograniczenia, tj.
powstanie nadmiaru lub niedoboru, pociaga za soba okreslone koszty. Uwzglednienie
losowosci parametrow zapewnia istotnie wyzszy poziom adekwatnos$ci do realiow procesu
decyzyjnego, a zwlaszcza uwalnia od koniecznos$ci podania doktadnego poziomu potrzeb
pozyczkowych budzetu z wieloletnim wyprzedzeniem. Okreslenie poziomu tych potrzeb
przyjmuje postac¢ probabilistyczna, tj. rozktadow prawdopodobienstwa zadanych na
przyjetych zbiorach wartosci; zyskuje zatem bardziej ogolna i elastyczng formg. Ponizej
zostanie sformutowane zadanie stochastyczne wymienionego typu dla strategii trzyletnie;j;
wersj¢ deterministycznq tego zadania przedstawiono w pracy Klukowski L., Kuba E. (2002).

Mozliwo$¢ wystapienia nadmiaru lub niedoboru kapitatu wptywa na postac
analityczna zadania i jego rozmiar, poniewaz generuje dodatkowe zmienne decyzyjne,

wlaczane do funkcji celu 1 warunké6w ograniczajacych. Istotnym modyfikacjom ulegaja



zwlaszcza ograniczenia, poniewaz wystepuja w nich warto$ci zmiennych losowych,
okreslajace potrzeby pozyczkowe budzetu oraz zmienne decyzyjne wyrazajace nadmiar lub
niedobor. Zwigksza sig tez liczba ograniczen - proporcjonalnie do liczebnos$ci zbioru wartosci
rozktadu prawdopodobienstwa okreslajacego kapitat (w przypadku dyskretnej postaci tego
rozktadu). Modyfikacje, prowadzace do stochastycznej postaci zadania, zachowuja wlasnos¢
wypuktosci wystgpujacych w nim funkcji nieliniowych (traktujac zmienne decyzyjne jako
wielkosci ciggle). Pozwala to rozwiaza¢ zadanie stochastyczne przy wykorzystaniu
identycznych algorytmow, jak zadanie deterministyczne.

Nalezy doda¢, ze w warunkach wystepowania stochastycznych parametrow problemu
decyzyjnego, w praktyce stosuje si¢ czgsto - rowniez w zarzadzaniu dlugiem - metody
symulacyjne, a nie optymalizacyjne (np. tzw. metod¢ cost at risk). Polegaja one na dokonaniu
odpowiednio duzej liczby przebiegdw symulacyjnych modelu analizowanego zjawiska (ktory
trzeba wczesniej opracowac), a nastgpnie wyborze najlepszej decyzji na ich podstawie. Wynik
otrzymany przy wykorzystaniu metod symulacyjnych nie gwarantuje rzeczywistej
optymalnos$ci decyzji. Stosowanie metod symulacyjnych jest zatem zasadne tylko w
przypadku, gdy nie ma mozliwosci sformutowania 1 rozwiazania problemu
optymalizacyjnego. Z tego wzgledu, w zarzadzaniu dlugiem metody symulacyjne nie
stanowia alternatywy, a tym bardziej zamiennika dla zadan optymalizacyjnych. W praktyce
metody symulacyjne sg stosowane niejednokrotnie ze wzgledu na mniejsze wymagania
odnos$nie wiedzy matematycznej oraz oprogramowania komputerowego.

Celem tej pracy jest gtbwnie prezentacja sposobu sformutowania zadania
stochastycznego optymalizujacego strukturg emisji obligacji hurtowych (rozdz. 2), metod
okreslenia jego parametréw, w tym prognoz rentownosci (rozdz. 3) oraz wynikow
empirycznych — rozwiazania optymalnego (rozdz. 4). Pominigto bony skarbowe, poniewaz
ich udziat w emisji (w przyblizeniu staly w czasie) jest okreslony gtownie przez potrzeby
zarzadzania ptynno$cia budzetu panstwa, a takze obligacje detaliczne, majace uzupetniajacy
charakter. Ograniczenia deterministyczne, omowione w pracy Klukowski L., Kuba E. (2002),
zawarto jedynie w numerycznej postaci zadania. Ogolny zarys optymalizacyjnego ujecia
zarzadzania dtugiem jest przedmiotem pracy Klukowski L., Kuba E. (2001a).

Jest oczywiste, ze przedstawione sformutowanie jest jednym z mozliwych wariantow
zadania stochastycznego (por. np. W. Grabowski (1980), rozdz. 19). Dokonujac wyboru jego
postaci kierowano si¢ gtownie wzgledami aplikacyjnymi — prostota matematyczna, fatwosciq
okreslenia parametréw i ich intuicyjnosciq oraz mozliwo$cia dokonania obliczen przy

wykorzystaniu powszechnie dostgpnego oprogramowania, np. typu Excel.



2. Sformulowanie zadania optymalizacyjnego

Przedstawione ponizej zadanie ma na celu minimalizacjg $redniorocznych kosztow
obstugi rozwazanych instrumentow dtuznych, w horyzoncie strategii trzyletniej, przy
zalozeniu, ze zmienne decyzyjne odpowiadaja okresom rocznym, w warunkach losowego
poziomu parametrow okreslajacych potrzeby pozyczkowe budzetu. Jako miarg rentownosci
instrumentoéw dtuznych przyjgto sktadana stopg zwrotu (CRR), a koszty obstugi, podlegajace
minimalizacji, wyrazono w postaci iloczynu rentownosci i kapitatu (opartego na cenie
brudnej). Warunki ograniczajace zadania moga obejmowac — poza potrzebami
pozyczkowymi — wiele parametrow (wlasnosci) emitowanego portfela dtugu, a zwlaszcza
mierniki poziomu ryzyka (por. Klukowski L., Kuba E. (2002)).

W celu uproszczenia i skrocenia zapisu, zostanie rozwazone zadanie zawierajace —
obok funkcji celu — jedynie ograniczenia dotyczace kapitatu; w numerycznej postaci zadania
(w rozdz. 3) uwzgledniono ponadto ograniczenia poziomu kosztow obstugi, ktére zaleza od
nadmiaru lub niedoboru, jak rowniez ograniczenia uwzglednione w pracy L. Klukowski,

E. Kuba (2002). Zadanie wyj$ciowe — z deterministycznymi warunkami ograniczajacymi
mozna zapisa¢ w nast¢pujacy sposob. Funkcja celu ma postac:
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warunki ograniczajace wyrazaja si¢ nierownosciami:
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gdzie:

H — horyzont optymalizacji - osiem lat (liczac od pierwszego roku strategii);

xit (=1, ...,4) — sprzedaz i-tej obligacji w roku t (t=1, 2, 3) - zmienna decyzyjna (liczba
nominatow); uwzgledniono obligacje sprzedawane na przetargach w 2001 r., tj. 2-letnia
(zerokuponowa), 5-letnia (statoprocentowa) oraz dwie 10-letnie: stato- i zmiennoprocentowa;
d™(xy,) — $rednie dyskonto odpowiadajace sprzedazy xj i-tej obligacji w roku t;

¢(it)(xit) — funkcja okreslajaca rentownos$¢ (typu CRR) i-tej obligacji, odpowiadajaca
sprzedazy xi, w roku t, dla horyzontu optymalizacji H;

Ti — dlugos¢ okresu migdzy sprzedaza i-tej obligacji w roku t oraz horyzontem optymalizacji
H; Hj; - czg$¢ catkowita z liczby Ty ;

Pin - (i=3,4; 1<t<3)— cena (rynkowa) i-tej obligacji, sprzedanej w roku t, w chwili
odpowiadajacej horyzontowi optymalizacji H;

A — parametr ograniczajacy od dotu potrzeby pozyczkowe budzetu (kapitatl) w roku t — z
uwzglednieniem wykupu obligacji sprzedanych w poprzednich latach, ale z pominigciem
wykupu instrumentéw sprzedanych w latach t=1, 2, 3 (tzn. zmiennych decyzyjnych zadania);
sa to zatem laczne potrzeby pozyczkowe budzetu wynikajace z poziomu deficytu i wykupu
dhugu emitowanego przed okresem obejmujacym strategig;

M — nominal jednej obligacji (obecnie 1000 zt);

xil?in, Xﬁlax (=1, 2, 3,4 ; t=1, 2, 3) — ograniczenia zmiennej X;; — odpowiednio: dolne i gorne.

W celu uproszczenia zapisu pominigto w wyrazeniach okreslajacych kapital, tj.: M-
d(it)(xit), odsetki wykupywane na przetargu, bedace sktadnikiem ceny brudnej, wykorzystanej
w empirycznej czgsci pracy (rozdz. 4).

Losowos¢ poziomu kapitatu oznacza, ze wektor parametrow A = [A, A,, As]" moze
przyjmowac jedna z s wartosci (s>1) z prawdopodobienstwami py, ..., ps. Oznaczajac
symbolem A (wielowymiarowa) zmienna losowa wyrazajaca ograniczenie poziomu kapitatu
w kolejnych trzech latach, tzn. przyjmujac A = [A1, Ay, As]", fakt ten mozna zapisa¢ w

postaci:



P(A = [Alra A2r9 A3r]) = Pr (I'=1, (ERD) S) s zprzla (6)

r=1
gdzie:
Ay — r-ty element zbioru warto$ci zmiennej losowej /\;.

Losowos$¢ parametru ograniczajacego poziom kapitalu powoduje, iz wartos$¢ funkcji

4
int(M - d(lt)(xit)) wystepujacej po lewej stronie kazdego z warunkéw (2) — (4) moze by¢

i=1

r6zna od prawej strony, tj. Ay, (nalezy doda¢, ze w przypadku deterministycznym
ograniczenia (2) — (4) sa spetlnione w rozwiazaniu optymalnym réwnosciowo, poniewaz
funkcja celu jest rosnaca ze wzgledu na kazda ze zmiennych). W przypadku, gdy wartosc¢ tej
funkcji jest mniejsza od prawej strony wystepuje niedobor srodkow, jesli wigksza — nadmiar.
Kazda z tych sytuacji moze spowodowac okreslone koszty. Niedobdr — konieczno$¢
zaciagnigcia pozyczek po wyzszych kosztach niz indukowane przez rentownosci wynikajace
z przetargdéw na rozwazane obligacje (np. powstanie dtugu z odsetkami ustawowymi),
nadmiar — konieczno$¢ dokonania lokat o dochodowosci wyzszej od wynikajacej z
emitowanych obligacji. Dla uproszczenia, koszt zar6wno niedoboru (rentownos¢) i, jak 1
nadmiaru 1 bedzie przyjmowany na statym poziomie w roku t, niezaleznym od poziomu i

struktury niedoboru lub nadmiaru (uzytych instrumentéw), przy czym:
yt 5 nt 20 (tzla 2a 3)> (7)
Vet ne>0. (®)

Wielkosci niedoboru y, - oraz nadmiaru z;, definiuje si¢ w nastgpujacy sposob:

4
ytr = max{ Atr +9M X1,1 _ZXit (M _d(lt) (Xlt)) » 0} (tzla 29 39 I'Zl, E) S)a (9)

i=l1
4 .
Ztr = max{ ZXit(M_d(lt)(Xit))_Atr_SMXLl, 0} (t=1,2,3; r=1, ..., 8), (10)
i=1
przy czym: 9=1 dla t=3 oraz 9=0 dla t#3.
Koszt wynikajacy z niedoboru yy; jest rowny iloczynowi VL, , a - z nadmiaru z;, —
iloczynowi Nn¥ . Poniewaz kazda z wartosci yy lub z, realizuje si¢ z prawdopodobienstwem
. . 3 s .
pr, zatem warto$¢ oczekiwana tego kosztu jest rowna 3 3 p (v, Y + N, ztr) - Wyrazenie to
t=Ir=1

dodaje si¢ w sformutowaniu Dantziga-Madansky’ego do funkcji celu (1).



Zasygnalizowane powyzej uproszczenia dotyczace statosci kosztu nadmiaru oraz
niedoboru powoduja, ze sktadniki funkcji celu odpowiadajace niedoborowi i nadmiarowi
maja postac liniowa. Ponadto kazdej z tych sytuacji (niedoborowi i nadmiarowi) w
okreslonym roku odpowiada jedna zmienna (tj. facznie dwie), tzn. nie sa wyspecyfikowane
instrumenty (bony lub obligacje) finansujace niedobdr; zmniejsza to liczbg zmiennych
decyzyjnych zadania. Wyeliminowanie tych uproszczen nie stanowi problemu
matematycznego, ale zwigksza zlozono$¢ zadania.

Mozliwo$¢ wystapienia niedoboru lub nadmiaru wptywa rowniez na posta¢ zbioru
warunkow ograniczajacych — powoduje konieczno$¢ wlaczenia wyrazen (yi, - zy) do
odpowiednich nieréwnosci (2) — (4) (r=1, ..., s), okreslajacych poziom kapitatu oraz
zaleznosci (9) — (10) definiujacych zmienne decyzyjne (tacznie 2[B[s rownosci). Liczba
warunkéw (2) — (4) wzrasta wskutek tego s-krotnie, przy czym otrzymuja one postac
rownosci. Zasadne jest rowniez wlaczenie kosztu wynikajacego z niedoboru yy, tzn.
iloczynow Vi, (lub sum VU N[ %Z) do ograniczen poziomu kosztow obstugi w
poszczegblnych latach (ich posta¢ podano w pracy L. Klukowski, E. Kuba (2002)). Po

dokonaniu wymienionych modyfikacji zadanie (1) — (5) otrzymuje postac:

3 4 . (it) 3 s _
Y YxitM-dO i) 0" (xi) + T X pp (v, yee My ztr) — min (11)
t=li=1 t=lr=l
4 .
> xitM =dWD (i) vy, = z1r =Ar (=1, ..., s), (12)
i=1
4 .
> xioM =d2 (x;2))+ y,, = 221 =A2r (=1, ..., s), (13)
i=1
4 .
> xisM =dP (xig)+ vy, 23 ~M Ky =As (=1, 8), (14)
i=1
4 .
Yo =max{ Ay +9Mxp;- D xitM-d0(xjp), 0} (t=1,2,3; r=1, ..., ), (15)
i=1
4 .
Ztr = max{ zxit (M _d(lt)(xit)) _Atr _SMXI,la 0} (tzlo 29 39 I'Zl, ceey S)o (16)
i=1
XN < i < x I (=1,2,3,4; t=1,2,3). (17)

Przy zatozeniu, ze funkcja (1) jest wypukta, wtasnos¢ wypuktosci zachowuje rowniez
w rozwazanym przypadku funkcja (11). W zadaniu stochastycznym przybywa tacznie 12

zmiennych oraz 24 ograniczen; ponadto warunki dotyczace kapitatu maja posta¢ rownosci. W



przypadku matych wartosci s (rzedu kilku) ztozono$¢ zadania stochastycznego nie rdzni si¢
zatem drastycznie od ztozono$ci zadania deterministycznego. W przypadku duzych s, wzrasta
znaczaco rozmiar zadania, co zwigksza znacznie naktad obliczen i utrudnia rozwiazanie.

Zadanie (11) — (17) wymaga okreslenia dodatkowych — w stosunku do zadania
deterministycznego - parametrow: kosztow niedoboru i nadmiaru oraz rozktadow
prawdopodobienstwa okreslajacych warianty potrzeb pozyczkowych budzetu. Ocena kosztéw
niedoboru i nadmiaru nie stanowi zwykle problemu w praktyce, natomiast trafne okreslenie
rozktadow potrzeb pozyczkowych wymaga prac analityczno-prognostycznych. Pozwala
jednakze na uzyskanie optymalnego rozwiazania, w warunkach potrzeb pozyczkowych
budzetu okreslonych przez rozktad prawdopodobienstwa, a nie pojedyncza wartos¢. W chwili
uzyskania informacji nt. rzeczywistego poziomu nadmiaru lub niedoboru, np. po zakonczeniu
kazdego roku strategii, mozna je wykorzysta¢ do optymalizacji dziatan zwiazanych z
uzupetnieniem niedoboru lub wykorzystaniem nadwyzki.

Stochastyczna posta¢ mozna nada¢ réwniez innym warunkom ograniczajacym, np.
warunkom okreslajacych koszty obstugi, ktérych wielko§¢ wptywa na potrzeby pozyczkowe.

Powoduje to jednakze dalsze zwigkszenie ztozono$ci zadania.

3. Okreslenie parametrow zadania

Omawiane w pracy zadanie ma przede wszystkim na celu zaprezentowanie korzysci
wynikajacych z zastosowania optymalizacji stochastycznej do zarzadzania dtugiem, gtownie
faktu, 1z jest ona blizsza realiom procesu decyzyjnego. Dlatego tez niektore jego parametry,
wymagajace glebszych prac analityczno-prognostycznych, okreslono w sposob zgrubny
(starajac sig zapewni¢ ich realistyczne wtasnosci). W pkt 3.1 scharakteryzowano zwigzle
parametry zadania okreslone w sposob ekspercki. Metod¢ wyznaczenia prognozy funkcji
CRR, oparta na algorytmach sformalizowanych — statystycznym i wykorzystujacym sieci
neuronowe - przedstawiono w pkt. 3.2. Nie omowiono sposobu wyznaczenia parametrow
wystepujacych w zadaniu deterministycznym; problem ten jest jednym z tematéw pracy L.

Klukowski, E. Kuba (2002).

3.1. Okreslenie parametrow wystepujacych w warunkach ograniczajacych zadania
stochastycznego
Nowymi elementami zadania stochastycznego — w stosunku do zadania

deterministycznego — sa: rozktad prawdopodobienstwa charakteryzujacy potrzeby
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pozyczkowe budzetu, tj. zbior warto$ci 1 funkcja prawdopodobienstwa oraz parametry
wyceniajace koszt niedoboru i nadmiaru.

Okreslenie rozktadu potrzeb pozyczkowych dla strategii trzyletniej oraz wyceny
kosztow niedoboru i nadmiaru moze by¢ dokonane gtownie na podstawie analiz eksperckich,
ze wzgledu na niepowtarzalnos$¢ sytuacji w tym zakresie, w kolejnych latach. W przypadku
sformutowania podobnych zadan dla optymalizacji biezacej ptynno$ci budzetu panstwa,
wydaje si¢ natomiast realne wykorzystanie réwniez danych historycznych.

Rozktad potrzeb pozyczkowych budzetu zostat okreslony w niniejszej pracy na
podstawie nastgpujacych zrodet:

a) zapiséw ustawy budzetowej na rok 2002,

b) programu Strategia gospodarcza rzqdu na lata 2002-2005,

¢) danych dotyczacych wykupoéw obligacji w latach 2002-2004 oraz oczekiwanych

kosztow obstugi instrumentow dtuznych, sprzedanych przed rokiem 2001.

Koszty niedoboru okres$lono na podstawie maksymalnego poziomu rentowno$ci CRR dla
poszczegolnych lat, koszty nadmiaru — na podstawie oceny spreadu migdzy rentownos$cia
pozyczek 1 depozytéw (np. roznicy migdzy rentownoscia sprzedawanych bonow skarbowych,
a oprocentowaniem lokat zawiazywanych jako rezerwy srodkow budzetowych).

Wartos$ci parametrow okreslajacych rozktad potrzeb pozyczkowych budzetu oraz
koszty niedoboru i nadmiaru podano w tablicach 1 - 2.

Tablica 1. Rozktad prawdopodobienstwa okreslajacy potrzeby pozyczkowe budzetu panstwa
w latach 2002 — 2004 (w zt).

=1 R=2 =3
Rok 2002 61 719 000 000 63 719 000 000 59 719 000 000
Rok 2003 60 596 000 000 62 696 000 000 58496 000 000
Rok 2004 56 554 000 000 58 854 000 000 54 254 000 000
Prawdopodobienstwo | 0,5 0,3 0,2

Tablica 2. Parametry okre$lajace koszty niedoboru i nadmiaru (w %).

2002 2003 2004
Koszt (rentowno$¢) niedoboru (Vi) 10,11 10,04 9,52
Koszt nadmiaru N 1,01 1,00 0,95

11




3.2. Okreslenie prognoz rentownosci (funkcji CRR)

Metody predykcji funkcji CRR (symbol d)(it)(xit) w zaleznosci (11)), stosowane we
wczesniejszych pracach (por. L. Klukowski, E. Kuba (2001a, 2002)), opieraty si¢ na
zatozeniu stabilno$ci: poziomu stop procentowych, popytu na instrumenty dluzne oraz
podazy tych instrumentéw w okresie obejmujacym dane historyczne 1 horyzont strategii.
Moze ono nie by¢ spelnione w okresie, ktoérego dotyczy niniejsza praca, tj. w roku 2001 (dane
historyczne) oraz w latach 2002 — 2004 (obejmujacych strategi¢ trzyletnia). Dlatego tez
konieczne jest uodpornienie metod predykcji na nie spetnienie w/w zatozen.

Dokonanie predykcji funkcji CRR jest problemem o znacznym stopniu ztozonosci,
poniewaz przedmiotem prognozy jest empiryczna funkcja nieliniowa (indukowana przez
oferty sktadane przez inwestoréw na przetargach), a nie pojedyncza warto$¢. Mozna dokonad
tej predykcji na wiele sposobow; ponizej proponuje si¢ metodg oparta na dwoch zalozeniach:

- postacie analityczne (ksztalty) funkcji CRR dla i-tej obligacji (symbol ¢™(x;) we
wzorze (11)), wynikajace z przetargdw, maja ustalong liczbg wariantow. Mozna je
zidentyfikowac¢ dokonujac klasyfikacji okreslonego zbioru danych historycznych (np.
przetargdw z jednego roku), tzn. podziatu tego zbioru na K; jednorodnych podzbiorow

(Kiz D

- postac prognozowanej funkcji CRR dla i-tej obligacji mozna wyrazi¢ jako iloczyn jej
przecigtnej wartosci CRRj; W roku t (ktorego dotyczy prognoza) oraz pewnej funkcji
wagowej (wzorca) fi(xj;), bedace] wypadkowa jej zidentyfikowanych wariantow

(ksztattow); funkcja fi(xj;) stanowi zatem iloraz warto$ci funkcji CRR oraz przecigtne;j

CRRj; (tzn. fi(xi) = $"(xi)/ CRR;; -

Zalozenia te pozwalaja okresli¢ prognoz¢ funkcji CRR dla kazdej obligacji, w
ustalonym roku t (t=1, 2, 3), w nastgpujacy sposob: * dokona¢ predykcji przecigtnej wartosci
CRR;; (=1, ...,4) wroku t,  wyznaczy¢ wzorce fi(Dl » okresli¢ iloczyn warto$ci przecigtnej
1 wzorca dla kazdej obligacji. Problemem o podstawowym znaczeniu w tym postgpowaniu
jest wyznaczenie wzorcoOw fi(DL Proponuje si¢ tego dokonac na podstawie wynikow
klasyfikacji funkcji CRR, obliczonych na podstawie przyjetego zbioru wczesniejszych
przetargow. Klasyfikacja pozwala zidentyfikowaé (wyodrebni¢) funkcje o tym samym
ksztalcie, w szczegdlnosci stwierdzi¢ czy wszystkie funkcje ze zbioru sa jednorodne (maja ten
sam ksztatt). W przypadku odpowiedzi twierdzacej nalezy okresli¢ ten ksztatt, traktujac
posiadany zbior funkcji jako realizacje wzorca fi([) np. przez usrednienie posiadanych

realizacji. Jesli natomiast liczba wzorcoéw K; jest wigksza niz jeden, tzn. istnieja rozne wzorce
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fi(Dl (k=1, ...,Kj), konieczne jest dodatkowo okreslenie wzorca zagregowanego fi(Dl bedacego
ich wypadkowa.

Liczba metod i algorytmow, ktére mozna wykorzysta¢ w celu klasyfikacji ksztattow
funkcji jest znaczna. W niniejszej pracy wykorzystano dwie metody - statystycznag oraz oparta
na koncepcji sieci neuronowych. Metodg statystyczna stanowit algorytm klasytikacji oparty
na poréwnaniach parami, ktoére moga zawiera¢ biedy losowe (por. Klukowski L. (1990)). Do
poréwnan parami wykorzystano trzy testy statystyczne; weryfikowano: poziom
wspotczynnika korelacji dla poszczegolnych par funkcji CRR z rozwazanego zbioru, warto$¢
ich wspolczynnika regresji liniowej oraz jednorodnos$¢ rozktadow. Warunkiem stosowalnosci
tego algorytmu jest, aby kazde prawdopodobienstwo btednego wyniku porownania (btedu I 1
II rodzaju w tescie) byto mniejsze niz 0,5.

Klasyfikacj¢ z wykorzystaniem sieci neuronowych przeprowadzono za pomoca tzw.
sieci Kohonena (por. Osowski S. (1996)), przy wykorzystaniu programu Neural Connection®
2.2 SPSS. Klasyfikowane zbiory, bedace zbiorami uczacymi dla sieci (ang. training set),
zawieraly niewielka liczbe elementow - rowna liczbie przetargoéw w roku 2001 (metode te
zastosowano do obligacji dwu- i pigcioletnich, sprzedawanych na comiesigcznych
przetargach). W celu zwigkszenia zbioréw uczacych dokonano wielokrotnego losowania
elementow ze zbioru przetargéw z rdwnymi prawdopodobienstwami wyboru; wygenerowano
w ten sposob zbiory o liczebnosci 250 elementéw kazdy. Doswiadczenia empiryczne
wskazuja, ze powigkszenie zbioru uczacego oraz losowe uporzadkowanie jego elementow
wplywa korzystnie na jakos¢ klasyfikacji. Wyniki klasyfikacji za pomoca sieci mozna tez
przeksztalci¢ do postaci porownan parami i wlaczy¢ do algorytmu statystycznego, jakkolwiek
nie gwarantuja one spetnienia warunku stosowalno$ci w/w algorytmu (odnos$nie
prawdopodobienstwa bezblednosci wynikow poroéwnania).

W celu dokonania klasyfikacji za pomoca algorytmu opartego na pordwnaniach
parami nalezy:

(1) okresli¢ zbidr P; przetargow zawierajacych klasyfikowane funkcje CRR. Jest on
traktowany jako zbior zawierajacy realizacje wzorcoéw fix(D) funkcji CRR dla i-tej
obligacji (i=1, ..., 4; k=1, ..., Kj), K; — liczba wzorcow i-tej obligacji (np. zbior P;
moze zawiera¢ funkcje uzyskane na podstawie wynikow przetargéw z okreslonego

roku lub kilku lat);
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(11) zweryfikowac jednorodnos¢ kazdej pary funkcji CRR ze zbioru P; za pomoca
testow statystycznych: zgodnosci rozktadow, regresji, korelacji, itp. (lub innych
procedur);

(ii1))  zastosowac¢ algorytm przedstawiony w pracy Klukowskiego (1990), wyznaczajacy
jednorodne podzbiory zbioru P; (minimalizuje on pewna funkcje wynikéw
porownan). Funkcje CRR zawarte w kazdym z jednorodnych podzbioréw
stanowia podstawe dla okreslenia wzorcow fi(DI (i=1, ..., 4; k=1, ..., Kj), a
nastgpnie, wzorca wypadkowego fi(Dl Sposob okreslenia wzorca wypadkowego
oméwiono w pkt. 4° ponize;.

Kolejne punkty schematu (1) — (iii) zrealizowano w nastgpujacy sposob.

1°. Okre$lono postaé funkcji CRR dla kazdej z obligacji (przy wykorzystaniu prognoz
rentownosci), na podstawie wszystkich przetargdw z roku 2001. Dla kazdego przetargu
obliczono wartosci tej funkcji w 500 réwnoodleglych punktach (weztach), przy czym
maksymalny argument odpowiadal poziomowi popytu. Wartosci te transformowano na dwa
sposoby:

a) podzielono kazda z nich przez warto$¢ przecigtng - mediane funkcji dla danego

przetargu (doktadniej - mediana oznacza warto$é¢ ¢( Xi(tp) /2), Xi(tp) — argument

odpowiadajacy tacznemu popytowi zgloszonemu na przetargu). Wartosci funkcji CRR
wyrazaja si¢ wowczas przez iloczyn mediany i1 funkcji transformowanej (wzorca).
Wartos$ci funkcji transformowanej zawarte sa w otoczeniu liczby jeden. Jako miarg
wartos$ci przecigtnej wykorzystano mediang (a nie np. srednia), poniewaz jest ona
odporna na nietypowe obserwacje - w tym przypadku nietypowe oferty na przetargu
(wigkszos$¢ przetargow zawiera pewna liczbg kraricowych ofert o b. niskich oraz
wysokich rentownos$ciach);

b) obliczono dla funkcji CRR, z kazdego przetargu, wyrazenie stanowiace rdéznicg
maksymalnej wartosci funkcji oraz wartosci w kazdym z weztdéw, podzielong przez
rozstep (r6znicg pomigdzy warto$cia maksymalna i minimalna); przeksztatcenie takie
transformuje oryginalne warto$ci funkcji CRR do przedziatu [0, 1] (jest to niezbedne
dla zastosowania testow zgodnosci (rozktadow prawdopodobienstwa), opartych na
dystrybuantach).

2°. Zastosowano trzy testy jednorodnosci funkcji CRR dla poszczego6lnych par przetargow,

dla kazdej obligacji:
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a) test weryfikujacy hipotezg, iz wspotczynnik korelacji liniowej rpq dla funkcji CRR,,
oraz CRR (transformowanych wg mediany), odpowiadajacych p-temu oraz g-temu
przetargowi w danym roku (p#q), przekracza okreslona liczbe p bliska jednosci
(przyjmowano ja z przedzialu [0.99, 1)). Wysoka warto$¢ wspotczynnika korelacji
wskazuje na podobienstwo ksztattow funkcji (jedna z nich jest w przyblizeniu liniowa
funkcja drugiej). Hipoteza zerowa w tescie miata posta¢ Hy : rp,q = P, przy alternatywie
H; : rpq > p; odrzucenie hipotezy zerowej traktowano jako jednorodnos¢
porownywanych funkcji;

b) test weryfikujacy hipotezg, iz wspotczynnik katowy regresji CRR;, = BpqtYpCRRq
(funkcji CRR,, 1 CRR transformowanych wg mediany), wyznaczonej metoda
najmniejszych kwadratow, zawiera si¢ w przedziale [Ymin; Ymax], bedacym otoczeniem
jednosci, przy czym przyjmowano Viin =1-€ ; Ymax =1+€, € - rzedu 0,1 (doktadniej
stosowano dwukrotnie jednostronny test t-Studenta, tj. dla hipotezy H,: Ypq=1-€ przy
alternatywie H;: Y,q<1-€ oraz dla hipotezy H,: Y,q=1+¢€ przy alternatywie H;:
Yoq>11€). Przyjmowano jednorodnos¢ porownywanych funkcji w przypadku braku
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, dla obu alternatyw. Zawieranie si¢
wspotczynnika katowego w otoczeniu jednosci oznacza, ze dynamika (pochodna) obu
funkcji jest zblizona;

c) test weryfikujacy jednorodno$¢ rozktadéw dwoch zmiennych losowych —
wykorzystano test Kotmogorowa — Smirnowa (por. Domanski (1990) rozdz. 3) dla
dwoch dystrybuant, opierajac si¢ na transformacji funkcji CRR do przedziatu [0, 1].
Brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o identycznosci rozktadow (tzn,

Ho: CRR,=CRRy, przy alternatywie H;: CRR,;#CRR,) traktowano jako jednorodnos¢
poréwnywanych funkcji.

W przypadku ré6znych wynikow poszczegolnych testow stosowano zasadg wigkszos$ci

(celowosc¢ takiego postgpowania uzasadniono w pracy Klukowski L. 1994 (pkt. 5.2)).

3°. Do wynikéw z pkt. 2° stosowano algorytm klasyfikacji oparty na wynikach testow. Dla
kazdego podzbioru, otrzymanego w wyniku klasyfikacji, zawierajacego wigcej niz jeden
element obliczano $rednia arytmetyczna nalezacych do niego funkcji transformowanych wg
mediany (w kazdym z 500 we¢ziow), otrzymujac w wyniku funkcje fix (Dl (1<k<Kj).

4°. Funkcje fi(0) wykorzystano jako podstawe dla wyznaczenia funkcji wypadkowej fi(OL W
przypadku, gdy Ki=1 (oznacza to jednorodnos$¢ wszystkich klasyfikowanych funkcji CRR),
funkcje wypadkowa fi() uzyskuje sie w pkt. 3° powyzej. W przypadku, gdy liczba K jest
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wigksza niz jeden, problem wyboru funkcji wzorca staje si¢ bardziej ztozony. Mozna go
rozwigzac¢ na wiele sposobow, w szczegolnosci przez:

- wybdr jednego z istniejacych wzorcoOw - reprezentatywnego (lub dominujacego) dla
klasyfikowanych podzbiorow;

- okres$lenie wzorca wypadkowego fi([) (i=1, ... ,4) jako $redniej wazonej z fi (Dl Wagami
moga by¢ np. czgstosci wystgpowania k-tego wariantu (D! (1<k<K;) w rozwazanym zbiorze
(lub w ciagu roku), z ewentualnym pominigciem wariantow nietypowych (outliers), lub tez
wielkosci stanowiace funkcje wielu roznorodnych czynnikéw. Zastosowanie wag zaleznych
od wielu czynnikéw pozwala odzwierciedli¢ nie tylko rdéznice w liczebno$ci poszczegolnych
podzbioréw jednorodnych, ale réwniez wptyw innych determinant, np. poziomu sprzedazy na
przetargach, ktorym odpowiadaja poszczegolne warianty. Funkcje fi(Dl wyrazaja si¢ wowczas

K'i .
zaleznosciami: f; (D= Z gk fik (Y, a skfadniki funkcji celu x;¢ (M - 4(v (Xit))q)(lt) (xjt) mozna
k=1

zapisa¢ w postaci:

xit (M -d (xi0) 619 (x;0) = xi¢ (M - @) (xit)) CRRG¢ i (xit) = xit (M -d19 (xit)) CRR j¢ E lqik fik (xit)
o)
gdzie:
q;, - Waga k-tego wariantu (uwzgledniajaca wzigte pod uwagg czynniki), przy czym
Ki —
d(it)(xit) - §rednie dyskonto odpowiadajace wartosci xi;, tj. sprzedazy i-tej obligacji w roku t; w
przypadku obliczenia wartos$ci funkcji $"(xi) w 500 weztach, argument ma postac
xi=m(x{P)/500), m=1, ..., 500;
(znaczenie pozostatych symboli — jak poprzednio).
Realizacja przedstawionego powyzej schematu wyznaczenia prognoz funkcji CRR dla
poszczegbdlnych obligacji, w kolejnych latach strategii, przebiega wg nastepujacych punktow:
1) okresli¢ prognoze mediany CRR;; (i=1, ..., 4; t=1, 2, 3) funkcji CRR dla i-tej
obligacji, w kolejnych latach strategii;
2) okresli¢ maksymalna warto$¢ argumentu Xi(tp) (oczekiwany poziom popytu) funkcji
CRR dla i-tej obligacji w roku t. Warto$¢ t¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie relacji

popytu do podazy w poprzednich okresach (np. w okresie, z ktorego pochodza elementy
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zbioru P;) lub na podstawie oceny potencjatu rynku. Nastepnie okresli¢ wartosci funkcji

¢(it)(xﬁ) ,dla x; =m(xi(tp)/500) (m=1, .., 500), z zaleznosci: ¢ (xit) = CRR;t fi(xit)

(przypomnijmy, ze warto$¢ funkcji fi([) obliczono dla 500 weztow).
W celu wyznaczenia dyskonta d(")(xit) zastosowano sposob omowiony w pracy: L.
Klukowski, E. Kuba (2001a), w rozdz. IV. Punkt wyj$cia stanowi prognozowana posta¢
funkcji CRR, okreslona dla okresu zycia kazdej z obligacji; bedzie ona oznaczana symbolem

¢gt)(xﬁ) (=1, 2, 3, 4; t=1, 2, 3). Réznica pomigdzy funkcjami ¢(it)(xit) oraz ¢gt) (xjt) polega
na dhugosci okresu inwestycji w formutach okreslajacych sktadang stopg zwrotu (podanych po

wzorze (1)); w przypadku funkcji ¢(it) (xjt) jest on wyznaczony przez horyzont optymalizacji

H, w przypadku funkcji ¢(Z“) (xjt) - przez okres zycia obligacji (r6zny dla kazdej z nich).
Obliczono wartosci tych funkcji w 500 weztach, po czym wyliczono na tej podstawie kapitat
M-d(x;,) z zaleznosci:
M-d(xi)=(Tsie 11 (41 i+ M+Sin ) (08 (i) + D™,

=1 j=t1+l
gdzie:
n; — dlugo$¢ okresu zycia (liczba lat) i-tej obligacji;
Siit - przeptyw finansowy (odsetki) wynikajacy z i-tej obligacji w okresie (roku) T, sprzedanej
w roku t.

Poniewaz M (nominat) obligacji jest stata (1000 zt), z powyzszej zaleznosci mozna
wyznaczy¢ funkcj¢ okreslajaca dyskonto d(it)(xit).

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku K;>1, rozwiazania optymalne rozwazanego
zadania, odpowiadajace ro6znym sposobom okreslenia wzorca wypadkowego fi([) moga by¢
nieidentyczne. Dokonujac wyboru sposobu mozna si¢ kierowa¢ réoznymi kryteriami, np.
daznos$cia do maksymalizacji precyzji wyniku, lub minimalizacji naktadu obliczen albo
uzalezni¢ rodzaj kryterium od postaci klasyfikacji. Zauwazmy, ze rozwiazanie problemu
(11) - (17) dotyczy zadania zagregowanego w skali rocznej, natomiast rzeczywista sprzedaz
dokonuje si¢ na poszczeg6lnych przetargach. Rozwiazanie zadania zagregowanego jest zatem
przyblizeniem rzeczywistego problemu. W ogélnym przypadku, najbardziej precyzyjnym
przyblizeniem problemu rzeczywistego jest zastosowanie wyrazen (18), z wagami
odzwierciedlajacymi wszystkie czynniki determinujace ksztatt funkcji CRR. Post¢gpowanie

takie charakteryzuje si¢ zwykle najwigksza ztozonoscia i pracochtonnoscia, poniewaz
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wymaga okres$lenia wag i oraz usrednienia wszystkich wzig¢tych pod uwage wzorcow. W
przypadku, gdy posta¢ wag zalezy gldwnie od liczebno$ci podzbioréw uzyskanych w trakcie
klasyfikacji, niewiele gorsza doktadno$cia powinno sig¢ charakteryzowaé rozwigzanie
odpowiadajace $redniej wazonej, z wagami rOwnymi czesto§ciom wystgpowania. Jesli istnieje
wariant dominujacy (obejmujacy znaczng czg$¢ sprzedazy, np. ponad 90%) lub fypowy
(zblizony do pozostatych), to akceptowalna doktadnos¢ moze zapewni¢ wybdr wzorca
reprezentanta (postgpowanie takie wymaga najmniejszego naktadu pracy). Wystgpowanie
nietypowych przetargdw, odpowiadajacych wyjatkowym warunkom na rynku finansowym
(np. zwiazanych z wysokim poziomem ryzyka), czyni zasadnym ich pominigcie w trakcie
okreslania wzorca wypadkowego.

Sposob postepowania scharakteryzowany w pkt 1° - 3° zawiera elementy arbitralne
oraz przyblizone, jednakze zapewnia nieporOwnywalnie wyzszy poziom obiektywnosci w
stosunku do metod heurystycznych, intuicyjnych, itp. Jest rowniez bogatszy informacyjnie,
poniewaz generuje wiedzg nt. wielu wlasnosci elementéw procesu decyzyjnego, a zwlaszcza
postaci funkcji CRR oraz ich réznorodnosci. W szczegdlno$ci, mozliwe jest okreslenie
wlasnos$ci sktadowych funkeji celu, odpowiadajacych poszczegdlnym obligacjom,
wynikajacych z postaci ich pochodnych (posta¢ pierwszej i drugiej pochodnej podano w
pracy L. Klukowski Optymalizacja zarzqdzania instrumentami dtuznymi Skarbu Panstwa).
Ponadto, wyniki klasyfikacji funkcji CRR z poszczegdlnych przetargdw mozna wykorzystac
do sformutowania zadan optymalizacyjnych dla struktury sprzedazy dla ciagu kolejnych
przetargdw, w podokresach strategii trzyletniej, np. w ciagu jednego roku budzetowego.
Umozliwia to uzyskanie zadan stanowiacych pomost pomigdzy relatywnie prostymi
zadaniami dla poszczegdlnych przetargdéw (przedstawionymi w rozdz. III i IV pracy
Klukowski L., E. Kuba (2001a)) oraz ztozonymi zadaniami dla strategii trzyletniej. Nalezy
zaznaczy¢, ze w przypadku istnienia wielu wzorcow (K;>1) funkcji CRR dla poszczegdlnych
obligacji, zachodzi dodatkowo potrzeba prognozowania wzorca dla kazdego przetargu, co jest
odregbnym problemem. Znajomos$¢ ksztattow funkcji CRR, charakteryzujacych zbiorowe
zachowania inwestorow, moze by¢ rowniez wykorzystana w innych modelach decyzyjnych,
np. bardziej ztozonych modelach gier.

Zaproponowana metoda prognozowania funkcji CRR jest relatywnie prosta w
stosunku do trudnosci problemu; moze by¢ ona modyfikowana i doskonalona w rozny sposob
lub tez zastapiona innymi algorytmami predykcji.

Nalezy dodac¢, ze klasyfikacja przy uzyciu algorytmu wykorzystujacego poréwnania

parami, otrzymane na podstawie testow, jest bardziej ztozona - niz przy uzyciu algorytmow
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opartych na sieciach neuronowych. Stwarza jednak mozliwos$¢ — przez odpowiedni dobor
testow — do bardziej precyzyjnego, wszechstronnego i ukierunkowanego zdefiniowania
jednorodnosci klasyfikowanych funkcji. W rozwazanym przypadku, oba algorytmy;, tj.
pordwnania parami oraz sieci Kohonena, prowadzity do zblizonych wynikéw. Postacie
prognoz funkcji CRR dla poszczeg6élnych obligacji na rok 2002, okreslone na podstawie
przetargow z roku 2001, przedstawiono graficznie na rys. 1. Wyniki klasyfikacji funkcji CRR

dla obligacji pigcioletniej, z kolejnych przetargow w roku 2001, zilustrowano na rys. 2.

4. Wyniki empiryczne
Powyzsze zadanie sformutowano i rozwiazano dla okresu 2002 — 2004. Uwzgledniono
w nim hurtowe instrumenty dluzne emitowane w 2001 r. Numeryczna posta¢ funkcji celu
oraz funkcji okreslajacej kapitat poszczegolnych obligacji, wyznaczono (aproksymowano
wielomianami) analogicznie jak w pracy L. Klukowski, E. Kuba (2002). Parametry
aproksymacji, dla roku 2002, podano w tablicy 3.
Numeryczna posta¢ zadania mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
* aproksymowana posta¢ funkcji celu
3 4 m 3 3
> Y Y aiwxit X X pr(y Yy tnezy) ~ min,
t=1i=1/=0 t=Ir=1
gdzie:

xk - zmienna xi; w / -tej potedze,

aits - wspotczynnik wielomianu aproksymacyjnego dla zmiennej x;; w ¢ -tej potedze
(uzyskany metoda najmniejszych kwadratow) — wartosci podano w tablicy 3;

mij¢ — stopien wielomianu aproksymacyjnego dla zmiennej x;; (W wigkszosci z przedziatu
10 — 11 dla poszczegodlnych zmiennych);

» warunki ograniczajace:

— zakresy zmiennych

X0 < e < XX (=1, L 45 =1, 3),

wartosci xji'" orazx ' (w tys.) w tabeli ponizej;

X11 X21 X31 | X41 | X12 X22 | X32 X42 | X13 X23 X33 X43

Xﬁﬁn 20000 |30000 |5000 |1100 |20000 |30000 {5000 1100 | 20000 |30000 |5000 1100

X{?ax 35000 | 50000 |12000|2000 |[35000 |50000 |12000 |2000 |35000 |50000 |12000 2000
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—poziom potrzeb pozyczkowych budzetu (kapital) w kolejnych latach, dla poszczegdlnych

realizacji niedoboru y;; i nadmiaru z; (t=1, 2, 3; r=1, 2, 3):

4 n,
> Y bigext +yy ~z1,0= 61 719 000 000,
i=1/=0

4 n,
> bigex! 1+ vy~ 21,2 =63 719 000 000,
i=1/=0

4 n,
>3 bigex] 1+ yy.3-21,3= 59 719 000 000,
1=1/=0

4 n,
> Y bin x| 5+ ¥y~ 22,1 =60 596 000 000,
i=1/=0

4 n,
2 zbi,z,fX£2+ Y22~ 22,2 =62 696 000 000,
i=1/=0

4 n,
> > bin x| o+ ¥ 3~ 223= 58 496 000 000,
i=1/=0

4 n,
33 bia !5 ys  —z3g ~Mxy =56 554 000 000,
1=1/=0

4 ni3
35 bi3.0x! 3+ y3.5~ 23,2~ Mxq =58 854 000 000,
i=1/=0

i nf:biﬁ, 7%} 3+ y33-233~Mx| | =54 254 000 000;

i=1/=0

(bjte — wspotczynniki wielomianu aproksymacyjnego — analogiczne jak ajiy, nji— stopien
wielomianu dla zmiennej x;; , rowny 1 lub z przedzialu 9 — 11 dla poszczegdlnych
zmiennych);

— poziom kosztow obstugi dlugu w latach 2003 — 2006 wynikajacy z emisji w latach 2002 -
2004:

85 X2,1165 x3,1+112,5 x4,+0,5(0,1004 y, 1+ 0,01 z5,1) + 0,3(0,1004 y; ,+ 0,01 25 5) +

+0,2(0,1004 y, 5+ 0,01 z53) < 21 000 000 000,

1
100011 3 by g rxf +85 X260 X31+104,1 x4 1485 x22+60 x3,+104,1 x4, +
/=0 ’
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+0,5(0,0952 y3 1+ 0,0095 z3 1) +0,3(0,0952 y3 5+ 0,0095 73 ,) +
+0,2(0,0952 y3 3+ 0,0095 z3 3) < 27 000 000 000,
1
1000 x12- > b1,2,¢ Xf 2 +85x2,1 760 x31 98,3 X4.1+85 x4 2160 X3 ,198,3 X4 5 +
=0 ’
+85 x53+60 %33 +98,3 x43< 31 000 000 000,
1
1000 x;3- > bLl/xf3+85X;1+60X1y+9L6X¢y+85X12+60X12+9L6X¢2+
=0 ’
+85 x23+60 x33+91,6 x43< 31 000 000 000,
— udzial obligacji staloprocentowych w tacznej emisji obligacji w kazdym roku:
3 4
0,75 < Y xit/ 2 xjt <0,985, (t=1,2,3),
i=1 i=1
— udziat obligacji zmiennoprocentowych w lacznej emisji obligacji w kazdym roku:
4
0,015 <x4¢/ X xit< 0,250, (t=1,2,3),
i=1
— §redni okres zapadalno$ci obligacji emitowanych w kazdym roku:
4
3,5 (@x1,t 5 x2,t T 10(x3,¢ tx4,0)) 2xit <54, (t=1,2,3),
i=1
— $rednia duracja obligacji statoprocentowych emitowanych w kazdym roku (przyjeto stata
warto$¢ duracji dla kazdej obligacji w kolejnych latach):
3
30 (2xp,t 4.2 x2,¢ 7.5 %30 ) Zxit 4.3, (=1, 2, 3),
i=1
— warto$¢ formy kwadratowej macierzy semiwariancji i semikowariancji (por. L. Klukowski,
E. Kuba (2001a)) w kazdym roku (zatozono identyczno$¢ macierzy w kazdym roku):
(216, 2215 Z31 Zat] Q [Z11s 22 Z0, 24]" < 0,005 (t=1,2,3)
(symbol [ oznacza transpozycje wektora, iloczyn jest forma kwadratowa),

- poziom niedoboru lub nadmiaru:

4 n,
Y11 = max{61719000000 =3 bigxt, o},
i=1/=0 ’
4 n,
z1) =max{ > > bj1 x|, ~61719000000,0,
i=1/=0

4 n,
yi2 = max{63 719000000 - Z zbi,l,fxfl’ O} >
1=1/=0
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Rys.1. Prognozy funkcji CRR dla poszczegdlnych obligacji na rok 2002, okreslone na
podstawie przetargdw z roku 2001 (OK1 — obligacja 2-letnia, PS1 — 5-letnia, DS1 — 10-letnia
statoprocentowa, DZ1 — 10-letnia zmiennoprocentowa).

CRR OK1 CRR PS1
0,104 1 0,104
0,104

0,104
0,104 -

0,104 -
0,104

0,104 -
0,104 -

0,104 -
0,104

—— CRROK1 —+CRRPS1
0,104 0,103
1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 49¢ 1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 49¢
CRR DS1 CRR DZ1
0,105 0,105
0,105 0,105
0,105 - 0,104 4
0,104 - 0,104 4
0,104 - 0,104 4
0,104 0,104
0,104 - 0,104 4
—— CRRDS1 —+ CRRDZ1
0,104 0,104
1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 49¢ 1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 49¢
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Rys. 2. Wyniki klasyfikacji funkcji CRR dla obligacji pigcioletniej z kolejnych przetargow (z
roku 2001).

Wartosci funkcji CRR dla obligacji 5-letniej, w 2001 r., na Whyniki klasyfikacji funkcji CRR obligacji 5-letniej
kolejnych przetargach
1,005
1,005 ‘
|
1,004 -
1,004 v
1,003 -
1,003 -
1,002 -
1,002 -
1,001 -
1,001 - 1
1 0,999 -
0,999 0,998 1
0,997 -
0,998 4
0,996
0,997 -
0,995
0.996 1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 496
1 34 67 100 133 166 199 232 265 298 331 364 397 430 463 49¢ ——érednia z VI, IX, X, Xl ——érednia z I, II, VII
Srednia z lll, V $rednia z IV, XI
‘*I — Il 1] IV —V —VI — VIl —VII IX X X Xl —VIil

4 n,
71 = max{z Zbl uxi | —63719000000, 0},

i=1/=0

1=1/=0

4 n]l
y1’3=max{59719000000 DIDIL AL }

4 n,
713 :max{z > bij /xll 59719000000, 0
i=1/=0

4 n,
y21= max{60596000000 Z zbl 2 gXl 2> U
1=1/=0

4 n,
22’1=max{z Zblzﬁx -60596000000,0 ¢,

i=1/=0
4 n,
¥2,2 = Max62696000000~>" > b5 ;! 5,0,
1=1/=0
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4 n,
222 =max{z D bis, /x -62696 000000, 0}
i=1/=0

4 n,
¥23 =max{58496000000—z > binxi,.0¢,
i=1/=0

n.

4 n,
733 = max{z > b, rx; 5 = 58496000000, 0},
i=1/=0

¥3.1 =max{56554000000+Mx11—z zbl 3 ZXI )3 0
1=1/=0

ni3

4
231 = max{z > bi3x{ 3 ~56554000000~Mxj 1,0
i=1/=0

— Y

Y32 =max{58854000000+Mx11—z zb1 3 KXI ,3° 0
1=1/=0

4 n,
732 =max{ > 3 b3 /x| 5~ 58854000000~ Mxj ,0

1=1/=0

NS Sy ———

Y33 =max{54254000000+Mx11 z zb1 3 fxl 3’0
i=1/=0

733 =max Z Zbl 3 1x1 3 —54254000000~Mx] 1,0
i=14=0

Rozwiazanie optymalne zadania stochastycznego uzyskano przy wykorzystaniu
procedury solver z pakietu Excel. Warto$¢ funkcji celu, odpowiadajaca rozwiazaniu
podanemu w tablicach 4 (zmienne decyzyjne okreslajace sprzedaz obligacji) oraz 5 (wartosci
niedoboru/nadmiaru), wyniosta 20 816 919 563 zi. Koszty obstugi dlugu w poszczegolnych
latach 2003-2006 uksztattowaty si¢ — odpowiednio - na poziomie (w mld zt): 15,70; 19,28;
23,38; 30,35; 30,38. Wielkos$ci charakteryzujace pozostale ograniczenia podano w tablicy 6.

W trakcie obliczen uzyskano wiele rozwiazan suboptymalnych o warto$ciach funkc;ji
celu zblizonych do rozwigzania optymalnego (rdznice wzgledne ponizej 0,01%), natomiast
istotnie rozniacych sig struktura. Rdznice te wptywaty znaczaco na poziom szeregu wtasnosci
rozwiazania (emitowanego dtugu). Swiadczy to o istnieniu wielu rozwiazan generujacych

zblizone koszty obstugi, a rdézniacych si¢ wartoSciami miar poziomu ryzyka, rozkladem
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zapadalnosci, itp. Nie jest to zaskakujace, poniewaz w przypadku dyskretnych problemow

optymalizacyjnych minimum funkcji celu moze odpowiada¢ wielu (nieidentycznym)

rozwigzaniom. Rozwazane zadanie stanowi natomiast aproksymacj¢ zadania dyskretnego.

Tablica 3. Parametry aproksymacji wielomianowych sktadnikoéw funkcji celu, dla obligacji
hurtowych, w roku 2002.

Wspotczynnik Wspotczynnik dla obligacji
przy zmiennej w OK (x11) PS (x21) DS (x31) DZ (x41)

potedze

0 (stata) 1 474,20 -6 023,09 692,43 -273 959,70
1 79,20 91,52 77,88 100,46
2 1,17 2,01E-08 2,69E-08 X
3 -2,06E-15 -2,89E-15 -5,81E-15 X
4 2,31E-22 2,69E-22 1,57E-21 X
5 -1,53E-29 -1,51E-29 -3,43E-28 X
6 6,32E-37 5,31E-37 5,19E-35 X
7 -1,67E-44 -1,16E-44 -4,93E-42 X
8 2,85E-52 1,54E-52 2,77E-49 X
9 -3,01E-60 -1,13E-60 -8,39E-57 X
10 1,79E-68 3,53E-69 1,05E-64 X
11 -4,61E-77 X X X

Zapis xEy oznacza liczbg x pomnozona przez 10 do potegi y,
X - parametr rowny zeru (tzn. nie uwzgledniony w aproksymacji).

Tablica4. Optymalne rozwiazanie zadania

zarzadzania dlugiem.

stochastycznego dla trzyletniej

strategii

Rodzaj instrumentu Wartosci bezwzgledne zmiennych Warto$ci wzgledne
(zmienna decyzyjna) | decyzyjnych w roku (liczba nominatéw): | zmiennych decyzyjnych
(w %) w roku:
2002 2003 2004 2002 | 2003 | 2004
Obligacja 2-letnia (xi¢) | 20000 000| 35000000 35000000 27,1 46,4 383
Obligacja 5-letnia (xzr) | 45820439| 31327934 43957293 62,2 41,5 48,0
Oblig. 10-letnia 6769539 8029849 10519893 92| 10,6 11,5
staloprocentowa (xst)
Oblig. 10-letnia
zmiennoprocentowa 1 105431 1 139 156 2 000 000 1,5 1,5 2,2
(X41)
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Tablica 5. Warto$ci niedoboru i nadmiaru w rozwigzaniu optymalnym (w min zt).

., Rok 2002 Rok 2003 Rok 2004
Prawdopodobienstwo
Realizacji Niedobor | Nadmiar | Niedobor | Nadmiar | Niedobér | Nadmiar
0,5 0,0 0,0 0,01 2100,0 0,01 2300,0
0,3 2 000,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,2 0,0 2 000,0 0,01 4200,0 0,0( 4 600,0

Tablica 6. Wartosci funkcji wystepujacych w warunkach ograniczajacych, odpowiadajace
rozwiazaniu optymalnemu.

Rok Rok Rok
2002 2003 2004

Udziat obligacji statoprocentowych w sprzedazy 0,985 0,985 0,978
Udziat obligacji zmiennoprocentowych w sprzedazy 0,015 0,015 0,022
Sredni okres zapadalno$ci portfela obligacji 4,72 4,22 4,54
Srednia duracja portfela obligacji 3,90 3,52 3,734

Wartos$¢ formy kwadratowej macierzy wariancji 1 kowariancji| 0,0039 | 0,0047 | 0,0042

5. Podsumowanie i wnioski

W niniejszej pracy przedstawiono metodologie optymalizacji (minimalizacji) kosztow
obstugi dtugu trzyletniej strategii zarzadzania dtugiem Skarbu Panstwa z uwzglednieniem
stochastycznej postaci warunkéw ograniczajacych poziom potrzeb pozyczkowych budzetu.
Dzigki zastosowaniu optymalizacji stochastycznej, uzyskano rozwiazanie optymalne przy
zalozeniu trzech mozliwych wariantéw ksztattowania si¢ potrzeb pozyczkowych budzetu, o
zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa.

Metodologi¢ optymalizacji zastosowana w tej pracy mozna wykorzysta¢ do innych
probleméw decyzyjnych, w ktorych wystepuja elementy stochastyczne - nie okreslone
jednoznacznie (deterministycznie) w chwili podejmowania decyzji, np. do zarzadzania
ptynnoscia budzetu panstwa. Doswiadczenia empiryczne nabyte w trakcie opracowywania i
rozwigzywania omowionego zadania wskazuja ponadto, ze uzyskanie rozwigzan, mimo
nieliniowosci i znacznej liczby zmiennych, nie napotyka na trudno$ci nie do pokonania, przy
wykorzystaniu oprogramowania typu Excel. Pozwala to optymistycznie ocenia¢ szanse
rozwiazania zadan o wigkszej zlozonos$ci, np. zawierajacych zmienne losowe réwniez w
funkcji celu (por. Grabowski (1980), pkt. 19.4). Stwarza tez mozliwos$¢ rozwigzania
probleméw uwzgledniajacych wielowariantowo$¢ prognoz rentownosci, o znanych

rozktadach prawdopodobienstwa, bez stosowania technik (teorii gier) wykorzystanych w
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pracy L. Klukowski, E. Kuba (2002), ale kosztem zwigkszenia ztozono$ci zadania - gléwnie
liczby zmiennych decyzyjnych oraz wymiarowosci rozktadow prawdopodobienstwa. Czyni to
zasadnym stwierdzenie, iz kompleksowa optymalizacja zarzadzania dtugiem publicznym jest
w pelni realna, przy wysokim poziomie adekwatnos$ci modeli optymalizacyjnych do
rzeczywistych warunkow procesu decyzyjnego, nieporownywalnie wyzszym w stosunku do
postgpowania intuicyjnego.

Zastosowanie metodologii optymalizacyjnej uwypukla tez elementy procesu
decyzyjnego pomijane w przypadku zarzadzania dlugiem opartego jedynie na intuicji i
dos$wiadczeniu. Powoduje rowniez zwigkszenie czytelnos$ci zalozen 1 wynikéw, jak tez
umozliwia kompleksowa komputeryzacje¢ obliczen. W konsekwencji zapewnia podniesienie
jakosci wynikow, zmniejszenie naktadu pracy ludzkiej, a rownoczes$nie skrdcenie czasu
niezbednego na uzyskanie rozwiazan. Naklad pracy sprowadza si¢ — w ujeciu
optymalizacyjnym — gitownie do funkcji eksperckich: formutowania celéw, ograniczen,
wymogow, postulatow, opracowania oprogramowania komputerowego, itp.

Z punktu widzenia wartosci merytorycznej, metody optymalizacyjne drastycznie
przerastajq stosowane obecnie tradycyjne zarzadzanie dlugiem. Moga tez by¢ zrodlem
niepomijalnych oszczednosci wydatkow budzetu panstwa. Niemozno$¢ ich praktycznego
wdrozenia, mimo poniesienia naktadow na prace rozwojowe (zakonczone sukcesem), jawi si¢
zatem jako sytuacja kuriozalna. Za przyczyng tego stanu rzeczy nie moze by¢ uznany poziom
zlozono$ci matematycznej, poniewaz wykorzystane metody powstaly w drugiej potowie
zesztego wieku 1 sa zawarte w programach studiow wyzszych — nie tylko matematycznych

czy informatycznych, ale rowniez ekonomicznych, technicznych, i innych.
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SUMMARY

The paper presents stochastic optimisation approach to strategic public debt
management with an example of application to Polish case. Stochastic features appear in
many components of debt management process, especially forecasts of interest rates and
budgetary requirements level. Stochastic character of interest rates forecasts can be taken into
account in constraints of risk level, e.g. quadric of variance and covariance matrix. The
constraints of budgetary requirements needs another approach. They are of special
importance, because their variation is typically significant and can influence in unexpected
way the form of optimal solution. The spectrum of stochastic approaches (tasks) applicable in
such case is quite extensive. However, practical matters, e.g. computation time, possibility of
estimation of necessary parameters (random variables distributions), etc. impose significant
limitations in this area. Therefore, it has been implemented the method, which reflects the
basic features of decision making realities. Such criteria satisfies so called Dantzig-Madansky
approach. In this approach the parameter (vector) determining the constraint (its right-hand
side) is the multivariate random variable with known distribution. The case, when the
constraint is not satisfy as equality indicates surplus or shortage, that implies some costs; the
expected value of these costs is incorporated into criterion function. The surplus or shortage
are taken into account also in the form of constraints set. Solving of such task is more
difficult, than its deterministic version, but allows to capture more general case.

The approach was applied to optimisation of three-years debt management strategy in
Poland. The numerical form of the task needs prediction some number of quantities,
especially the functions expressing profitability of debt instruments (assumed in the form of
compound rate of return - CRR) for the strategy period. Prediction of these functions is not a
trivial problem. In earlier papers of authors some aggregated approach was applied for this
purpose (all bids from auctions from a whole year were considered as result of one auction).
This approach may be applied only in some circumstances, especially when interest rates are
stable in estimation period and optimisation horizon (may be not valid currently). Therefore,
it requires improvement. This approach is replaced in the paper with the prediction method
based on identification of typical features (shape) of CRR function. This identification is
performed with the use of classification algorithms; two algorithms have been examined —
first one based on pairwise comparisons and the second — on artificial neuronal networks. The
results of predictions seems satisfactory, but do not exhaust all possible approaches.

The numerical form of the optimisation task has been solved with the use of solver

package from Excel worksheet. The task comprise 30 decision variables and more than 50
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constraints; discrete form of original task has been replaced with it continuous polynomial
approximation. The computation time does not exceed typically one minute (PC computer),
however sometimes many starting points had to be used. Apart optimal solution, some
number of sub-optimal solutions have been obtained with values of the criterion function
close to optimal, but with different values of decision variables. These differences influence
significantly some properties of the solutions (debt issued), e.g. risk parameters. It indicates,
that there exist some number of solutions which generate similar servicing costs with different
maturity distribution, duration, etc. It is not surprising, because discrete problems can have
many optimal solutions (the task is continuous approximation of the discrete problem).
Implementation of optimisation approach emphasizes also the components of decision
process which are leaved out in debt management based on intuition and experience only.
Moreover, it increases transparency of assumptions and results and allows complex
automation of computations. As a result it provides optimality of results, reduction of labour
costs and computations time. Therefore, it seems obvious, that traditional approach based on

intuition and experience should become a history.
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