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Streszczenie

Streszczenie

Ostatnia dekada XX wieku pokazata gwattowny wzrost indeksow gietdowych i spadek stop
procentowych, a co za tym idzie spadek rentownosci obligacji. Pojawilo si¢ naturalne pytanie o
zrédio tego zjawiska. Czy lezy ono po stronie zwigkszonego optymizmu konsumentoéw, czy
moze po stronie rosnacej wydajnosci produkcji? Niniejsza monografia jest proba formalnej
odpowiedzi na to pytanie. Rozwiazanie tego problemu jest mozliwe poprzez jednolite ujgcie
teorii wyceny aktywow opartej o konsumpcje (CCAPT - Consumption Based Asset Pricing
Theory) wraz z jej rozszerzeniem na dyskretne modele terminowe;j struktury stopy procentowej
oraz teorii realnego cyklu koniunkturalnego (RBCT - Real Business Cycle Theory). Jednym z
glownych wnioskéow ptynacych z pracy jest stwierdzenie, ze wysoki poziom cen akcji i niski
poziom stop procentowych moze by¢ spowodowany duzym optymizmem konsumentow,
zarowno tym racjonalnym, czyli uwzgledniajacym migdzyokresowe ograniczenie budzetowe,
jak 1 tym nieracjonalnym. Natomiast duza zmienno$¢ cen akcji i mata zmiennos¢ stop

procentowych musi ptynac ze zmian w produktywnosci kapitatu i efektywnosci pracy.

JEL: C61, E32, G12, G13
Stowa kluczowe: CCAPM, RBC, premia akcyjna, zmiennos$¢ cen akcji, zmiennos¢ cen

obligacji, dzwignia finansowa, struktura terminowa stopy procentowe;j
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Wprowadzenie

Wstep

Celem tej pracy jest jednolite ujecie problematyki wyceny aktywow
finansowych, w tym zagadnienia struktury terminowej stop procentowych w kontekscie
modeli CCAPM (Consumption Based Capital Asset Pricing Model) oraz RBCM (Real
Business Cycle Model). Nowoczesne ujecie makroekonomiczne, operujace aparatem
roéwnowagi ogdlnej (lub czesciowej) poszukuje gtownego zrddla wahan koniunktury i
co za tym idzie wahan cen aktywéw finansowych w szokach produkcyjnych
(technologicznych). Z drugiej strony teoria finanséw sktania si¢ ku badaniu szokéw w
preferencjach, czyli zmian w funkcji uzytecznos$ci, wynikajacych z subiektywnej oceny
niepewnosci i idacych za tym zmianach w migdzyokresowej alokacji. Gdzie zatem sa
szoki? Jak wplywaja one na ekonomig¢ realna, czyli przede wszystkim na konsumpcje,
ktora jest czynnikiem taczacym modele CCAPM oraz RBCM? Od czego zalezy i jak
zmienia si¢ cena aktywow wolnych od ryzyka oraz z ryzykiem? W jaki sposéb
generowana jest cyklicznos¢ cen akcji i stopy wolnej od ryzyka? Jak ten problem

zmienia si¢ na tle dyskretnego modelu terminowej stopy procentowe;?
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Wycena aktywow oparta o konsumpcje

1

Wycena aktywdw oparta o konsumpcje

Zachowanie zagregowanych cen aktywow jest zrédlem nieustajacej fascynacji
ekonomistow, inwestorow 1 regulator6w. W ostatnich latach ceny aktywow
zachowywaly si¢ zgodnie ze znajomym wzorcem, wykazujac wysoka stopg zwrotow
oraz duza i procykliczna zmiennos$¢. Ekonomisci wlozyli wiele wysitku, aby zrozumieé
ten wzorzec. Jezeli ceny aktywOw sa zdeterminowane przez fundamenty teorii
ekonomii, to jakie wlasciwie sa te fundamenty i jaki mechanizm funkcjonuje jezeli
chodzi o ruchy cen aktywow finansowych.

Zacznijmy od przedstawienia kilku faktéw ekonomicznych dla gospodarki USA,
zwiazanych z cenami aktywéw ryzykownych i instrumentéw pieni¢znych oraz
konsumpcji. Analiz¢ zaczniemy od klasycznej postaci CCAPM, ktora bedziemy sig
starali rozszerza¢, aby wyjasni¢ mozliwie najwigcej zaobserwowanych zjawisk. W tej
czesci rozpatrujemy tylko implikacje dla cen aktywow wynikajace z funkcji
uzytecznosci inwestora. Nie bedziemy si¢ natomiast zajmowaé sfera produkcyjna,
technologia i praca.

Przedstawmy kilka faktow ekonomicznych zaobserwowanych w ostatnich
latach. Campbell (1998):

1. Sredni realny zwrot z cen akcji jest wysoki. Na podstawie danych kwartalnych
gospodarki amerykanskiej w okresie od lutego 1947 r. do kwietnia 1996 r. ten wskaznik
wynosi 7,6% rocznie.

2. Sredni poziom realnej stopy procentowej jest niski. 3-miesicczne amerykanskie
obligacje skarbowe daja zwrot, ktory jest pozbawiony ryzyka w wartosciach
nominalnych i zblizony do realnej stopy procentowej, poniewaz jest niska niepewnos¢
co do inflacji w horyzoncie 3 miesigcy. Realny zwrot z takich obligacji wynosit w
okresie powojennym tylko 0,8% rocznie.

3. Realny zwrot z akcji jest bardzo zmienny, ze zannualizowanym odchyleniem
standardowym rzgdu 15,5%, na podstawie danych amerykanskich.

4. Realna stopa procentowa jest znacznie mniej zmienna. Zannualizowane odchylenie
standardowe mierzone na amerykanskich obligacjach skarbowych wynosi 1,8%.
Znaczna czg$¢ tej zmiennosci jest spowodowana krotkoterminowym ryzykiem inflacji.
Poniewaz mniej niz potowa wariancji obligacji skarbowych jest prognozowana, to

odchylenie standardowe mierzone ex ante jest znacznie nizsze niz 1,8%.
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Wycena aktywdw oparta o konsumpcje

5. Realny wzrost konsumpcji jest bardzo gladki. Zannualizowane odchylenie
standardowe stopy wzrostu konsumpcji artykutéw nietrwatych i ushug po oczyszczeniu
z sezonowosci wynosi 1,1%.
6. Wzrost realny dywidend jest bardzo zmienny w krotkim horyzoncie, poniewaz
dywidendy nie sa oczyszczane z sezonowos$ci. Zannualizowane kwartalne odchylenie
standardowe z realnego wzrostu dywidendy wynosi 28,8%. W diugim okresie wzrost
dywidendy miesci si¢ pomig¢dzy zmiennos$cia zwrotdéw z akcji oraz wzrostu konsumpcji.
W wartosciach rocznych wzrost realnej dywidendy wynosi tylko 6%.
7. Kwartalny wzrost realnej konsumpcji i wzrost realnych dywidend odznacza si¢
bardzo staba korelacja na poziomie 0,06, ale korelacja zwigksza si¢ wraz ze
zwigkszaniem horyzontu czasowego. Dla okresu czterech lat jest to korelacja rzedu
0,25.
8. Realny wzrost konsumpc;ji i realny zwrot z akcji ma kwartalna korelacj¢ rzedu 0,22.
Korelacja zwigksza si¢ do 0,33 przy rocznym horyzoncie, ale zmniejsza si¢ przy
dalszym wydluzaniu.
9. Kwartalne realne wzrosty dywidendy i realne zwroty z akcji maja bardzo staba
korelacj¢ rzedu 0,04, ale korelacja zwigksza si¢ znacznie do 0,51 przy 4-letnim
horyzoncie.
10. Realny wzrost konsumpcji nie jest dobrze prognozowany ani na podstawie danych
historycznych, ani na podstawie danych rynku akcji.
11. Realny wzrost dywidendy wykazuje si¢ pewng krotkookresowa prognozowalnos$cia
wynikajaca z sezonowosci. Nie jest jednak dobrze prognozowalny poprzez dane z rynku
akcji. Logarytmiczny wskaznik cena-dywidenda objasnia zaledwie 8% wariancji
realnego wzrostu dywidendy na przestrzeni od roku do 4 lat.
12. Realne stopy procentowe wykazuja pewna pozytywna autokorelacj¢. Jednak realne
stopy procentowe nie sa dobrze prognozowalne przez rynek akcji. Na przyktad
logarytmiczna stopa cena-dywidenda objasnia zaledwie 1% wariancji realnej stopy
procentowej na przestrzeni od roku do 4 lat.
13. Nadwyzka zwrotu na akcjach w porownaniu z oprocentowaniem bondéw
skarbowych jest wysoce prognozowalna. Wskaznik logarytmiczny cena-dywidenda
objasnia 18% wariancji nadwyzki zwrotu przy horyzoncie 1 roku, 34% przy 2 latach i
51% przy 4 letnim horyzoncie.

Powyzsze fakty podnosza dwie istotne kwestie dla badaczy zagadnien
makroekonomii i finansow:
1. Dlaczego $redni realny zwrot z akcji jest tak wysoki w pordwnaniu ze $rednia

krotkookresows stopa procentowa; oraz
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Wycena aktywow oparta o konsumpcje

2. Dlaczego zmienno$¢ zwrotow z akcji jest tak wysoka w poréwnaniu ze zmiennoscia
krotkookresowej realnej stopy procentowej?

Bedziemy nazywac¢ — za Mehra i Prescottem (1985) — pierwsze pytanie ,,zagadka
premii akcyjnej” oraz — za Campbellem (1998) — pytanie drugie ,,zagadka zmiennosci
rynku akcji”. Teoria finanséw wyjasnia, ze nadwyzka zwrotu z instrumentu
obcigzonego ryzykiem w porownaniu ze stopg zwrotu instrumentu bez ryzyka to ilos¢
ryzyka mnozona przez cen¢ ryzyka. W standardowym modelu wyceny aktywow
opartym o konsumpcje, ilo$¢ ryzyka rynkowego jest mierzona przez kowariancje
migdzy nadwyzka zwrotu a wzrostem konsumpcji. Cena ryzyka jest wspolczynnikiem
awersji do ryzyka reprezentatywnego inwestora. Wysoki §redni zwrot z akcji oraz niska
krotkookresowa stopa procentowa (fakt 1. i 2.) oznacza, ze nadwyzka, czyli premia
akcyjna jest wysoka. Ale wygladzenie konsumpcji powoduje, ze kowariancja pomigdzy
zwrotami z akcji 1 konsumpcja jest niska. Stad premia akcyjna moze by¢ wyjasniona za
pomocg bardzo wysokiego wspotczynnika awersji do ryzyka.

Migdzy innymi Hansen i Cochrane (1992) powiazali zagadke premii akcyjnej ze
stochastycznym czynnikiem dyskontujacym lub rdéwnoznacznie ze zmiennoscia
migdzyokresowej krancowej stopy substytucji konsumpcji dla reprezentatywnego
inwestora. W tej metodologii duza zmienno$¢ rynku akcji spowodowana jest
ekstremalnie zmiennym stochastycznym czynnikiem dyskontujacym.

Wielu autoréw odpowiedzialo na zagadke premii akcyjnej stwierdzajac, ze
awersja do ryzyka jest rzeczywiscie wyzsza niz to si¢ powszechnie zaktada. Jezeli
inwestorzy sg bardzo awersyjni wobec ryzyka, wtedy maja silng motywacj¢ do
przenoszenia bogactwa z okresow z wysoka konsumpcja do okresow z niska
konsumpcja. Odkad konsumpcja zaczela w sposob ciagly rosnaé, wysoka awersja do
ryzyka moze powodowaé, ze inwestorzy chca pozyczaé swoje bogactwo tak, aby
zmniejszy¢ roznice pomigdzy biezaca a przyszta konsumpcja. Aby polaczy¢ ten fakt z
niska realng stopa procentowa, mozemy zaobserwowac, ze inwestorzy sa wyjatkowo
cierpliwi, jezeli chodzi o konsumpcj¢. Ich preferencje daja przysztej konsumpcji prawie
tak samo duzg lub nawet wyzsza wage niz biezacej konsumpcji. Innymi stowy maja oni
niska lub nawet negatywna stopg preferencji czasowej.

W podrozdziale 1.1 przedstawimy zagadnienie zagadki premii akcyjnej, a potem
przejdziemy do badania zaleznosci migdzy zwrotami z aktywow i konsumpcja
(podrozdziat 1.2). Zagadke¢ zmienno$ci rynku akcji postaram si¢ wyjasnié w
podrozdziale 1.3, a nastepnie zaprezentujemy cykliczno$¢ cen akcji na tle konsumpcji

(podrozdziat 1.4).
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1.1. Zagadka premii akcyjnej
Ponizsza czg$¢ jest oparta w duzej czesci na rachunkach zaprezentowanych

przez Cochrane (2000) oraz Campbella (1998).

1.1.1. Stochastyczny czynnik dyskontujqcy

Aby zrozumie¢ zagadk¢ premii akcyjnej nalezy rozwazy¢ problem
miedzyokresowego wyboru inwestora, oznaczonego poczatkowo przez k, ktory
inwestuje w czasie ¢ w walor i i moze uzyskaé w czasie t+/ stopg zwrotu rowna
(I+R;s+). Jezeli inwestor konsumuje Cj, w czasie ¢ i ma separowalne w czasie
uzyteczno$ci z czynnikiem dyskontujacym ¢ oraz uzytecznos$¢ okresowa U(Cy,), wtedy
warunek pierwszego rzedu jest nastepujacy’:

U‘ (th) = 5Et[(l + Ri,t+l)U‘ (Ck,t-H )] (1)

Lewa strona tego rdwnania oznacza krancowaq stratg uzytecznosci wynikajaca ze straty
konsumpcji wartosci jednego dolara. Prawa strona powyzszego réwnania oznacza
natomiast oczekiwana krancowa korzy$¢ z konsumpcji w czasie 7+1, wynikajaca z
zainwestowania jednego dolara w czasie ¢ 1 sprzedazy waloru w czasie 7+/. Inwestor,
aby zoptymalizowa¢ miedzyokresowa uzyteczno$¢ zrownuje krancowa strate i korzys¢.
Stad rownanie (1).

Dzielac powyzsze rownanie przez U'(Cy,) otrzymujemy:

U'(Cpiir)
L= B[+ R )= co T = BL0+ RO M), @
kt
. UG -
gdzie M, ., =0 m jest migdzyokresows stopa substytucji inwestora, nazywana
kt

tez stochastycznym czynnikiem dyskontujqcym. Istnienie dodatniego czynnika
stochastycznego jest gwarantowane przez warunek braku arbitrazu na rynkach, na
ktérych inwestor moze inwestowac bez kosztow transakcyjnych. Na rynku moze by¢
wiele takich czynnikéw dyskontujacych, na przyktad rézni inwestorzy, ktdérych
uzytecznos$ci charakteryzuje rézny proces stochastyczny maja rézny czynnik M; ;. Ale
kazdy czynnik dyskontujacy musi spelnia¢ powyzsze rownanie. Mozna w tym
momencie opusci¢ subskrypt k i napisaé po prostu:

I1=E[0+R . )M,]. 3)

Na kompletnych rynkach stochastyczny czynnik dyskontujacy M., jest unikalny,
poniewaz inwestorzy moga handlowa¢ migdzy soba, aby dostosowaé wyplate z

inwestycji do krancowej uzytecznosci.

! Doktadne wyprowadzenie tego wzoru znajduje si¢ w Cochrane (2000), s. 14-15.
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Wycena aktywow oparta o konsumpcje

Aby zrozumie¢ wnioski wynikajace z réwnania (3) przeksztatémy wartos¢
oczekiwang iloczynu jako iloczyn wartosci oczekiwanych plus kowariancje,

Et[(l + Ri,r+1)M ] = Et[(l + Ri,t+l)]Er[M ] + Covt[Ri,rH ’Mr+1 ] (4)

t+1 t+1
Podstawiajac do (3) i przeksztalcajac otrzymujemy:

1- Cov[Ri,t+l > Mz+1 ]
1+Er[Ri,t+l]: E [M ]
t 1+1

)

Aktywa z wysokim oczekiwanym zwrotem muszq mie¢ niska kowariancje ze
stochastycznym czynnikiem dyskontujacym (patrz na licznik). Takie aktywa maja niski
zwrot, kiedy inwestorzy maja wysoka krancowa uzyteczno$¢ (patrz na mianownik).
Rownanie (5) musi by¢ spelnione dla kazdego aktywa, wlaczajac w to aktywa bez
ryzyka, dla ktérych zwrot jest rowny /+R;.+;. Stad walor bez ryzyka ma zerowa
kowariancj¢ ze stochastycznym czynnikiem dyskontujacym (lub kazda inng zmienna
losowa). Stad mamy:
1

I+R,,, =——. 6
T DM, ©

Mozna uzy¢ tego rownania do przeksztalcenia réwnania (5) jako:
1+ Et[Ri,lH] =1+ Rf,m )a- Covt[Ri,l+l ’Mr+1 D- (7

Dla ufatwienia zatozymy, ze taczny rozktad zwrotu z aktywow oraz
stochastycznego czynnika dyskontujacego jest lognormalny i homoskedastyczny. Te
zatozenia nie sa zbyt realistyczne, odkad zwroty akcji charakteryzuja si¢ tzw. ciezkimi
ogonami z wariancjami, ktore zmieniaja si¢ w czasie, niemniej jednak bardzo ulatwiaja
zrozumienie mechanizmu premii akcyjne;j.

Jezeli zmienna losowa X ma warunkowy rozktad lognormalny, wtedy ma bardzo

przydatna wiasnos¢:
logE, X = E,X+%Var, log X,? )

gdzie VarlogX =E[(logX —E,logX)’]. Jesli dodatkowo X jest warunkowo
homoskedastyczny, wtedy Var logX = E [(logX — E, log X)*]=Var(log X — E, log X).
Zgodnie z zatozeniem lognormalnosci rozktadu zwrotéw akcji oraz konsumpcji poprzez

zlogarytmowanie rdwnania (3) otrzymujemy:

thit+1 "+

0=Er,, +Em +%(0',.2+oj+20',.m). )

W tym rownaniu przyjeliSmy oznaczenia m, = log(M,) oraz ry; = log(1+R;), gdzie

o} oznacza bezwarunkowa wariancje z nieuwzglednionego w oczekiwaniach logarytmu

2 Wynika to z faktu: E(e*)=¢"@"(2 @@
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Wycena aktywdw oparta o konsumpcje

zwrotdw z aktywow Var(r,,,, -Er,, ), a 0, oznacza bezwarunkowg wariancje z

nieuwzglegdnionego w  oczekiwaniach logarytmu  stochastycznego  czynnika

dyskontujacego Var(m,,, — Em,,,), a 0, oznacza bezwarunkowa kowariancj¢ migdzy

nieuwzglednionym w oczekiwaniach zwrotem 1 stochastycznym czynnikiem

dyskontujacym Cov(r, ,, - Er;,,,m,,, — E;m, ;). Rozwazmy walor pozbawiony ryzyka

thit+10""
y . . . . . 2 .
ze zwrotem ry.+;. Dla tego aktywa wartosci wariancji nieoczekiwanego zwrotu o, 1

kowariancji migdzy nieoczekiwanym zwrotem oraz nieoczekiwanym stochastycznym
czynnikiem dyskontujacym o, wynosza zero. Stad stopa zwrotu bez ryzyka spetnia

rownanie:

2
rf +1 = _Ermz+l _%' (10)
’ 2
Jest to logarytmiczny odpowiednik rownania (6).
Odejmujac (10) od (9) otrzymujemy wzor na oczekiwang nadwyzke pomigdzy

zwrotem z aktywa z ryzykiem i pozbawionym ryzyka:

2

g,
Er[ri,r+1 - rf,t+1] + 7’ =-0,,.

an

Wariancja z lewej strony tego rownania jest dostosowana z nieréwnosci Jensena,
wynika z faktu, ze opisujemy oczekiwane logarytmy zwrotéw. Ten wyraz znika, gdy
rozwazamy logarytm ze stosunku zwrotdéw z aktywa z ryzykiem i bez ryzyka:

logE[(1+R,,,)/(1+R,, )]=~0,,. Prawa strona réwnania (11) méwi, ze logarytm z

premii za ryzyko (premii akcyjnej) jest wywolany kowariancja pomigdzy zwrotem z
aktywa 1 stochastycznym czynnikiem dyskontujacym, przedstawiong ze znakiem
uyjemnym. Znak ujemny mowi nam, ze wysoko wyceniane sg aktywa, ktére sa ujemnie
skorelowane z konsumpcja, to znaczy wygladzaja ja. Daja one wysoki zwrot, gdy
konsumpcja jest niska, a niski, gdy konsumpcja jest wysoka. To rownanie jest
logarytmicznym odpowiednikiem réwnania (7).

Kowariancj¢ 6;, mozna zapisa¢ jako iloczyn odchylenia standardowego zwrotu
z aktywa o;, odchylenia standardowego stochastycznego czynnika dyskontujacego o,
oraz korelacji pomigdzy tymi wartosciami p;,. Jak wiadomo zachodzi:
P =—1, -0, =0.0,. Wstawiajac do rownania (11) mamy:

2
O;
Et[r},ml - r:/',r+1] + 7’
o, = . (12)
g,

i

Prawa strona tego rownania oznacza nadwyzkg¢ zwrotu z instrumentu z ryzykiem
w pordwnaniu z instrumentem wolnym od ryzyka, wystandaryzowana przez odchylenie

standardowe nieoczekiwanego zwrotu z instrumentu z ryzykiem - jest to tzw.
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wspotczynnik Sharpe’a dla instrumentu. Nierownos¢ (12) mowi, ze odchylenie
standardowe z logarytmu stochastycznego czynnika dyskontujacego musi by¢ wigksze
niz wspotczynnik Sharpe'a liczony dla kazdego z instrumentow dostgpnych na rynku.
A zatem uzyskaliSmy oszacowanie z dotu odchylenia standardowego logarytmu
stochastycznego czynnika dyskontujacego.

Z powyzszej nierownosci plynie pierwszy wazny wniosek. Mianowicie,
wystandaryzowany przez odchylenie standardowe zwrot z instrumentu z ryzykiem nie
moze by¢ procentowo wigkszy niz zmiennos¢ w stochastycznym czynniku

dyskontujacym, czyli w zmianach mi¢dzyokresowej substytucji konsumpcji.

1.1.2. Wycena aktywow oparta na konsumpcji 7 uZytecznosciq potggowq
Prowadzmy dalej nasze wnioskowanie za Mehra i Prescottem (1985). Zatézmy,
ze istnieje reprezentatywny agent, ktéry maksymalizuje swoja separowalng w czasie

funkcj¢ uzytecznos$ci zdefiniowang na zagregowanej konsumpcji C, jako:

-1
)=
-V

) (13)
gdzie y jest wspolczynnikiem awersji do ryzyka y. Jest to tak zwana relatywna awersja
do ryzyka (RRA). Ta funkcja uzytecznosci ma kilka istotnych wlasnosci. Po pierwsze,
jest niewrazliwa na skale. Jezeli rozktad zwrotow jest staly, premia za ryzyko nie
zmienia si¢ W czasie wraz z rosnacym bogactwem. A zatem jezeli rézni inwestorzy
maja rézny poziom bogactwa, ale takie same uzytecznosci potggowe, wtedy moga oni
by¢ zagregowani do jednego reprezentatywnego inwestora z ta sama funkcja
uzyteczno$ci jak indywidualni inwestorzy. Mniej pozadana wlasnoscig jest to, ze
elastyczno$¢ miedzyokresowej substytucji, oznaczana przez y, jest odwrotnoscia
wspotczynnika awersji do ryzyka.

Potegowa funkcja uzytecznosci powoduje, ze krancowa uzyteczno$¢ wynosi

U'(C)=C;”, a stochastyczny czynnik dyskontujacy M,,, =d(C,,,/C,)”. Zalozenie

+1
poczynione wczesniej, mowigce o tym, ze stochastyczny czynnik dyskontujacy jest
warunkowo lognormalny, bedzie zastapione przez zalozenie, Zze zagregowana
konsumpcja jest warunkowo lognormalna. Z tym zatozeniem przyjmujemy oznaczenia:
m,,, =log(d) — YAc,,,, gdzie ¢, =log(C,). Stad mozemy przeksztalci¢ réwnanie (9) i

otrzymujemy:

t+1

0=, +logd = A, +3]07 + 707 270, ] (14
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, . 2 . . . . .
W réwnaniu tym o, oznacza bezwarunkowa wariancj¢ logarytmu nieoczekiwanej

konsumpcji Var(c,,—E,c,,), a oi oznacza bezwarunkowa kowariancj¢ pomigdzy

nieoczekiwanymi zwrotami i konsumpcja Cov(r; ., — E7; ., i,¢,., — Ec ).
Réwnanie (10) przyjmuje postac:
2
o
T = _10g5+ 7EtAcl 72 <. (15)

L)

To réwnanie moéwi, ze pozbawiona ryzyka realna stopa zwrotu jest liniowa
wzgledem wzrostu  konsumpcji, ze wspdlczynnikiem liniowosci rownym
wspotczynnikowi awersji do ryzyka. Warunkowa wariancja wzrostu konsumpcji ma
negatywny wplyw na stope zwrotu bez ryzyka i moze by¢ interpretowana jako
zapobiegawczy efekt oszczednosciowy.

Roéwnanie (11) w tej specyfikacji przyjmuje postac:

o’

E,[ru+1 — r/’,ﬂ] + 7’ =)0,. (16)
A zatem logarytmiczna premia za ryzyko jest rdwna relatywnej awersji do ryzyka
mnozonej przez kowariancj¢ zwrotu z aktywow i wzrostu konsumpcji. Aktywa z
wysoka kowariancjg wzgledem konsumpcji maja wysoki zwrot. Kiedy konsumpcja jest
mala, to krancowa uzytecznos¢ konsumpcji jest wysoka. Zainwestowanie w instrument
ryzykowny w tym wypadku wymaga duzej premii za ryzyko, aby pokry¢ duza
krancowg strat¢ uzyteczno$ci konsumpcji.

Ciekawym problemem, ktory si¢ tu pojawia jest zjawisko katastrofy
gospodarczej, czyli np. powaznego kryzysu finansowego lub walutowego. W takim
wypadku kowariancje migdzy konsumpcja a zwrotem z aktywow maja zwykle
zaburzony charakter. Moze si¢ bowiem okazaé, ze jednoczesnie spada i konsumpcja, i
poziom zwrotow z aktywow ryzykownych. Najczeséciej jednak po krdotkim okresie
oczyszczania rynku, relacja konsumpcja-zwroty z aktywow wraca do normy. Natomiast

istotne wydaja si¢ opoznienia z jakim rynek aktywow dziata w stosunku do konsumpcji.

1.1.3. Zagadka stopy zwrotu bez ryzyka

Jedna z odpowiedzi na zagadke premii akcyjnej jest rozwazenie wysokiej
warto$ci wspolczynnika awersji do ryzyka y. Ale to prowadzi do kolejnej zagadki —
zagadki stopy zwrotu bez ryzyka. Z rownania (15) wynika, ze bezwarunkowa wartos¢
oczekiwana stopy zwrotu bez ryzyka wynosi:

yo:

Er, ., =—logd+— N

(17)

gdzie g oznacza warto$¢ oczekiwang wzrostu konsumpcji. Poniewaz g jest dodatnie,

wysokie wartosci y powoduja wysokie wartosci yg. Ignorujac przez chwile sktadnik
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o; . . . . .
T“, mozemy yg przyjmowaé za krdotkookresowa Srednig stopg procentowa (stope

zwrotu z instrumentu bez ryzyka). Ale jezeli wskaznik dyskonta migdzyokresowego ¢
bedzie bliski 1, co oznacza mata lub nawet ujemna preferencje czasowa, to stopa wolna
od ryzyka bedzie tez wysoka, co przeczy naszym obserwacjom.

Interpretujac to rownanie dochodzimy do wniosku, ze inwestorzy, ktdrzy maja
wysoka awersj¢ do ryzyka z potegowa funkcja uzytecznosci, sa takze bardzo niechetni
do wymiany mi¢dzyokresowej. Majac dany dodatni §redni wzrost konsumpcji, niska
stopg zwrotu bez ryzyka i wysoki wspotczynnik preferencji czasowej, inwestor bedzie
miat silng motywacj¢, aby pozycza¢ z przysztosci tak, aby zredukowac srednig stopg
wzrostu konsumpcji. Intuicyjnie, niska stopa procentowa jest mozliwa w réwnowadze,
tylko wtedy, gdy inwestorzy maja niska lub negatywna stope preferencji czasowej,
ktéra mocno zmniejsza ich sklonnosci do zapozyczania si¢ na poczet przysziej
konsumpcji. Swiadczy to o tym, ze wspotezynnik & przyjmuje wartos$é bliska 1.

Wyjasnienie sprzeczno$ci zauwazonej powyzej wynika oczywiscie z faktu, ze
jezeli wspotezynnik awersji do ryzyka y jest duzy, wtedy ujemne wyrazenie wazace z
ro.

2

kwadratem — dominuje w réwnaniu (17), a cze$¢ liniowa i stope procentowa

obniza si¢. Wyrazenie z kwadratem oznacza tzw. zapobiegawczy efekt
oszczedno$ciowy. Awersyjni do ryzyka agenci z niepewnymi strumieniami konsumpcji
maja tzw. zapobiegawcza motywacj¢ do oszczedzania, ktora dziata w przeciwnym
kierunku do sktonnos$ci do pozyczania. Wyjasnienie zagadki stopy wolnej od ryzyka

wymaga, aby efekt zapobiegawczy byt duzy. Idzie to w parze z niska wartoscia .

1.1.4. Stopa zwrotu z obligacji, zagadka premii akcyjnej i zagadka premii wolnej od
ryzyka

Niektérzy autorzy przekonuja, ze stopa zwrotu wolna od ryzyka jest niska,
poniewaz krétkookresowe obligacje skarbowe sa bardziej ptynne niz dhlugookresowe
aktywa finansowe. Kroétkookresowy dlug zachowuje si¢ jak pieniadz, wszelkie
transakcje nim moga by¢ dokonywane z niskim kosztem. Ptynnosciowy efekt redukuje
w rownowadze stope zwrotu wolng od ryzyka i zwigksza premi¢ akcyjna. Problem tej
argumentacji polega na tym, ze aktywa dtugookresowe powinny mie¢ istotng nadwyzke
zwrotu w porownaniu z krotkookresowym dlugiem. Diugookresowe obligacje rzadowe
powinny oferowaé wigksza premi¢ za okres trwania. Ale historia pokazuje, Ze
wielokrotnie premia za okres trwania obligacji byta znaczaco mniejsza niz premia
akcyjna. Dodatkowo, odwrdcona krzywa dochodowosci (ujemna premia okresowa) dla

obligacji powoduje, ze argument plynnosciowy staje si¢ nieprawdziwy rozpatrujac

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 191

15



16

Wycena aktywdw oparta o konsumpcje

jedynie instrumenty wolne od ryzyka. Srednio premia okresowa dla obligacji
rzadowych wynosi od 0,5% do 1,5%. Miara ta pokazuje, ze premia okresowa jest

znaczaco nizsza od premii akcyjnej.

1.1.5. Separowanie awersji do ryzyka i miedzyokresowej substytucji’

Zajmijmy si¢ teraz bardziej elastyczna wersja modelu z potggowa funkcja
uzytecznosci. Model potegowy bowiem naklada ograniczenie na elastyczno$é
miedzyokresowej substytucji tak, ze wspotczynnik migdzyokresowej substytucji y jest
odwrotnoscia wspolczynnika awersji do ryzyka y. Nie ma natomiast potrzeby ani
empirycznej zaleznosci, aby te dwie zmienne traktowaé w tak rygorystyczny sposob.
Awersja do ryzyka oznacza bowiem niecheé konsumenta do zastgpowania konsumpcji
w kontek$cie niepewnos$ci stanéw natury i jest znaczaca nawet w przypadku modelu
jednookresowego. Elastyczno$¢ migedzyokresowe]j substytucji oznacza natomiast chec
konsumenta do zastgpowania dzisiejszej konsumpcji jutrzejsza i jest znaczaca nawet w
petni deterministycznym ujgciu. Ponizszy model zachowuje wiele pozadanych
wiasciwosci modelu potggowego, ale tamie powiazanie miedzy parametrami y oraz .

Funkcja uzytecznosci jest zdefiniowana w sposob rekursywny przez:

1-y 1 6

U, ={(1-8)C, 7 +3(EU'7)?}7 * (18)
gdzie 0= (1-y)/(1-1/y). Jezeli y = (1/y), 6 = 1, wtedy rekursja (18) staje si¢ liniowa i
moze by¢ rozwiazana dajac wczesniej przedstawiong uzytecznos¢ potegowa.

Migdzyokresowe ograniczenie budzetowe dla reprezentatywnego agenta moze
by¢ zapisane jako:

Wia=01+R,,. )W, =C), (19)
gdzie W,.; oznacza bogactwo reprezentatywnego agenta, a (1+R,,,+;) oznacza zwrot z
portfela z catego zainwestowanego bogactwa. Taka forma ograniczenia budzetowego
jest odpowiednia dla rynkéw kompletnych. Stosujac techniki programowania
dynamicznego mozemy pokazaé, ze rdwnania (18) i (19) daja rownanie Eulera postaci:

1

e R (20)

1= B[ )y

w,t+1
Jezeli zatozymy, ze zwrot z aktywdéw i konsumpcji jest homoskedastyczny i tacznie
lognormalny to stopa wolna od ryzyka jest:

Tt il =—10g5+iE,[Act+]]+EO'i— 02 0'3. 2D
’ v 2 2y

? Podrozdziat niniejszy oparty jest na: Epstein, Zin (1989).

* Jest to tzw. funkcja uzytecznosci Zin-Epstein.
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Stopa wolna od ryzyka réwna si¢ statej — log 0 plus wspdtczynnik (1/y) mnozony przez
oczekiwany wzrost konsumpcji. W modelu z uzytecznos$cia potegowa 1/ =y oraz 6 =
1. Wtedy rownanie (21) redukuje si¢ do réwnania (15).

Premia za ryzyko, wlaczajac do naszych kalkulacji portfel bogactwa, wynosi:

2

O, (op
Elr.1-r ., +——=0""<+(1-6)0, 22
I[ 1,z+1] S+l 2 1/} ( ) i ( )

w*

To réownanie méwi, ze premia za ryzyko na instrumencie i jest wazona kombinacja
kowariancji zwrotu z tego instrumentu i wzrostu konsumpcji (dzielong przez
elastyczno$¢ migdzyokresowej substytucji y) oraz kowariancja miedzy zwrotem z i-
tego instrumentu i zwrotem z portfela bogactwa. Wagi wynosza odpowiednio 6 oraz 1 -
6. Przy parametrze 0 = 0 daje nam to klasyczna wersjc CAPM”.

Rownania (21) oraz (22) pomoga wyjasni¢ zagadke premii akcyjnej i zagadke
stopy wolnej od ryzyka. W réwnaniu (21) wysoki wspdtczynnik awersji do ryzyka
nickoniecznie powoduje niska stopg wolna od ryzyka, poniewaz

Erp,. =—10g(5+§+62_10§,—232 o’ (23)

Sredni wzrost konsumpcji jest tu dzielony przez parametr y i w tej specyfice y nie musi
by¢ mate, nawet jezeli y jest duze.

Roéwnanie (22) sugeruje, ze niekoniecznie wysoki wspotczynnik awersji do
ryzyka musi wyjasnia¢ zagadke premii akcyjnej. Jezeli 6 # 1 to premia za ryzyko jest
zdeterminowana w czesci przez kowariancje z portfelem bogactwa, 6;,. Jezeli zwrot z
bogactwa jest bardziej zmienny niz wzrost konsumpcji, wtedy c;, moze by¢ wigksze niz
o, 1 moze pomdc wyjasni¢ zagadke premii akcyjnej. Zwrot z portfela bogactwa
mozemy tutaj rozumie¢ jako zwrot z indeksu gieldowego, jako przyblizenie zwrotu z
portfela bogactwa.

Powyzej zaprezentowane podejscie zostawia wcigz kilka probleméw. Po
pierwsze, miedzyokresowa elastyczno$¢ konsumpcji jest bardzo niska. Po drugie
konsumpcja 1 bogactwo sa do siebie bardzo mocno przywiazane poprzez

miedzyokresowe ograniczenie budzetowe. Natomiast najczegsciej jest tak, ze

3 Za Duffie'm (2001) pokazemy klasyczna wersje CAPM. Formuta na premie akcyjna w poziomach, a nie

_ COV(Ri s Rw)

logarytmach jest nastepujaca: E(R,)-R, = B[E(R)~-R,], gdzie f, = , ktora
‘ ' Var(R,)

uzyskujemy przez maksymalizacj¢ wspolczynnika korelacji pomigdzy zwrotem z portfela bogactwa oraz
krancowa uzytecznoscia konsumpcji. Zlogarytmowanie powyzszego réwnania daje posta¢ zblizona do
(22). Roéwnanie (22) dodatkowo bezposrednio uzaleznia premi¢ akcyjna od kowariancji migdzy

konsumpcja a zwrotem z aktywa ryzykownego.
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konsumpcja jest gtadka, a bogactwo bardzo zmienne. Rozwigzanie tego problemu jest

przedstawione w czesci nastepnej.
1.2. Dynamika zwrotu z aktywow i konsumpcja

1.2.1. Zmiany w warunkowych oczekiwaniach

Z réwnan (21) i (22) wynika $ciste powiazanie oczekiwanego zwrotu z aktywow
1 wzrostu konsumpcji. Oczekiwana stopa zwrotu z aktywow jest doskonale skorelowana
z oczekiwanym wzrostem konsumpcji. Odchylenie standardowe oczekiwanego wzrostu
konsumpcji wynosi w pomnozone przez odchylenie standardowe oczekiwanej stopy
zwrotu z aktywow.

Zastanowmy si¢, jak oszacowa¢ . Jedna z metod zaproponowanych do
rozwiazania tego problemu jest metoda regresji zmiennych instrumentalnych (IV)°.

Jezeli Zdeﬁniujemy reszte jako 77i,z+1 =Tim _Er[ri,rﬂ]_ 7(AC1+1 _Et [AC(H]), Wtedy
mozemy przepisa¢ rownania (21) oraz (22) jako rownanie regresji:

ri,r+1 = :ui + I/IIACH—I + 7’ (24)

i+l

W  przypadku ogélnym wyraz #;,+; bedzie skorelowany ze wzrostem
konsumpcji, stad estymatory MNK beda obciazone i nie beda dobrze szacowaé modelu.
Metoda zmiennych instrumentalnych z zastosowaniem jako instrumentéw opdznionych

zmiennych zwrotu z aktywow rozwigzuje ten problem.

1.2.2. Metoda log-liniowa wyceny aktywow

W tej sekcji zaprezentowano podejscie Lucasa (1978) do wyceny aktywow.
Wprowadzamy pojecie cen aktywéw i dywidend. Konsumpcja jest bowiem zbyt
stabilna, aby jej zmienno$cia moc wyjasni¢ zmiennos¢ stopy zwrotu z aktywow.

Aby zrozumie¢ drugi moment zwrotow akcji, nalezy rozwazy¢ zalezno$é
miedzy ruchami cen i ruchami w oczekiwanych przysztych wyptatach dywidend i stop
dyskontujacych. Model cen jest nieliniowy, poniewaz oczekiwane zwroty sg zmienne w
czasie. Dlatego nalezy dokona¢ kilku istotnych uproszczen. Najbardziej popularnym
podejsciem jest rozwazenie dyskretnego procesu Markowa dla wzrostu dywidend lub
warunkowych wartosci oczekiwanych wzrostu dywidend. Struktura Markowa pozwala
znalez¢ terazniejsza warto$¢ modelu, lecz obliczenia sq zmudne analitycznie i

najczesciej znajduje si¢ wyniki numeryczne.

§ Metoda zaproponowana przez Halla (1988) nie jest istotna dla naszych rozwazan, ale pokazuje metodg

estymacji ekonometrycznej modelu w celu sprawdzenia stawianej przez teori¢ ekonomii hipotezy.
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Innym podejsciem jest log-liniowa aproksymacja dokladnej wartosci modelu.
Log-liniowa zalezno$¢ migdzy cenami, dywidendami i zwrotami ma swoje intuicyjne
uzasadnienie: wysokie ceny musza poprzedzaé wysokie przyszte dywidendy lub niskie
przyszte zwroty, natomiast wysokie ceny musza poprzedza¢ wysokie oczekiwane
dywidendy lub niskie oczekiwane przyszie zwroty. Podobnie, duze zwroty musza by¢
powiazane ze wzrostem oczekiwanych przyszitych dywidend i spadkiem oczekiwanych
przysztych zwrotow.

Log-liniowa aproksymacj¢ rozpoczynamy od definicji logarytmicznego zwrotu

na pewnym aktywie i, #,,, =log(P,,, + D,,,)—log(F,). Konwencja czasowa polega tu

it T
na tym, ze ceny sa mierzone na koniec kazdego z okresow, dlatego zawieraja prawa do
dywidendy przypadajacej na nastgpny okres. Logarytmiczny zwrot jest nieliniowg
funkcja logarytmu cen pi oraz p;, a takze dywidend d;,r;. Moze jednak by¢
przyblizony wokét wartosci oczekiwanej logarytmu wspdtczynnika dywidenda-cena (d
— pir) uzywajac przyblizenia szeregiem Taylora. Szukang aproksymacja jest:

n =k+pp, 0+ (1= p)d; i — Py (25)

1

gdzie p 1 k sa parametrami linearyzacji zdefiniowanymi przez p=——
1+ exp(dit - pil)

oraz k=-log(p)—(1—p)log(l/ p—1). Jezeli wskaznik cena-dywidenda jest staly, to

p= 71D jest stosunkiem ceny instrumentu po wyplacie dywidendy i przed wyptata
dywidendy’.

Przyblizenie szeregiem Taylora w réwnaniu (25) zastgpuje logarytm sumy ceny
instrumentu i dywidendy, wazong $rednia logarytmu ceny instrumentu i logarytmu
dywidendy. Logarytm ceny dostaje tutaj wage bliska jednosci, a logarytm dywidendy
otrzymuje wage 1 — p bliska zero. Potwierdza to empiryczna obserwacja rynkow
finansowych, gdzie dywidendy sa znacznie mniejsze niz cena akcji, a co z tego wynika
procentowa zmiana w wysokosci dywidendy ma znacznie mniejszy wptyw na warto$¢
aktywa niz procentowa zmiana ceny.

Roéwnanie (25) jest liniowym réwnaniem roznicowym dla logarytmu ceny

instrumentu. Nakladajac warunek lim, p’'p.., =0 oraz rozwiazujac powyzsze

réwnanie otrzymujemy:

Tw powojennej historii Standw Zjednoczonych $redni wspotczynnik cena-dywidenda wynosit 26,4, stad
p powinno wynosi¢ okoto 0,964. Dlatego mozemy uznaé, ze logarytmiczny zwrot z aktywow jest w
znakomitej wigkszosci generowany przez zmiany cen instrumentéw i tylko czg$ciowo przez dywidendy.
A zatem zmienno$¢ w procesie dywidend nie powinna mie¢ decydujacego wplywu na zmiennosé

ZWIotow.
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k o
Py~ dit = 1 P + El apj [Adi,t+l+j - ri,t+1+j]' (26)
— =0

Roéwnanie to pokazuje, ze logarytmiczny wskaznik cena-dywidenda jest wysoki wtedy,
gdy oczekiwane dywidendy w przysziosci beda rosty szybko lub gdy oczekiwane
zwroty beda niskie. Intuicyjnie powinnismy rozumie¢ to rownanie w ten sposob, ze
wysoka cena dzisiaj i nieeksplozywnos$¢ cen implikuje, ze przyszle dywidendy beda
wysokie, natomiast zwroty niskie.

Natozone ograniczenie na nieeksplozywno$¢ cen moze nie wytrzymywaé
krytyki, odkad obserwujemy na gieldach tzw. bable spekulacyjne. Mozemy jednak ze
wzgledu na kilka faktéw uznaé bable za odstepstwo od ogdlnych regut gry rynkowe;.
Blanchard i Fisher (1992) pokazuja np., ze w makroekonomicznym modelu gospodarki
z przeplatajacymi si¢ pokoleniami racjonalne bable moga rosna¢ tylko w gospodarkach
dynamicznie nieefektywnych, czyli takich, w ktérych kapital jest inwestowany
nicefektywnie. Teoretyczne podstawy babli sa uznawane za zbyt kruche, aby
wprowadzaé je do modeli finansowych jako regute®.

Ujecie rownania (26) w sposdb logarytmiczny ma tez swoje bardzo pozytywne
ekonometryczne implikacje’.

Dotychczas rozpatrywaliSmy cen¢ aktywdw jako liniowa kombinacje
oczekiwanych przysztych dywidend i oczekiwanych przysztych zwrotéw. W innym
uyjeciu  mozemy takze napisa¢ zwrot z aktywoéw jako liniowa kombinacje¢
niecoczekiwanych wartosci przysztych dywidend i zwrotéw. Dodajac rownanie (26) do
réwnania (27), uzyskujemy:

n = Ef 0 =(Ey —E, )_'a'opj Ad,,; = (E,, - EJTalﬂ Tiasies 27
= =

To rownanie méwi, ze nicoczekiwany zwrot z aktywdw wigze si¢ ze zmianami

w oczekiwaniach dotyczacych przysztych dywidend i realnych (zdyskontowanych)

8 Santos 1 Woodford (1997) daja wyczerpujacy formalny opis warunkéw, przy ktorych pojawiaja si¢
bable spekulacyjne na cenach aktywow. Do gtéwnych rezultatow tej pracy naleza kruche podstawy lezace
po stronie monetarnej dla wyjasnienia babli. Dodatkowe rezultaty interesujace nas w kontekscie naszego
modelu sa takie, ze niemozliwe jest powstanie babli przy stosunkowo ogdlnych zatozeniach modelu,
takich jak kompletny rynek, ograniczenia w pozyczaniu i migdzyokresowej substytucji. Ponadto, jezeli
aktywa sg produktywne (tzn. zagregowane bogactwo jest ograniczone przez plan inwestycyjny) to bable
spekulacyjne nie moga si¢ pojawi¢ nawet w modelu z nieskonczonym horyzontem czasowym. Znane
przyktady racjonalnych babli leza raczej w bardzo specyficznych zatozeniach, omijajacych réwnowage
monetarna.

Ponadto, wykluczenie mozliwosci racjonalnych babli spekulacyjnych nie wyklucza roli
samospetniajacych si¢ przepowiedni (oczekiwan) na alokacj¢ w rownowadze i wyceng aktywow.

? Wynikaja one z faktu, ze ceny i dywidendy moga by¢ ze soba skointegrowane, a co za tym idzie proces

opisany przez rownanie (26) jest stacjonarny, czyli prognozowalny.

Narodowy Bank Polski



Wycena aktywow oparta o konsumpcje

zwrotow. Wzrost oczekiwanych przyszlych dywidend jest zwiazany ze wzrostem ceny
aktywdow dzisiaj, natomiast oczekiwany wzrost zwrotow jest zwiazany ze spadkiem
ceny dzisiaj. Ta ostatnia zalezno$¢ wynika z faktu, ze przy danym strumieniu dywidend,
przyszte wysokie zwroty moga by¢ generowane tylko wtedy, gdy obecna cena jest

niska.

1.2.3. Zagadka zmiennosci rynku akcji

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ poziomem premii akcyjnej. Teraz sprobujemy
zilustrowaé zagadke zmiennos$ci rynku akcji. Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe
dla reprezentatywnego agenta méwi, ze konsumpcja w kazdym okresie réwna si¢
dywidendzie z portfela zainwestowanego bogactwa w. Mozemy tu zalozy¢, ze kapitat
ludzki jest czgscia tego portfela. Jezeli rozwazamy portfel cen akceji, wtedy konsumpcja
zalezy tylko w czegsci od dywidendy z portfela akcji. Jezeli oznaczymy portfel akcji
przez e to dywidenda z tego portfela rowna si¢ konsumpcji podniesionej do potegi 1. W
zapisie logarytmicznym mamy zatem:
d. = jc,. (28)
Wspotczynnik A mozna interpretowa¢ jako miare dzwigni finansowe;j'.

Jezeli rozwazamy model wyceny aktywow oparty o funkcje uzytecznosci
reprezentatywnego agenta z rownania (18), wtedy nakltadajac warunki lognormalnosci

rozktadéw i homoskedastycznosci (réwnania (21) 1 (22)) daja:

Er

t' e+l

=u,+ iE,AcM, (29)

gdzie y. jest stalg dla danego portfela. Oczekiwany logarytmiczny zwrot na portfelu
akcji, podobnie jak logarytmiczny oczekiwany zwrot na kazdym innym poszczegdlnym
aktywie, jest stala. Dodajemy zatem oczekiwany wzrost konsumpcji, dzielony przez
miedzyokresowa elastyczno$é substytucji.
Dodajac réwnania (30) i (31) do réwnan (27) oraz (28) otrzymujemy:
k

po—d, =X v-LEZpac
I-p 4

(30)

t+l+j
Jj=0

oraz

Epr,, = MO, - EAc,) + (A~ i)(Em ~E)& Ay, 31

Jj=0

re,t+1 1+1

Oczekiwany przyszty wzrost konsumpcji wplywa na wskaznik cena-dywidenda. Ma on

bezposredni dodatni wpltyw poprzez zwigkszenie zdyskontowanego strumienia

"Jezeli A > 1, wtedy dywidenda i zwroty akcji sq bardziej zmienne niz zwroty na zagregowanym portfelu
bogactwa. Mozemy zatem zwigksza¢ konsumpcje, jezeli ceny akcji rosng szybciej niz bogactwo,

oszukujac tym samym naturalne ograniczenie budzetowe. Zob: Abel (1996).
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dywidend oraz posredni ujemny wpltyw poprzez zwigkszenie realnej stopy procentowe;.
Ponadto nieoczekiwany logarytmiczny zwrot wynosi 4 mnozone przez nieoczekiwany
wzrost logarytmicznej konsumpcji plus (1 — (1/w)) mnozone przez zdyskontowang sumeg
poprawek w oczekiwaniach wzrostu konsumpcji.

Réwnanie (31) moze by¢ przeksztalcone tak, aby przedstawi¢ wzrost
konsumpcji jako funkcje nieoczekiwanych zwrotow i poprawek w oczekiwaniach

dotyczacych zwrotow. Uzywamy tez rownania (29).
1 1 o
ACH—I - EIACH—I = ; (re,H—l - Etre,t+l) + (I - l//)(Et+1 - Et)apjre,t+l+j (32)
j=1

Nieoczekiwany zwrot z aktywow zwigksza bogactwo o czynnik (1 /A) i, co za
tym idzie, zwigksza konsumpcje o t¢ sama wartos¢. Zwigkszanie oczekiwanych
przysztych zwrotow wywiera na konsumpcj¢ dodatni efekt przychodowy ze
wspotczynnikiem (1 / A) oraz ujemny efekt substytucji ze wspotczynnikiem — y.

Powyzsze rownania moga by¢ uproszczone, jezeli zatozymy, ze oczekiwana
zagregowana konsumpcja, ktéra oznaczymy jako z jest procesem AR(1)"!, ze rednia g

oraz wskaznikiem podtrzmymania ¢. Mamy wtedy:
Aci1= 21+ g4, (33)
zw1= (1 - )g+ gz + g1, (34

Przyjmujemy tutaj, ze wzrost konsumpcji jest dyskretnym procesem Markowa.
Przyrost konsumpcji wprowadzamy w rownaniu (33) za pomoca egzogenicznego szoku
ii.d. €.+, Dodatkowo uzalezniamy zagregowana konsumpcje od sredniej wazonej
$redniej konsumpcji i ostatniej konsumpcji oraz egzogenicznego szoku &.,;. Szoki
powyzsze moga by¢ pozytywnie lub negatywnie ze soba skorelowane. Jako specjalna
wersje modelu mozemy przyjaé, ze €, 41 = QO€q+ +

Z réwnania (21) wynika, ze stopa zwrotu bez ryzyka jest liniowa wzgledem
wzrostu zagregowanej konsumpcji z;, zatem ten model implikuje zachowanie si¢ stopy
wolnej od ryzyka jako homoskedastycznego procesu AR(1).

Roéwnania (33) i (34) pozwalaja przepisa¢ (29) i (30) jako

" Przy wprowadzaniu zmiennych autoregresyjnych nalezy byé bardzo uwaznym, gdyz proces
konsumpcji moze byé¢ zintegrowany w stopniu 2 i nalezy uwzgledni¢ odpowiednig ilo$¢ czynnikow
bladzenia losowego w réwnaniu. Podazajac za Campbellem (1998) konsumpcja jest tu okreslona jako
1(1), ale powinna by¢ I(2). Jest to problem wyboru migdzy interpretacja ekonomiczng réwnania a
poprawnoscia ekonometryczna regresji.

2 Jest to wzmocniona kumulacja szokéw w przyroécie konsumpcji. Interpretacja zalezy od znaku ¢ oraz

znakow szokow.
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k —
P. d(——+(ﬂ——>[i 28y (35)
l-p -p l-po
oraz
-E A——y—P— 36
er+1 tret+l cr+l+( )( )8z,t+l’ ( )
vy 1-p¢

Roéwnanie (38) pokazuje jak trudno jest w tym ujeciu wyjasni¢ zagadke
zmiennosci rynku akcji. Najprostsza proba wyjasnienia duzych zmian w zwrotach
portfela akcji jest przyjecie duzego wspotczynnika A, ktory oznacza duzy udziat
dywidendy w finansowaniu konsumpcji. Z drugiej strony, jezeli wyrazenie A — (1/y) ma
warto$¢ ujemna, to zmienno$é rynku akcji zmniejsza sie">.

Zbudujmy teraz ten sam model dla rynku obligacji. Dla rynku obligacji mamy A = 0'*.
Przeksztatcajac rownania (35) i (36) otrzymujemy przychdd z obligacji

k 1 z, —

ybtzdbt_pbrz_ . +7[ £ +— g]a (37)
l-p yl-p 1-p¢

oraz
1

Vi1 — Etrh,tH = _7(L)82,t+] . (38)

v 1-p¢
Jezeli y jest mate to nawet mata zmiana we wzroscie konsumpcji z, bedzie powodowad
duze zmiany w zmianach stopy wolnej od ryzyka, a takze w zwrotach z
dlugookresowych obligacji. Korelacja migdzy zwrotami z akcji i obligacji jest dodatnia,
jezeli A < (1/y). Jezeli znak powyzszej nierdwnosci jest odwrotny to mamy ujemna

korelacje.

1.2.4. Wplyw na zagadke premii akcyjnej

W podrozdziale 1.2 mieliSmy kowariancj¢ mi¢dzy konsumpcja a zwrotami z
aktywow traktowana jako egzogeniczna. Nie podawaliSmy zwiazkéw migdzy
konsumpcjg a zwrotami z akcji. Poczynili§my to dopiero w podrozdziale 1.3. Przy tym
drugim ujeciu mozemy traktowaé kowariancj¢ migdzy konsumpcja a zwrotami jako
zmienna okreslong na procesie stochastycznym konsumpcji. Zaleta tego ujgcia jest
uwyraznienie zalet separowalnych krzywych uzytecznosci. W modelu z separowalnymi
krzywymi uzytecznosci uzalezniliSmy premi¢ za ryzyko jako kowariancj¢ migdzy

zwrotami z aktywow oraz wzrostem konsumpcji i zwrotem z portfela bogactwa.

> Ta uwaga moze mie¢ ciekawe uzasadnienie. Jezeli inwestor czerpie wigksze zyski z inwestycji w
realng stopg procentowa niz z dywidendy, to zmiennos$¢ rynku akcji si¢ zmniejsza.
' Zaktadamy rynek z aktywami, ktore daja zerowa dywidende w ujeciu logarytmicznym i stata rowna

konsumpcji w poziomach. Jest to realistyczne ujgcie.
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Stochastyczne wiasnosci konsumpcji, razem z ograniczeniem budzetowym moga by¢
uzyte do zastapienia konsumpcji lub bogactwa w poprzednim ujgciu.
Zauwazmy, ze rownanie (33) stosuje si¢ do zwrotow z portfela bogactwa, gdy 1

= 1. Zaktadajac e = w oraz A = [ réwnanie (31) staje si¢:

7 Er, . =Ac

wirl el +1

—EAc, +(1—;><E,+1 —E)Ap'Ac,,, (39)

j=1
Z tego wynika, ze kowariancja migdzy zwrotem z aktywow a portfelem bogactwa musi

spetnia¢ réwnanie

(40)

1
O.ig = O.ic + (1 - a)o-ig >

gdzie o, oznacza kowariancj¢ migdzy nieoczekiwanym zwrotem z aktywow a

poprawkami w oczekiwaniach dotyczacych wzrostu konsumpcji (oznaczenie przez g).

Gig = Cov(rw,ﬁ-l - Etrw,H—l > (E1+1 - Et)aijCt+l+j' (41)
j=1

Podstawiajac to rownanie do formuty (22) na premi¢ za ryzyko mamy

2
Elr) =10+ = 10+ ()0 @)
Premia za ryzyko na dowolnym aktywie jest wspolczynnikiem awersji do ryzyka y
mnozonym przez kowariancj¢ miedzy zwrotem z tego aktywa i wzrostem konsumpcji
plus (y — (1/y)) mnozone przez kowariancj¢ migdzy aktywem z poprawkami oczekiwan
dotyczacych przysztego wzrostu konsumpcji.

Teraz wré¢my do zatozenia (poczynionego w poprzednim podrozdziale), ze
oczekiwany wzrost konsumpcji jest procesem AR(1) danym przez réwnanie (34). Przy
tym zatozeniu,

(Eui=EDAP A = (L. (43)
1-p¢

Z réwnan (36), (42) oraz (43) wynika, ze aby lepiej zrozumie¢ powyzsze wyrazenie

zaleca si¢, aby rozbi¢ wzdr na premie¢ akcyjna na cze$¢ premii z obligacji w poréwnaniu

ze stopa wolng od ryzyka oraz premi¢ z akcji w pordwnaniu z obligacjami:

o’ 1 1 1
Elryul=rym+ 2 = A-— (Lo, 1+ (r-H-——L—) 0?1 (44)
2 vy l-py vy yl-pg
oraz
o, o’ o 1 P P
E —ry ===l + (o 1+ (y——)A o, + o
I[re,Hl] rb,l+1 2 2 }/[ c (1_p¢) Lz] (7/ l//) [1_p¢ cz (1_p¢) zJ

(45)
Roéwnania (44) oraz (45) daja w sumie rownanie na premi¢ akcyjna. Pierwsze wyrazenie

w obu tych réwnaniach reprezentuje potggowa funkcj¢ uzytecznosci inwestora, a drugie
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reprezentuje efekt premii z funkcja uzytecznosci separowalna pozwalajac, aby
wspotczynnik awersji do ryzyka rdznit si¢ od odwrotnosci wspdtczynnika elastycznosci
miedzyokresowej substytucji.

Rozpatrujac uzytecznos$¢ potegowa, premia na obligacjach — rownanie (44) —
zalezy od kowariancji o, miedzy zrealizowana konsumpcja i poprawkami w
oczekiwaniach przyszlego wzrostu konsumpcji. Jezeli ta kowariancja jest dodatnia, to
wzrost konsumpcji jest powigzany z wysokim oczekiwanym przysztlym wzrostem
konsumpcji, co zwigksza stopg wolng od ryzyka i zmniejsza stopg zwrotu z obligacji.
Stopa zwrotu z obligacji moze by¢ w takich warunkach nawet ujemna.

Druga czg$¢ reprezentuje uzytecznosci separowalne. Jezeli y < 1/y to ceny
aktywow maja ujemna kowariancj¢ z przysztym oczekiwanym wzrostem konsumpcji,
co generuje wyzsza premi¢ za ryzyko obligacji. Ta charakterystyka pozwala na
generowanie duzej premii za okres trzymania obligacji.

Premia akcyjna w poréwnaniu ze zwrotem z obligacji z rownania (45) jest
proporcjonalna do wspotczynnika A, ktory odpowiada za zmienno$¢ w procesie wzrostu
dywidend. Pozostale wyrazenia sprawiaja pewna trudnos¢ w interpretacji premii
akcyjnej.

Podsumowujac, uzytecznosci seprowalne (Zin-Epstein) maja lepsze wtasciwosci
od uzytecznosci potggowej, ale relatywny wspotczynnik awersji do ryzyka y musi by¢
odpowiednio duzy i zblizony do odwrotnosci y, aby dawacé duze zwroty z akcji oraz

mate zwroty z obligacji.

1.3. Cykliczne zmiany w cenie ryzyka

W poprzednich sekcjach scharakteryzowaliSmy teori¢ wyceny aktywow oparta
o konsumpcj¢. Zagadka premii akcyjnej sugeruje, ze wspotczynnik awersji do ryzyka
musi by¢ bardzo wysoki, aby wyjasni¢ wysoka relatywna stopg zwrotdw z akcji.
Natomiast zagadka zmiennosci rynkow akcji thumaczy, ze wspotczynnik awersji musi
si¢ zmienia¢ w czasie tak, by wyjasni¢ duza zmiennos$¢ cen akcji. Teraz zastanowimy
si¢: skad bierze si¢ cykliczno$¢ w cenach aktywoéw finansowych w oparciu o modele
konsumpcji oraz jak wygenerowaé duza zmienno$¢ rynku akcji, bez uciekania do

zmiennosci wspdtczynnika awersji do ryzyka.

1.3.1. Formowanie przyzwyczajen konsumpcyjnych
Wielu badaczy zwracalo uwage na formowanie przyzwyczajen konsumpcyjnych
jako wazny czynnik wptywajacy na formowanie krancowej uzytecznosci konsumpcji.

Musimy rozwazy¢ kilka kwestii. Pierwsza to posta¢ funkcji uzytecznosci konsumpcji

UC,X) = U(-). X, oznacza zmienne w czasie przyzwyczajenia konsumpcyjne
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nazywane przeze mnie takze zwyczajowa konsumpcja. Za propozycje funkcji U(-)
przyjmuje si¢ funkcj¢ potggowa wyrazenia C/X; lub wyrazenia C; — X;. Druga kwestia
jest wpltyw decyzji agenta na przyszly poziom przyzwyczajen konsumpcyjnych. W
modelu wewnetrznego formowania przyzwyczajen, przyzwyczajenia zaleza od
indywidualnych decyzji agenta dotyczacych przysztego poziomu konsumpcji. W
modelu zewnetrznego formowania przyzwyczajen, przyzwyczajenia zaleza od
zagregowanej konsumpcji i nie zaleza od indywidualnych decyzji agenta. Trzecia
kwestig jest szybkosé, z jaka przyzwyczajenia dopasowuja si¢ do indywidualnej lub
zagregowanej konsumpcji.

Wybdér pomiedzy funkcja uzytecznosci z wyrazeniem C/X, a funkcja
uzytecznosci z wyrazeniem C,— X, jest istotny, poniewaz pierwszy przypadek ma stata
awersj¢ do ryzyka a drugi ma zmienng w czasie awersj¢ do ryzyka. Aby to zobaczy¢
rozwazmy najpierw pierwszy przypadek:

Ut — é 51 w’ (46)

j=0 -y

gdzie X, oznacza zsumowany wplyw przeszlej konsumpcji na poziom dzisiejszej
uzyteczno$ci. Dla prostoty, okreslimy X, jako zewnetrzne przyzwyczajenia zalezace
tylko od opdznionej usrednionej zagregowanej konsumpcji:

X, =Ck, @7
gdzie C*, oznacza zagregowang usredniona opozniona konsumpcje a parametr i
oznacza stopien nieseparowalnosci czasowej. Poniewaz mamy jednego
reprezentatywnego agenta mozemy zrezygnowac z usrednionej wartosci konsumpcji

X, =C},. (48)
Z ta specyfikacja uzytecznosci warunkiem podstawowym na zaistnienie rownowagi jest

1=3E[(1+R,,,)(C,/C.) " (Cy 1€, (49)

1+1
Zaktadajac homoskedastyczno$¢ i taczng lognormalno$é zwrotow z aktywdw i wzrostu
konsumpcji powyzsze rownanie daje nastgpujaca postac stopy zwrotu bez ryzyka oraz
premii akcyjne;j:

e = _logé‘_ },20-(2 /2+ 7ErAct+l - K'(}/—l)ACt, (50)

Et[ri,Hl - 7?/"1+1]+ O-i2 /2= YO (51)

Réwnanie (50) méwi, ze logarytmiczna stopa zwrotu bez ryzyka réwna sig
wspolczynnikowi awersji pomnozonemu przez oczekiwany wzrost konsumpcji
pomniejszonej przez wyrazenie k(y — 1)Ac, oraz wariancj¢ konsumpcji pomnozonemu

przez kwadrat wspotczynnika awersji do ryzyka. Ponadto z tego rownania
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wnioskujemy, ze zakladajac dzisiejsza konsumpcje oraz oczekiwana jutrzejsza
konsumpcje jako stala, zwigkszenie konsumpcji wczoraj zwigksza krancowa
uzyteczno$¢ konsumpcji dzisiaj. To powoduje, ze agent ma motywacje pozyczaé
z przysztosci, co dzwiga realna stopg procentowa w goére. Rownanie (51) opisujace
premig¢ za ryzyko jest doktadnie takie samo jak rownanie (16), znaczy to, ze zewngtrzne
formowanie przyzwyczajen nie wptywa na premi¢ za ryzyko.

Abel (1990, 1996) argumentuje miedzy innymi, ze zewngtrzne formowanie
przyzwyczajen pozwala jednak wyjasni¢ zagadke premii akcyjnej. Ten argument jest
oparty na dwoch rozwazaniach. Po pierwsze, sredni poziom stopy bez ryzyka jest oparty
na wyrazeniu z réwnania (50) —logd—y’0./2+)E Ac,,, —k(y—1)g, gdzie g jest
$rednia stopa wzrostu konsumpcji. Jezeli y jest wysokie, wtedy dodatnia warto$¢ x
zmniejsza $rednig stope bez ryzyka. Dlatego zewngtrzne formowanie przyzwyczajen
konsumpcyjnych pozwala wyjasni¢ wysoki poziom awersji do ryzyka wptywajacy
pozytywnie na premi¢ akcyjna, ale nie wptywajacy na premi¢ stopy wolnej od ryzyka.
Po drugie dodatnia warto$¢ x czyni stope wolng od ryzyka bardziej zmienna poprzez
wyrazenie — x(y —1)Ac, Bardziej zmienna stopa zwrotu bez ryzyka zwigksza
kowariancj¢ migdzy zwrotami z akcji oraz konsumpcja o, i zwigksza premi¢ akcyjna.

Jednak drugie z tych rozwazan $wiadczy raczej o stabosci modelu, a nie jego
sile. Odchylenie standardowe oczekiwanej realnej stopy procentowej jest raczej male i
ponad potowa jej wariancji jest prognozowalna, zatem nie jest to spojne z duza
wartoscia x oraz y w rownaniu (50).

Problemy ze stopa wolna od ryzyka w modelach z formowaniem przyzwyczajen
konsumpcyjnych sg istotne. Nieseparowalne w czasie funkcje uzytecznosci powoduja,
ze krancowa uzyteczno$¢ konsumpcji jest bardzo zmienna, nawet jezeli konsumpcja jest
wygladzona. Wynika to stad, ze konsument mierzy pochodng uzyteczosci wzgledem
historycznej, a nie absolutnej konsumpcji. Natomiast duze zmiany w krancowej
uzytecznosci powodujg wahania stopy wolnej od ryzyka. Wszystko to przy stalym
wspotczynniku awersji do ryzyka.

Teraz pokazemy drugie ujgcie, oparte rowniez na zewngtrznym formowaniu
przyzwyczajen. Uzytecznos¢ zalezy tu od wyrazenia C, — X,, gdzie X, to poziom
konsumpcji zgodnej z przyzwyczajeniami. Dodatkowo zaktadamy, ze logarytm
konsumpcji zawiera bladzenie losowe. To odzwierciedla obserwacje, ze wigkszo$¢
krajéw nie ma bardzo przewidywalnych pozioméw konsumpcji ani wzrostu dywidend.
Proces wzrostu konsumpcji zapisujemy zatem:

Ac,, =g+ E 1> (52)

gdzie e.,+; jest normalng homoskedastycza zmienna losowq z wariancja ol
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Funkcja uzytecznosci przyjmuje postaé

E aésj (Ct+j _Xﬁ-j)l_y -1
. .
=0 -y

(33)

W tym réwnaniu X, jest poziomem przyzwyczajen konsumpcyjnych, & jest
subiektywnym czynnikiem dyskontujacym, y jest wspolczynnikiem krzywizny funkcji
uzytecznos$ci. Uzyteczno$¢ zalezy od réznicy migdzy konsumpcja, a przyzwyczajeniem
i jest zdefiniowana tylko, gdy konsumpcja przekracza przyzwyczajenia.

Wygodnym sposobem na wyrazenie =zaleznosci migdzy konsumpcja a
przyzwyczajeniem jest wspotczynnik nadwyzki konsumpcji, okreslony jako:

_C-X,
t C .

t

S 54)

Takie ujgcie pozwala uogdlni¢ uzyteczno$¢ w rownaniu (53). Jezeli przyzwyczajenie X;
jest state, a konsumpcja C; zmienia sig, to lokalny wspotczynnik awersji do ryzyka jest:

—Cuee _ ¥ (55)

Uc S’

gdzie uc oraz ucc jest pierwsza i druga pochodna uzytecznosci wzgledem konsumpcji.
Wspotezynnik awersji do ryzyka zwigksza sig, jezeli wspotczynnik S, zmniejsza si¢ tzn.
konsumpcja zbliza si¢ do poziomu przyzwyczajen. Zauwazmy, ze y - wspotczynnik
krzywizny funkcji uzytecznosci nie oznacza juz relatywnej awersji do ryzyka w
modelu'.

W tym wypadku wspdtczynnikiem relatywnej awersji jest _i&
C

Aby uzupehi¢ opis funkcji uzyteczno$ci, trzeba jeszcze pokazaé jak
przyzwyczajenia X, zmieniajq si¢ w czasiec w odpowiedzi na zagregowang konsumpcje.
Za Campbellem oraz Cochrane (1999) przyjmijmy nast¢pujacy model dla logarytmu ze
wspotczynnika nadwyzki konsumpcji s,= log(S)):
S = (1= Q)5+, + A, )€, - (56)
Parametr ¢ odpowiedzialny jest za podtrzymanie logarytmicznego wspotczynnika
nadwyzki konsumpcji, natomiast A(s,) odpowiada za wrazliwos¢ s..;, a co za tym idzie

wrazliwos¢ logarytmu przyzwyczajen x,+; wzgledem e+,

15 Dalsze rozwazania na temat wspolczynnika krzywizny i relatywnej awersji do ryzyka bede prowadzit

w podrozdziale 2.

16 Campbell i Cochrane (1999) daja formalng analiz¢ funkcji A(s,). Okreslaja oni funkcje wrazliwosci

przez:
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Rownanie (56) moéwi, ze dzisiejsze przyzwyczajenia sg funkcja przesziej i
biezacej konsumpcji. Liniowa aproksymacja pomaga to zrozumie¢. Jezeli zastapimy s,=
log (1 — exp(x¢— ¢;)) w rownaniu (56) i wezmiemy przyblizenie liniowe wzglgdem stanu
réwnowagi (¢; = x;) to zauwazymy, ze rownanie (56) jest w przyblizeniu tradycyjnym
modelem formowania przyzwyczajen, w ktérym logarytm przyzwyczajen zalezy od
logarytmicznej konsumpcji.

X, =(-pa+ex,+(1-@)c,=a+(1- (p)».al)(pjchi. (57)

=

Model (57) ma dwie powazne wady. Po pierwsze, kiedy konsumpcja jest
egzogenicznym procesem jak w rownaniu (52), nie ma powodu, aby konsumpcja
spadala ponizej poziomu przyzwyczajen. Po drugie, model liniowy na ogoét powoduje
duza zmienno$¢é stopy zwrotu bez ryzyka. Z kolei proces (56) poprzez niestata funkcje
wrazliwosci A(s;) pozwala na sterowanie lub nawet eliminacj¢ wahan w stopie zwrotu
bez ryzyka.

Aby znalez¢ realng stopg procentowa w tym modelu, nalezy najpierw obliczy¢

pochodna funkcji konsumpc;ji:

u'(C)=(C,-X)"=87C7. (58)

Prosta stopa zwrotu jest:

' U'(C) Sty Craty-ry-1

1+ R/ )= (6 AT = (OF, ()7 (=) ™) 59
( ’“)(’U'(C,)) (t(S,)(C,)) (59)
Logarytmujac to rownanie oraz stosujac roéwnania (52) oraz (5) mamy logarytmiczna
stope zwrotu bez ryzyka:
720_2

rly ==log 8+ 18— y(1-@)(s, = 5) = —<[A(s)) +1T". (60)

2
Pierwsze dwa wyrazenia prawej strony wzoru (60) sa analogiczne do modelu z

uzyteczno$cia potegowsq (17), a pozostale dwa wyrazenia sa nowe. Trzecie wyrazenie

ﬂ(s,)=é 1-2(s,-5)-1Ls<s_.

0 s=8

max

(1-5%). Réwnanie (56) jest procesem pierwiastka

N |~

gdzie s=0 v oraz S, =5+
I-¢

jednostkowego. Specyfikacja A(s,) daje trzy wazne modyfikacje do tego procesu:

1) Stopa wolna od ryzyka jest stata. Jezeli konsumpcja spada w kierunku poziomu zwyczajowego to A(s,)

wzrasta. To powoduje wzrost w (56), ktéry oznacza wzrost zapobiegawczych oszczg¢dnosci, co zmniejsza

stopy procentowe. Specyfikacja powyzsza dla A(s,) powoduje, ze oba efekty znosza sie wzajemnie.

2) Zwyczajowa konsumpcja jest zdefiniowana dla s, = s.

3) Zwyczajowa konsumpcja zwigksza si¢ wraz z konsumpcja, a A(s,) wzrasta wraz ze spadkiem s, tak, aby

wygenerowa¢ zmienny w czasie wspdtczynnik Sharpe'a.
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jest liniowe wzgledem (s, —s) 1 odzwierciedla migdzyokresowa substytucje. Jezeli
wspotczynnik nadwyzki konsumpcji jest niski, to krancowa uzytecznos¢ konsumpcji
jest wysoka. Jednak nadwyzka konsumpcji po przejsciowym odchyleniu od $redniej
powinna do niej powrocié, dlatego krancowa uzytecznos¢ tez si¢ zmniejszy. Dlatego
konsument bedzie cheial pozyczaé i dlatego stopa wolna od ryzyka pojdzie w gore.

Czwarte wyrazenie we wzorze (60) jest linowe wzgledem ([A(s,) + 11?) i opisuje
tzw. zapobiegawcze oszczgdnosci. Jezeli niepewnos¢ si¢ zwieksza, to konsumenci beda
bardziej sktonni do oszczgdzania i stopa procentowa podjdzie w dot. Zauwazmy, Ze
niepewnos¢ nie dotyczy konsumpcji jako takiej, ale krancowej funkcji uzytecznosci.

Roéwnanie (60) pozwala na zaobserwowanie stabilnosci realnych stop
procentowych na dwa sposoby. Po pierwsze, jezeli wspolczynnik podtrzymania
przyzwyczajen @ bedzie bliski 1, to ograniczamy efekt migdzyokresowej substytucji
konsumpcji. Po drugie, efekt zapobiegawczych oszczednosci przeciwdziata
miedzyokresowej substytucji, jezeli A(s,) zmniejsza si¢ wraz z s.

Podsumowujac, jest kilka réznic migdzy modelem z potegowa uzytecznoscia i
wysokim wspotczynnikiem awersji do ryzyka a modelem z formowaniem
przyzwyczajen konsumpcyjnych. Po pierwsze, model z formowaniem przyzwyczajen
nie wyjasnia zagadki premii akcyjnej Rozwazajac rownanie (61) w rownowadze i

naktadajac ograniczenia na funkcj¢ wrazliwosci A(s,) mamy:
2
= —log8+ 78 +(5) % (61)

Stopa wolna od ryzyka jest zatem okreslona przez wspotczynnik awersji do
ryzyka i $rednia konsumpcje, ktora to wartos¢ jest silnie korygowana, poniewaz
z kwadratem przez wspolczynnik awersji dzielony przez nadwyzke konsumpcji. Jezeli
nadwyzka konsumpcji jest mala to stopa wolna od ryzyka bedzie duza, natomiast jezeli
nadwyzka bedzie duza to stopa wolna od ryzyka bedzie mata. Kwadratowe
oddziatywanie nadwyzki na stopg¢ bez ryzyka powoduje silng elastyczno$¢ tych dwoch
zmiennych.

Cykle i wahania stopy wolnej od ryzyka powodowane sa zmianami w nadwyzce
konsumpcji ponad konsumpcj¢ zwyczajowa i zmiang krancowej uzytecznosci
konsumpcji z tym zwiazanej. Po okresie odchylenia, konsumpcja wraca do okresu
przyzwyczajonej konsumpcji lub odwrotnie — przyzwyczajona konsumpcja dostosowuje
si¢ do nowej S$redniej konsumpcji i stopa wolna od ryzyka wraca do poziomu

réwnowagi opisanego przez rownanie (61).

Narodowy Bank Polski



Wycena aktywow oparta o konsumpcje

1.3.2. Model 7 heterogenicznymi agentami

Dotychczas rozpatrywane modele zaktadaty, ze aktywa moga by¢ wyceniane
jezeli istnieje reprezentatywny agent, ktory konsumuje zagregowana konsumpcje.
Jednak zagregowana konsumpcja nie jest konsumpcja inwestoréw gietdowych. Dlatego
mamy dwie miary konsumpcji i dwa typy agentdw w gospodarce: tacy, ktdrzy nie
inwestuja na gieldzie i konsumuja swa pracg w kazdym okresie (ograniczona
konsumpcja) 1 tacy, ktérzy inwestuja (czyli ich konsumpcja jest teoretycznie
nieograniczona). Konsumpcja agentéw ograniczonych nie wptywa na wyceng aktywow,
ale moze stanowi¢ znaczng cze$¢ zagregowanej konsumpcji. Znaczaca jest rola tych
agentdw, zwlaszcza dlatego, ze ich konsumpcja moze by¢é z powodzeniem
prognozowalna. Zalezy ona bowiem od wzrostu dochodu. Konsumpcja posiadaczy akcji
jest duzo bardziej zmienna. Ograniczeni agenci w powyzszym modelu nie wpltywaja
bezposrednio na ceny akcji, poniewaz zaklada sig, ze nie posiadaja oni ani nie handluja
aktywami finansowymi.

Wyjasnienie duzej zmiennosci cen akcji w poréwnaniu z konsumpcja wyptywa
wiasnie z tego faktu. Inwestoréw gietdowych jest wzglednie mato w poréwnaniu z
agentami, ktorzy nie inwestuja. Dlatego konsumpcja, podobnie jak i proces wyptat
dywidend, jest bardzo zmienna, ale tylko w grupie inwestoréw gietdowych'”.

Duffie i Constantinides (1996) dostarczyli prostego modelu, na ktérym mozemy
zrozumie¢ efekt heterogenicznosci. Postuluja oni, ze ekonomia ma k niezaleznych
inwestorow i kazdy z nich ma inny poziom konsumpcji Cy. W kazdej sekcji rozktad
konsumpc;ji jest lognormalny, a zmiany w logarytmie konsumpcji w kazdej sekcji od
czasu ¢ do czasu ¢ + 1 sa wzajemnie nieskorelowane z poziomem konsumpcji w czasie .
Wszyscy inwestorzy majg te same uzytecznosci potggowe z czynnikiem dyskontujacym
o0 i relatywnym wspdtczynnikiem awersji do ryzyka y.

W tej ekonomii migdzyokresowa stopa substytucji konsumpcji dla kazdego
inwestora osobno to stochastyczny czynnik dyskontujacy. Dlatego mozemy znalez¢ tez
miedzyokresowa stopg substytucji w kazdej z k sekcji. Oznaczmy to przez:

Ck,t+l

M}, = 6, [(—"H)7], (62)

kt
gdzie E," jest warto$cia oczekiwana na rozkladach prawdopodobienstwa w sekcji w

czasie t. To znaczy dla kazdej przebiegajacej w sekcji zmiennej losowej Xj,

7 Dodatkowym ciekawym problemem jest istnienie tzw. 'noise traders', ktorych inwestycje nie wptywaja
na funkcj¢ uzytecznosci, ale powoduja ruchy w cenie akcji, ktore wptywaja na uzyteczno$¢ pozostatych
inwestorow. Istnienie 'moise traders' takze zwigksza zmienno$¢ na rynku akcji w poréwnaniu z

konsumpcja.
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E X, =lim, _(1/K)Q X, Zauwazmy, ze E, X, jest zmienna w czasie i nie musi by¢
k=1

lognormalna warunkowo wzgledem przesztej informacji.

Zatozenie lognormalnosci rozktadéw przebiegajacych w sekcji oznacza, Ze
logarytmiczny stochastyczny czynnik dyskontujacy m,,, =log(M,,,) moze by¢
napisany jako funkcja przebiegajacej w sekcji Sredniej i wariancji zmian w

logarytmicznej konsumpc;ji:

2

m:+1 = —IOg o- }E:rl Ack,tﬂ + (%)Varz

*

Ack,tﬂ H (63)

+1

gdzie Var' jest zdefiniowany analogicznie do E’ jako
K
Var, X, =lim,__(1/K)& (X, - E, X,)’ oraz jest zmienna w czasie.
k=1
Sprébujmy  skonstruowaé  stochastyczny  czynnik  dyskontujacy  dla
reprezentatywnego agenta, M ,’i’l’ stosujac zagregowana konsumpcje:

*

E1+1 [Ck Jg+1 ]
Et*[ckt]

RA __
r+1=(

)7 (64)

Logarytm tego stochastycznego czynnika dyskontujacego takze moze by¢ powiagzany
z warto$cia oczekiwang przebiegajaca sekcj¢ 1 wariancja zmian w logarytmicznej

konsumpc;ji

t+1

m =—logd - 7E:+1Ack,t+l + % [Var;:lck,tH - Varf*ckt] =—logd - ;E:;—IAck,H—l - % [Var;‘:-lAck,Hl]’

(65)
gdzie drugie rownanie pochodzi z réwnania cj+; = cir + Ack+ 1z faktu, ze Acy+s jest
nieskorelowane w sekcji z cy,.

Réznica migdzy tymi dwiema zmiennymi moze by¢ teraz zapisana jako:

. w77+ Var: Ac

m,—mg,= ) 52k 410

(66)

Wzor (66) przedstawia rdéznicg w stochastycznym czynniku dyskontujacym dla
danej sekcji i reprezentatywnego agenta. Zalezy ona od wariancji konsumpcji w sekcji.
Szereg czasowy z powyzszymi zmiennymi moze mie¢ niezerowg $rednig, co wyjasnia
zagadke stopy wolnej od ryzyka oraz niezerowa wariancj¢, pozwalajaca wyjasnic¢
zagadke premii akcyjnej.

Ponadto, jezeli wariancja logarytmu wzrostu konsumpcji wzigta dla danych w
zakresie kazdej z sekcji jest negatywnie skorelowana z poziomem zagregowanej
konsumpcji, wtedy ryzyko zwigksza si¢ w czasie gospodarczego spowolnienia. Dla

okresu spowolnienia gospodarczego stochastyczny czynnik dyskontujacy zaczyna
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przybiera¢ duze wartosci i zmniejsza stopg wolng od ryzyka. Stochastyczny czynnik
dyskontujacy m+;" bedzie w tym wypadku bardziej przeciweykliczny niz stochastyczny
czynnik dyskontujacy wzigty dla reprezentatywnego agenta z tymi samymi parametrami
preferencji. Wyjasnia to zmiennos¢ stopy wolnej od ryzyka.

Wyjasnienie premii akcyjnej w modelu, wymaga duzej heterogenicznosci
agentdw, co moze zastapi¢ wysoka awersje do ryzyka.

Wszystkie z powyzszych modeli zakladaja, ze agenci maja identyczne
preferencje. Ale heterogenicznos¢ preferenciji rowniez moze mie¢ znaczenie'®.

W powyzszych rozwazaniach dotyczacych zmiennosci stochastycznego
czynnika dyskontujacego pomingliSmy jeden istotny fakt — istnienie ryzyka
nieuwzglednianego (idiosyncratic risk). Jezeli zwrot z aktywdw jest nieskorelowany z

czynnikiem dyskontujacym, to nie generuje on dodatkowej premii'’.

1.3.3. Nieracjonalne oczekiwania

Dotychczas zaktadalismy, ze inwestorzy kieruja si¢ racjonalnymi oczekiwaniami
i rozumieja zachowanie szeregow czasowych. Zajmijmy si¢ jednak rozluznieniem tych
zatozen. Podczas, gdy nie ma arbitrazu, istniejq takie ceny, ktdre moga zracjonalizowac
ceny wymienianych aktywow. Te ceny sa rowne subiektywnym prawdopodobienstwom
odpowiadajacym tym stanom natury mnozonym przez krancowa uzytecznos¢ w
réznych stanach. Dlatego majac dana funkcje¢ uzytecznosci, istniejg takie subiektywne
prawdopodobienstwa, ktore daja ceny wymienianych na rynkach aktywdéw. Interesujaca
kwestig jest, czy te subiecktywne prawdopodobienstwa sa zblizone do obiektywnych
prawdopodobienstw stanow natury.

Zagadnienie to nalezy do kregu rownowagi czastkowej, a nie ogdlnej,
nieuwzgledniajacej wszystkich czynnikow. Zakltadamy bowiem, ze ceny aktywow
zaleza od zdyskontowanych przysztych dywidend. Zaklada si¢, ze dywidendy sa
generowane przez podwojnie zintegrowany proces, taki ze wzrosty maja pierwiastek

jednostkowy. Te zatozenia powoduja, ze nagly wzrost dywidend powoduje wzrost cen

18 Kilku autoréw argumentuje, ze wymiana miedzy inwestorami z réznym stopniem awersji do ryzyka
i preferencji czasowej, prawdopodobnie na skutek zmian rynkowych, moze prowadzi¢ do zmieniajacej si¢
w czasie ceny ryzyka. Wydaje sig, ze bgdzie to dziedzina aktywnie badana w najblizszych latach.

1 Za Cochrane (2000): mozna sadzi¢, ze instrumenty majace wysoka wariancj¢ wyplat, czyli zwrotow i
dywidend powinny by¢ uznane za ryzykowne i mie¢ wysoka premi¢ za ryzyko. Nic bardziej btednego.
Jezeli wyplata z instrumentu jest nieskorelowana ze stochastycznym czynnikiem dyskontujacym, to nie
ma zadnej korekty w cenie ze wzgledu na ryzyko. W takim wypadku - patrz rdwnanie (5) - instrument
daje zwrot réwny stopie wolnej od ryzyka. Inaczej mowiac, nie otrzymujemy rekompensaty za

utrzymywanie nieuwzglednianego ryzyka.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 191



34

Wycena aktywdw oparta o konsumpcje

bardziej niz proporcjonalny, taki ze wspdtczynnik cena-dywidenda rosnie, kiedy ro$nie
dywidenda. Jezeli wzrost dywidend jest stacjonarny, wtedy wysoki wskaznik cena-
dywidenda poprzedza spadek dywidend, niskie zwroty z akcji i powrdt do
dlugookresowej sredniej we wspdtczynniku cena-dywideda.

W réwnowadze ogdlnej, dywidendy sa powigzane $cisle z konsumpcja, tak wigc
nieracjonalne oczekiwania dotyczace wzrostu dywidend powinny by¢ powiazanec z
nieracjonalnymi oczekiwaniami dotyczacymi wzrostu dywidend. Stopy procentowe
podobnie jak ceny akcji nie sa egzogeniczne, ale zdeterminowane oczekiwaniami
inwestorow. Dlatego bardzo trudno zbudowaé¢ model réwnowagi ogdlnej z
nieracjonalnymi oczekiwaniami.

Aby zobaczy¢ jak nieracjonalno$¢ moze wptywac na ceny aktywow, rozpatrzmy
najpierw statyczny model, w ktérym logarytm konsumpcji jest btadzeniem losowym z
dryfem g. Inwestorzy rozumieja, ze konsumpcja jest btadzeniem losowym, ale blgdnie
oceniajg dryfna g zamiast g. Rownanie (35) dla logarytmicznego wspolczynnika cena-
dywidenda wyglada tak:
py—d, =t (=B, (67)

1-p v ol-p
Ponizej mamy réwnanie na stopg zwrotu bez ryzyka:

rf,+1=—10g5+§+—6_102,— o &, (68)
a v

oraz racjonalng oczekiwang stopg¢ zwrotu z rynku akcji:

2
Elr)=rp 0+ = 10! + Mg~ ). (69)

W réwnaniu (69) pierwsze wyrazenie po prawej stronie oznacza standardowa
formule¢ na premi¢ akcyjna. Drugie wyrazenie powstaje, dlatego ze wzrost dywidend
jest systematycznie rdzny od tego, czego oczekuja inwestorzy.

Ten model pokazuje, ze nieracjonalny pesymizm, kiedy (g <g), moze
zwigkszy¢ $rednig premi¢ akcyjna — rownanie (69) oraz zmniejszy¢ stopg wolng od
ryzyka - rownanie (68). Osiaga si¢ zatem taki sam efekt jak w przypadku wysokiego
wspotczynnika awersji do ryzyka. Przeciwnie, nieracjonalny optymizm, kiedy (g > g),
zwigksza stope wolna od ryzyka i zmniejsza premi¢ akcyjna. To ujecie pozwala zatem
wyjasni¢ zagadke premii akcyjnej i zagadke stopy bez ryzyka bez odwotywania si¢ do
preferencji.

Aby wyjasni¢ zagadk¢ zmienno$ci, postuzmy si¢ modelem AR(1) dla
logarytmicznego wzrostu konsumpcji. Wspdtczynnik podtrzymania konsumpcji niech
bedzie na poziomie ¢ réznym od wiasciwego ¢. W tym wypadku stopa bez ryzyka

dana jest wzorem:
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rf,r+l =/,lf+%(AC,—g), (70)
a racjonalna oczekiwana premia akcyjna jest:
o’ —_ 7 1
E L] ryon + 25 =~ @~ 0NN D)+ A1, - g, ()
2 1-p¢ v

gdzie yy oraz u, sa statymi. Jezeli ¢ jest wigksza niz ¢ to wyrazenie w nawiasie
kwadratowym (71) jest dodatnie oraz premia akcyjna spada wraz ze wzrostem
gwaltownym konsumpcji i zwigksza si¢, gdy wzrost konsumpcji jest staby. Wiasnie
bledy w oszacowaniu przysziej oczekiwanej konsumpcji, czyli niewlasciwe
oszacowanie wspdtczynnika podtrzymania powoduje generowanie cykli w premii
akcyjnej.

Jedna z trudnosci, jaka pojawia si¢ w badaniu ceny akcji jest fakt, ze wzrost
stopy bez ryzyka pociaga za sobg wzrost oprocentowania obligacji i co za tym idzie
spadek cen akcji. W kontekscie powyzszego modelu mozemy wyjasni¢ ten fakt w
nastgpujacy sposob:

Wzrost premii akcyjnej zwigksza dochody agentoéw i co za tym idzie zwigksza wskaznik
podtrzymania dla konsumpcji, badz zwigksza dryf w strumieniu dywidend. To
powoduje zwigkszenie stopy wolnej od ryzyka i zmniejszenie premii akcyjnej.
Zmniejszenie premii akcyjnej powoduje zmniejszenie dochodu i obnizenie wskaznika

podtrzymania konsumpcji. Cykl si¢ zamknat.
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Realny cykl koniunkturalny a ceny aktywdéw

W poprzednim rozdziale staraliSmy si¢ wyjasni¢ zagadke premii akcyjnej,
zmiennos¢ cen akcji i stopy wolnej od ryzyka oraz zjawisko cyklicznosci w zaleznosci
od funkcji uzytecznosci agentdw ekonomicznych, w szczegdlnosci od konsumpcji.
Pominglis§my sfer¢ produkcyjng gospodarki oraz rynek pracy. W niniejszym rozdziale
wyjdziemy poza model CCAPM i pojdziemy w kierunku modelu realnego cyklu
koniunkturalnego (RBC).

Zadamy w tym rozdziale i odpowiemy na nastgpujace pytania:

1. W jaki sposob technologia w modelu musi by¢ zmodyfikowana, aby wyjasniaé
zagadke premii akcyjnej 1 zagadke stopy wolnej od ryzyka?
2. Jakie sg implikacje dla cyklu koniunkturalnego wynikajace z tego ujecia?

Zaczniemy od prostej ekonomii wymiany (podrozdzial 2.1) bez mozliwosci
akumulacji kapitatu. Nastepnie model ten rozszerzymy o sektor produkcyjny
dopuszczajacy akumulacje kapitatu (podrozdzial 2.2), az w koncu skomplikujemy
model tak, by wprowadzi¢ dwa sektory, produkujace dobra kapitatlowe i konsumpcyjne
oraz przedsigbiorstwa finansujace si¢ zarowno przez emisje akcji jak i obligacji.
Znacznie rozszerzy nam to perspektywe, z jakiej obserwujemy ceny aktywow.

Rachunki prowadzone sg za Boldrin, Christiano, Fisher (1995).

2.1. Ekonomia wymiany
W tej sekcji analizujemy ekonomi¢ wymiany zaprezentowana przez Lucasa

(1978) oraz Mehre i Prescotta (1985).

2.1.1. Model

Zaczniemy od zaprezentowania konsumentow, czyli gospodarstw domowych.
Ekonomia sklada si¢ z continuum nieskonczenie dlugo zyjacych, identycznych
agentéw, ktorzy maksymalizuja oczekiwana zdyskontowana uzytecznosé. W kazdym

okresie 7, reprezentatywne gospodarstwo domowe wycenia swoja konsumpcj¢ zgodnie

Z€ WZorem:
= o (C.—X )7 -1

E&6- (1117)/ 72)
J=t -
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gdzie X; oznacza zmienne w czasie przyzwyczajenia konsumpcyjne, ktére zmieniaja si¢
zgodnie ze schematem:

X, =hX_ +bC,,. (73)

Dla celéow naszej analizy, definiujemy uzyteczno$¢ potegowsa preferenciji
w przypadku, gdy y > 0, » = b = 0 oraz preferencije z przyzwyczajeniami
konsumpcyjnymi, gdy y = 0, oraz 4 lub b # 0. Proces zdefiniowany przez réwnanie (73)
oznacza, ze przyzwyczajenia konsumpcyjne zaleza od opdznionych przyzwyczajen i
op6znionej konsumpcji odpowiednio z wagami 4 i b.

W kazdym okresie ¢, gospodarstwo domowe musi spelniaé nastepujace

ograniczenie budzetowe:

B,+S,+C <(1+R)S,_, +(1+R/)B,_,, (74)
gdzie B, oraz S; oznacza nabycie w czasie f dwoch rodzajéw jednookresowych aktywow
B, oraz §,, czyli odpowiednio wolnych od ryzyka i ryzykownych, denominowanych

w jednostkch konsumpcji. Ich stopy zwrotu sa réwne odpowiednio 1 + R/ oraz 1 + R;,.

Stopa zwrotu na S; jest uwarunkowana stanami natury w okresie ¢ + 1, natomiast stopa
wolna od ryzyka nie jest. Problem optymalizacyjny gospodarstwa domowego jest
nastgpujacy: w  kazdym okresie ¢ majac dane S.;, B, X, oraz

{R¢,R/,; j >t} maksymalizuje (72) przy warunkach (73) i (74) wybierajac optymalna

J J

alokacje¢ {B,,S,;,C,;j=1}.

J
Przejdziemy teraz do opisu przedsigbiorstw. Technologia zmieniajaca kapital,

K,, w produkcj¢ Y, jest jak nizej:

Y=2K,, (75)
gdzie:
Z,=Z,,exp(8). (76)

Zmienna losowa 6, jest opisana nast¢pujacym procesem autoregresyjnym:
6,=(1-p)@+pb_, +¢, (77)
oraz g ~ N(0,0%), dla wszystkich 7 > 0%°. Kapitat nie deprecjonuje si¢ i nie istnieje
technologia dla zwigkszania lub zmniejszania jego wielkosci. Zagregowany, per capita
kapitat jest staty i réwny K > 0.

Zaktadamy, ze przedsigbiorstwa maja horyzont planowania na jeden okres. Aby
korzysta¢ z kapitatu w okresie 7 + 1, przedsigbiorstwo musi naby¢ go w okresie ¢. Aby
to zrobi¢, musi wyemitowac akcje S, ktdra spelniaé bedzie ograniczenie finansowania:

P.K..<S, (78)

=+ =

0 Jest to klasyczne ujgcie modelu realnego cyklu koniunkturalnego, w ktérym dopuszczamy szoki w

produktywnosci kapitatu, czyli w technologii.
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gdzie Py, jest cena kapitalu w okresie 7, zdenominowang w jednostkach konsumpcji
oraz K;+; reprezentuje ilos¢ kapitatu, ktéry firma planuje uzyé. Przez m;+; oznaczmy
przychod netto przedsigbiorstwa pomniejszony o wydatki w okresie 7. Przychody
obejmuja sprzedaz produkcji Y, plus sprzedaz udziat 6w kapitalowych w

przedsigbiorstwie Py ,+,K,+;. Wydatki firmy sa ograniczone przez zrealizowanie

e

zobowiazan dotyczacych wyemitowanych akcji (1 + R},

)S;. Firma wybiera alokacj¢ S;
i K;+;, uwzglednajac dane Py, oraz zalezne od standw Ry, oraz Py,.;. Wydatki firmy w

kazdym stanie natury nie mogg przekraczac jej dochodow:

=Y

1+1

+P

k,t+1

T

1+1

K, —(1+R%)S, 0. (79)

41
Problem firmy w okresie 7 polega na maksymalizacji, przez wybor S; oraz K.,
wartos$ci 7+ poprzez stany natury, przy warunkach danych przez réwnania/nieréwnosci
(75) - (79). To powoduje, ze ograniczenie finansowe dane przez rownanie (78) jest
spetnione jako doktadna rowno$¢ w rownowadze. Liniowa homogenicznos¢ funkcji
celu, wspdlnie ze staba nieréwnoscia dang przez (79) powoduje warunek réwnowagi
1 = 0 dla kazdego 7 + 1 1 dla wszystkich stanéow natury. W wyniku powyzszego
zachodzi:

Z,,+P
1+Re — 1+1 kt+1 ) (80)

t+1
k.t

Powyzsze rdwnanie daje nam pierwszy wniosek dotyczacy cen akcji. Zwrot z cen akcji
zalezy nie tylko od wzrostu ceny kapitalu z okresu 7 na ¢ + 1, ale takze od
wspotczynnika technologii wystandaryzowanego przez ceng kapitatu. Jezeli technologia
jest wydajna bardziej niz $rednia, to Sredni zwrot z akcji jest takze wyzszy od $rednie;j.
Mozna réwniez zakladaé, ze jezeli proces (77) generuje cykle, to takze zwrot z
aktywdow ryzykownych bedzie cykliczny.

Znajdziemy nastgpnie réwnowage. Wprowadzmy teraz normalizacje liczby
przedsigbiorstw 1 gospodarstw domowych do jednosci. Wtedy, ograniczenie
,surowcowe” dla tej gospodarki jest wyrazone nastgpujaco:

C <Y,K <K. 81

Optymalne warto$ci w rownowadze otrzymujemy w nastgpujacy sposob. Po
pierwsze, C; = Z,K. Ceny znajdujemy przez kombinacj¢ warunkéw pierwszego rzedu

dla S; dla gospodarstw domowych z warunkami (75) - (79):

pk,/ = EIMC,HI exp(91+1)[1 + pk,rﬂ ]9 (82)

gdzie py,= Pr,/ Z,.
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Dodatkowo,
M, =52, (83)
u

e
gdzie u., oznacza pochodna w réwnaniu (72) po C,. Zauwazmy, ze wzor (83) jest
wzorem na stochastyczny czynnik dyskontujacy. Mozna go policzy¢ majac dane
rozwiazanie dla C; dane powyzej. Wtedy znajdujemy py, jako funkcj¢ 6, i rozwiazujemy
dla punktu stalego réwnanie (82). Majac dane P, = pi, rozwiazujemy dla (90).

Ostatecznie:

1+R/ = L (84)

E{M c,t+l
Co jest identycznym wynikiem z réwnaniem (6). A zatem skomplikowanie
naszej gospodarki o sfer¢ produkcyjng i stochastyczny wzrost nie spowodowato zmiany

wzoru na stopg¢ wolng od ryzyka.

2.1.2. Preferencje i zwrot 7 aktywow

W tej sekcji, rozwazamy kilka wlasnosci preferencji z podtrzymaniem
przyzwyczajen konsumpcyjnych, ktére sa istotne ze wzgledu na wyceng aktywow.
Dyskutujemy takze wplyw podtrzymanych przyzwyczajen na stopg¢ wolng od ryzyka
oraz prezentujemy formalng dekompozycj¢ premii akcyjnej na krzywizne i kanat
zyskow kapitatowych.

Wprowadzimy teraz rozréznienie mi¢dzy awersja do ryzyka i miara krzywizny.
Aby zrozumie¢ wplyw podtrzymania przyzwyczajen konsumpcyjnych na premig
akcyjng, musimy odrozni¢ koncepcj¢ relatywnej awersji do ryzyka (RRA) od miary

Cuc.

krzywizny funkcji uzytecznosci’'. Miarg krzywizny jest — , gdzie ucc jest

Uc
pochodna uc po C, a brak subskryptu czasu oznacza wartos¢ C na niestochastycznej
Sciezce rownowagi. W przypadku preferencji, takich jak uzyteczno$¢ potegowa,
krzywizna i awersja do ryzyka sa identyczne. Wtasnie dlatego badacze, ktdrzy staraja
si¢ wyjasni¢ premi¢ akcyjna przez zwigkszanie krzywizny, jednoczesnie odnotowuja
wysoka awersj¢ do ryzyka.

Aby nabra¢ intuicji dlaczego krzywizna moze by¢ niska, a RRA wysokie w
przypadku uzytecznosci z przyzwyczajeniami konsumpcyjnymi, musimy przywotacé
jeszcze raz definicj¢ RRA: mierzy ona ile indywidualne gospodarstwo domowe jest w
stanie zaplaci¢, aby unikna¢ sprawiedliwego zakladu na swoim bogactwie. Jej wielkos¢
odnosi si¢ do straty w uzytecznosci w przypadku niepomyslnych standw natury. Gdyby

gospodarstwa domowe byly zmuszone do naglego spadku konsumpcji, strata w takim

2l Wspomnieliémy o tym w podrozdziale 1.3.1.
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zakladzie bylaby bardzo bolesna, majac dang krotkookresowa egzogenicznosé
przyzwyczajen 1 duza krzywizne. Jednakze, gospodarstwa podtrzymujace
przyzwyczajenia konsumpcyjne moga tego uniknaé. Poniewaz warto$¢ obecna
zdyskontowanej catkowitej konsumpcji musi spasé¢, wtedy gospodarstwa moga
wyhamowac¢ spadek w obecnej konsumpcji poprzez zaciagnigcie prywatnego kredytu o
stopie wolnej od ryzyka i przyzwyczajenia konsumpcyjne nie musza spasc.

Przyjrzyjmy si¢ stopie wolnej od ryzyka. Rozwazmy rownanie (84) wzdhuz

niestochastycznej $ciezki statego wzrostu, gdzie C, = C,,, exp(@):

gexp 19 . .
T id , dla uzytecznosci potggowe;j
;T B
1+ R/ =] _
' Texp 6 (85)
T B , dla podtrzymanych przyzwyczajen konsumpcyjnych.

Jak wiadomo, elastyczno$¢ migdzyokresowej substytucji w konsumpcji  jest
odwrotnoscia naszej miary krzywizny. Ponadto mozemy zauwazyé, ze zwigkszajac y
redukujemy miedzyokresows substytucje w przypadku uzytecznosci potggowej.
Dlatego z réwnania (84) wynika, ze redukcja miedzyokresowej substytucji ma bardzo
rozny wplyw na stope wolna od ryzyka, zaleznie czy mamy do czynienia z
preferencjami potggowymi, czy z podtrzymanymi przyzwyczajeniami konsumpcyjnymi.

W przypadku uzytecznosci potggowej i dodatnim wzroscie konsumpcji, przyszta
krancowa uzyteczno$¢ konsumpcji jest niska w poréwnaniu z krancowa uzytecznoscia
obecnej konsumpcji. Zwigkszajac y intensyfikuje to zjawisko, tak ze wyzsza stopa
wolna od ryzyka jest konieczna, aby zniechgci¢ agentow do przenoszenia konsumpcji z
przysztosci na teraz. Wptyw zwigkszania b lub 4 jest inny. W tym wypadku zwigksza
si¢ przyszta zwyczajowa konsumpcja, co zwigksza krancowa uzyteczno$¢ przysziej
konsumpc;ji, zmniejszajac ch¢é przenoszenia konsumpcji z przysztosei.

Podsumowujac, przy probie wyjasnienia zagadki premii akcyjnej, mozna
zwigkszy¢ krzywizne, wtedy uniknie si¢ mylnych wnioskéw dla stopy wolnej od
ryzyka, gdy zwickszamy b lub A, ale nie y. Otrzymali§my zatem kolejne ciekawe
rozszerzenie wnioskéw z poprzedniego rozdziatu. Niska stopa wolna od ryzyka moze
by¢ wytlumaczona wysokimi warto$ciami wspotczynnikéw b 1 A, co oznacza wzrost
zwyczajowe] konsumpcji. Podobny wniosek uzyskaliSmy tez w podrozdziale 1.3.3,
rozpatrujac nieracjonalne oczekiwania. Tutaj mamy do czynienia ze zwigkszeniem
zwyczajowej konsumpcji, ktdra nie musi by¢ nieracjonalna.

A teraz przejdzmy do zagadki premii akcyjnej. Krzywizna oraz kanat zyskow
kapitatowych koresponduje z dwoma wyrazeniami na warunkowa kowariancj¢ dla

zagadki premii akcyjnej:
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e Z.,,+P
. % =1-Cov(M, ,,, “H 2, (86)
t

k.t

Znéw wysoka premi¢ akcyjng maja akcje ujemnie skorelowane z
wspotczynnikiem migdzyokresowej substytucji konsumpcji. Czyli takie, ktore
wygtadzaja konsumpcje. Szok technologiczny, zaleznie od znaku moze zwigkszyé lub
zmniejszy¢ premi¢ akcyjna.

Oznaczmy przez AE R zmian¢ w $redniej premii akcyjnej w zaleznosci od

zmiany w preferencjach. Nasza dekompozycja niech bgdzie oznaczona przez:

AER? =6,ER” + 6, ERY, (87)
gdzie 6,ER” 1 8, ER?” mierza odpowiednio kanat krzywizny i kanat ceny kapitatu®.
Definiujemy J,ER” jako zmiang $redniej premii akcyjnej w zalezno$ci od zmiany w

Zt+1 + Pk,r+1

funkcji uzytecznosci, utrzymujac jako staly rozktad oraz Cp4; przez

k.t
wszystkie okresy i stany natury. Kanal zyskow kapitatlowych jest zdefiniowany po

prostu jako reszta: &, ER = AER —6,ER;”.

2.2. Ekonomia z jednym sektorem produkcyjnym

W tej sekcji modyfikujemy poprzedni model, pozwalajac naszej ekonomii na
akumulacj¢ kapitatu i elastyczna podaz pracy. Pokazemy, ze te modyfikacje w sposdb
znaczacy eliminuja premi¢ akcyjna, nawet z preferencjami uwzgledniajacymi

przyzwyczajenia konsumpcyjne.

2.2.1. Model
W okresie 0 preferencje gospodarstwa domowego dane sa za pomocg wyrazenia:

2 L LC =X )(A=h)T7 -1
o (G200
=0 -7

) (88)

gdzie h, oznacza pracg w okresie ¢, X; jest zwyczajowa konsumpcja, zdefiniowang w
(73) oraz:

0<h <LVt20. (89)
Ograniczenie surowcowe dla tej ekonomii dane jest nastepujaco:

Kta(Zthr)l_a 2 Ct +Kt+] _(1_ﬂ)KU (90)

2 Kanal krzywizny zalezy tylko od funkcji uzytecznosci i preferencji w migdzyokresowej substytucji.

Kanat ceny kapitatu uzalezniony jest od warunkdéw réwnowagi ekonomii.
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gdzie 0 < 8, a < 1. Zmienna Z, oznacza jak powyzej szok technologiczny (w wydajnosci
pracy), ale tym razem generowany z rozktadu normalnego, a nie procesu AR(1),
spetniajacy warunki:
Z, =exp(6)Z,.,, 6,:N(0,0°),Vt>0. (91)
Rozwiazujac te rownanie postugujemy si¢ taka sama sekwencja obliczen jak w
sekcji poprzedniej, odpowiednio zmodyfikowanej, aby uwzgledni¢ mozliwe inwestycje
i wybdr migdzy czasem wolnym a praca. Optymalna alokacj¢ znajdujemy w
nastepujacy sposob: maksymalizujemy (88) przy warunkach danych réwnaniami (89)-
(91) oraz warunkami K,+;, C; > 0. Stope zwrotu na instrumencie wolnym od ryzyka

obliczamy uzywajac (83) i (84). Stopa zwrotu z instrumentu z ryzykiem dana jest

wyrazeniem:
Z..h
R = 0!(%)1'“ -8 92)

t+1

Zauwazmy, ze we wzorze (92) odeszliSmy w znaczacy sposob od schematu
CCAPM. Po pierwsze nie mamy juz wspdtczynnika awersji do ryzyka y. Po drugie
uzalezniamy stope zwrotu z akcji od nowych zmiennych: ilosci i wydajnosci pracy.
Wzrost ilosci pracy i jej wydajnosci wystandaryzowany przez ilos¢ kapitalu wptywa
pozytywnie na wzrost zwrotu z akcji. Zauwazmy ponadto, ze ilos¢ kapitatu wptywa na
ceny akcji multiplikatywnie, a ilo$¢ pracy w sposob potggowy. A zatem wzrost ilosci
pracy na rynku jest znacznie bardziej istotny dla zwrotow z aktywow ryzykownych niz
akumulacja kapitatu. Wskaznik zwrotu z aktywow jest dodatkowo pomniejszony o

deprecjacje kapitatu - wspodtczynnik 8.

2.3. Ekonomia z dwoma sektorami produkcyjnymi

W tej sekcji wprowadzimy trzy modyfikacje modelu analizowanego w
poprzedniej sekcji. W pierwszej modyfikacji zakladamy, ze konsumpcja i dobra
inwestycyjne sa produkowane w roéznych sektorach oraz ze alokacja kapitalu w
sektorach w okresie ¢ jest funkcja stanow natury w okresie 7 — 1. W drugiej modyfikacji,
pozwalamy gospodarstwom domowym na alokacj¢ zasobéw pracy w sektorze
inwestycyjnym 1 konsumpcyjnym, przed realizacja stanéw natury. Dodatkowo
pozwalamy przedsigbiorstwom na emisj¢ wolnych od ryzyka obligacji obok emisji
akeji, tak by uzyska¢ kapitat potrzebny do produkcji. Bedziemy sie zajmowaé analiza

cyklu koniunkturalnego w kontekscie tego modelu.
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2.3.1. Ekonomia 7 dwoma sektorami produkcyjnymi z pelnq mobilnosciq pracy
Mamy nastepujacy problem optymalizacyjny:
2 o [(C-X)A-h, —h)]7 -1

max E,{8Q J' } (93)
-0 1-¢

przy warunkach:

K& (Zh, )" 2C, (94)

h.,hi,h., +h,€[01],Vt=0, (95)

oraz

KA(Zh )" +(0=-P)K,, +K, )2K, ,, +K, . (96)

W tym wypadku, subskrypt ¢ i i oznacza odpowiednio sektor konsumpcyjny i
inwestycyjny. Wymagamy tutaj, aby K.;; + Kiw1, Keer1, Kig1 byly wybrane jako
funkcja stanéw natury w okresie 7. Dodatkowo zakladamy, ze technologia Z, jest
reprezentowana przez rownanie (91). Niech A.: oraz Ai; oznaczaja mnozniki
Lagrange'a z réwnaniami odpowiednio (94) oraz (96). Pierwszy mmnoznik okresla
rownowage czgsciowa z ograniczeniem konsumpcyjnym gospodarstw domowych, a
drugi rbwnowagg cz¢sciowa z ograniczeniem kapitalowym przedsigbiorstw.

Zakladamy, ze takie same jak dotychczas warunki finansowania
przedsiebiorstwa maja jednookresowy horyzont planowania i produkuja w okresie ¢ + 1.
Emituja one akcje w okresie #, tak by zdoby¢ kapital potrzebny do nabycia kapitatu w
okresie #. Roézny rodzaj akcji jest emitowany do finansowania przedsigbiorstw
produkujacych dobra konsumpcyjne i inwestycyjne.

Mozna pokazaé, ze stopa zwrotu z akcji na rynku débr konsumpcyjnych dana

jest przez:
Zt+ hc 1+ ql-a
a[%]l + Pk,/+1 (1 - ﬂ)
LRy = —— ©7)

k.t

oraz dla débr inwestycyjnych:

Z,h
})k,zﬂa[ i ]l—a + Pk,t+] (1 - ﬁ)

1+R,, = tal I ) (98)

k.t

Réwnania (97) i (98) uzalezniaja stopg zwrotu od wydajnosci i ilosci pracy oraz cen

kapitatu. W réwnaniu (98) stopa zwrotu z akcji przedsi¢biorstwa produkujacego dobra

inwestycyjne jest dodatkowo wzmocniona przez wzrost ceny kapitalu w wyrazeniu

P;{‘Hla[@]]_“. Jezeli cena kapitatu rosnie znaczaco, to zwigksza si¢ tez zwrot z
it+1

akcji przedsigbiorstw sektora inwestycyjnego.
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Stopa zwrotu z portfela rynkowego, R, jest dana przez:

Ry = SR 1; R (99)
t+1 t+1
gdzie Ki+1= K1+ Kige1.
Musimy jeszcze znalez¢é Py, ktora dana jest relacja:
B, =D, (100)
TA

A zatem cena kapitatu uzalezniona jest od mnoznikdw Lagrange'a, czyli posrednio
ograniczen na ilo$¢ kapitatu i produkcji. Jezeli kapitatu jest duzo, mozemy spodziewad
si¢, ze bedzie on tani, a jezeli jest go malo w stosunku do produkcji i konsumpcji, to
bedzie on drogi. W tym drugim przypadku akcje przedsigbiorstwa z sektora
inwestycyjnego beda mocno drozeé¢. Ponadto zauwazmy, Zze cena Py, zmienia si¢ wraz z
realizacja stanéw natury w okresie ¢, poniewaz zmienia si¢ wydajnos$¢ pracy, podczas
gdy praca jest realokowana pomigdzy sektory, a alokacja kapitatu jest stata.

Stopa wolna od ryzyka dana jest jak poprzednio.

2.3.2. Efekt diwigni finansowej

Wprowadzamy  teraz ~ modyfikacje  polegajaca na  umozliwieniu
przedsigbiorstwom emitowania dtugu. Zaktadamy, ze bedzie on wolny od ryzyka. Dhug
ten bedzie identyczny z dlugiem prywatnych gospodarstw domowych dotychczas
rozwazanym. Jednak w przeciwienstwie do instrumentu bez ryzyka w poprzedniej
sekcji, teraz dtug emitowany przez przedsigbiorstwo bgdzie wymieniany w réwnowadze
ogolne;.

Firmy maksymalizujace zysk sa obojetne pomigdzy wyborem zrodet
finansowania, czyli pomiedzy emisja akcji i emisja obligacji. Ponadto alokacja w
rownowadze ogoélnej nie zalezy od wzorca wskaznika warto$§é dlugu - warto$é akcji
(twierdzenie Modiglianiego-Millera). Wariancja i $redni zwrot z akcji nie zaleza od tego
wskaznika. Natomiast premia akcyjna rosnie wraz ze wzrostem tego wskaznika. Fakt
ten odzwierciedla zjawisko takie, ze akcje niosa ze soba cale ryzyko zwiazane ze
zmiennoscig standow natury. Ryzyko musi zosta¢ podzielone pomigdzy kapitat akcyjny,
a jezeli jest go malo to bedzie go przypadato duzo na jedna akcjg, czyli premia za
ryzyko bedzie duza.

Biorac pod uwage mozliwos¢ dzwigni finansowej dla firmy dzialajacej w
sektorze x, czyli w naszym wypadku x = ¢,i mamy nastgpujace ograniczenia:

P, K . <S. +B,_,. 101
kit x,t Xt

x,t+1
W okresie ¢ + 1, przesigbiorstwo dziatajace w sektorze x zatrudnia pracownikdéw

i zaczyna produkowac. Niech m,,; oznacza zysk przedsicbiorstwa liczony jako
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przychdd ze sprzedazy, Yy ,+;, plus niezdeprecjonowany kapitat pomniejszone o wydatki
na pracg i wypelnianie zobowiazan finansowych. Wszystkie wyrazy w ponizszym
rownaniu sg zdenominowane w jednostkach konsumpcji. Wymagamy ponadto, Ze
wydatki firmy nie przekraczaja przychodow:

T = Yx,t+l + (1 - ﬂ)Kx,H—lPk,tH =W, ah - (1 + R;:,H—l )Sx,r - (1 + Rtf)Bx,t 20, (102)

x X, 1417 x4
gdzie R{,, oraz R/ oznacza stopy zwrotu z akeji i obligacji odpowiednio. Ponadto,

W, 1 oznacza place dla pracownikow w sektorze x wyrazona w jednostkach

konsumpcji w okresie ¢ + 1.

Przedsigbiorstwo przyjmuje jako dane ceny i stopy zwrotu: P, R;,.,, R/,
P 1,Wy 1. W okresie ¢ funkcja celu firmy dana jest nastgpujaco:
o R, Bl e

przy warunkach (83), (101) i (102). Traktujemy cen¢ dobra konsumpcyjnego P, ;+; jako
egzogeniczna. Jezeli szukamy rozwigzania wewnetrznego dla réwnania (103), to mamy
nastepujace warunki pierwszego rz¢du dla Ay ;4 ;:

/4

x,t+10

mpl (104)

xt+l T

gdzie mpl

x,t+1

jest krancowym produktem pracy w sektorze x, wyrazonym w

jednostkach konsumpcji. Warunek pierwszego rz¢du zwiazany z S, jest nastgpujacy:

k .. +(1-P)P,
B P [ Pliss 14 e =0, (105)
k.t

gdzie mpk, ,,, oznacza krancowa produktywnos¢ kapitatu w sektorze x, mierzona

w jednostkach konsumpcji. Warunkiem podstawowym dla B, jest warunek (105),
gdzie R’ jest zastapione przez R’ . Liniowa homogeniczno$é¢ funkcji celu gwarantuje,

ze w rownowadze zysk z rownania (103) jest rowny zeru dla wszystkich stanow natury.
W potaczeniu z nastgpujacymi faktami:
(1) nierownos¢ w (101) zachodzi w rownowadze jako réwnosé,

(ii) zachodzi nastgpujaca rownos¢ Y, ,, =mpk, K

XN x4

+mpl, . h,,, oraz

x,t+1" x
(iii) warunek pierwszego rzedu na pracg w rownaniu (104)
daja nastgpujace wyrazenie na stopg zwrotu z akcji w sektorze x:

1+ R;»;H — mpkx,t+1 +P(1 _ﬁ)Pk,fH

kit

+7.)-0+R)y,,, (106)

* .
.1 Jjest lewarowang

X,

gdzie y.,= B,/ Sy, jest wskaznikiem dtug-kapitat akcyjny oraz R

stopa zwrotu na akcjach. Zauwazmy réwniez, ze stopa zwrotu z akcji lewarowana
dlugiem zalezy od krancowej produktywnosci kapitatu. Jezeli krancowa produktywnosé

kapitatu jest wysoka to dzwignia finansowa daje pozytywne efekty. Zauwazmy, ze przy
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malej krancowej produktywnosci kapitatu lewarowana stopa zwrotu moze by¢ ujemna.
Wysoki wskaznik dtug-kapitat akcyjny tylko spotgguje ten efekt.

Przeksztatcajac rdwnanie (106) i biorac pod uwagg nielewarowang stope zwrotu

e
X, t+1

z akcji R;,,, dang w rownaniach (107) i (108), otrzymujemy nastgpujace wyrazenie na
premig akcyjna:

Ry~ R/ =R, —R(+7,,). (107)

a4l x
Z tego rownania mozemy wywnioskowaé, ze dzwignia zwigksza premi¢ akcyjna
proporcjonalnie do swej wielko$ci. Oczywiscie, jezeli premia akcyjna w nielewa-
rowane]j ekonomii jest mata, to dzwignia bedzie miata bardzo maly wptyw na premig
akcyjna. Dla przyktadu, w réwnaniu (107), aby przekonwertowaé nielewarowang
premi¢ w wysokosci 1 procenta w lewarowana premi¢ w wysokosci 5 procent, wymaga
to wskaznika dilug-kapitat akcyjny w wysokosci 4. Nie zdarza si¢ to jednak w
rzeczywistych gospodarkach. Wskaznik ten moze wynosi¢ co najwyzej 1, chociaz

zazwyczaj jest nizszy.

2.4. Uzupelnienia

Omowimy w tym rozdziale rozszerzenia poprzedniego modelu o zagadnienie
wspotczynnika g-Tobina i jego zastosowanie do wyjasnienia zagadki premii akcyjnej.
Nastepnie przedyskutujemy pewne problemy powstajace przy modelowaniu cyklu

koniunkturalnego i dodatkowe interpretacje RBCM.

2.4.1. Wspotczynnik q-Tobina

Christiano i Fisher (1995) dokonuja zasadniczego rozszerzenia powyzszego
modelu dwusektorowej ekonomii dla oméwienia zagadnienia wspolczynnika g-Tobina
i tzw. zjawiska przelaczania znakdéw (switching sign phenomenon) w liczniku
i mianowniku tego wspotczynnika. Wspolczynnik ¢-Tobina oznacza stosunek
krancowej warto$ci przedsigbiorstwa, wynikajacej ze zwigkszenia produkcji dobra
konsumpcyjnego lub inwestycyjnego o jednostke do krancowego kosztu nowego dobra
inwestycyjnego, potrzebnego do zwigkszenia mozliwosci produkcyjnych dobra
konsumpcyjnego badz inwestycyjnego o jednostke. Jezeli obie te wartosci sa sobie
réwne, to wspotczynnik g-Tobina jest rowny jednosci. Zjawisko przetaczania znakow
zaobserwowane w rzeczywistych gospodarkach méwi, ze licznik w tym réwnaniu jest
silnie procykliczny, a mianownik stabo przeciwcykliczny. Wspoélnie jednak powoduje
to, ze wspdtczynnik g-Tobina jest mocno procykliczny i rézni si¢ zasadniczo od
jednosci. Krancowa wartos¢ przedsigbiorstwa po standaryzacji to oczywiscie cena akcji

tego przedsigbiorstwa.
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Ceng akcji przedsigbiorstwa produkujacego dobro x = c,i, rowna cenie nowego
kapitatu w sektorze x = c,i, dostepnego do produkcji w okresie # + 1 oznaczamy przez

B, ,. Przez B_, oznaczamy ceng¢ juz wczesniej zainstalowanego kapitatu. Ceng

nowego dobra inwestycyjnego potrzebnego do zwigkszenia mozliwosci produkcyjnych

przedsigbiorstwa w  sektorze x = ¢, oznaczamy przez P;,. Przez

O (y,z)=[ay” + azz"’]i,y/ <1%, oznaczamy ilo§¢ kapitatu uzywanego przez
przedsiebiorstwo x = c,i, gdzie y oznacza poprzednio zainstalowany kapitat, a z nowe
dobro inwestycyjne potrzebne do produkcji. Przez O, oznaczamy pochodna czastkowq
po i-tym argumencie.

Omowmy tylko gléwne wnioski ptynace z tych rozwazan. Rozwazmy najpierw
P;;. Szoki w produktywnosci dobra inwestycyjnego powoduja ujemng kowariancj¢
pomiedzy P;; a produkcja, a szoki w zagregowanej produktywnosci powoduja dodatnia
kowariancj¢ pomiedzy P;; a produkcja.

Rozwazmy teraz B, ,. Jezeli Q,,, wtedy oznacza to, ze y = 1 i oczywiscie
P,

P;;, 1 nie ma mowy o zjawisku przetaczania znakow we wspotczynniku g-Tobina.

ot
Natomiast jezeli y < 1, to wtedy te dwie wartosci beda rézne i zachodzi zjawisko
przetaczania znakéw. Réznica powoduje zmniejszanie wplywu szoku w produkcji dobra
inwestycyjnego na F,. , oraz zwigksza wplyw zagregowanych szokow  techno-
logicznych.

Rozwazmy najpierw dodatni szok w produktywnosci dobra inwestycyjnego.
Powoduje on w réwnowadze spadek ceny dobra inwestycyjnego P;, i wzrost ilosci

inwestycji oznaczanej przez /., . To powoduje dwa przeciwne efekty na . ,. Spadek
P;, powoduje spadek B, ,, ale wzrost [, powoduje wzrost F,. ,, od momentu kiedy
Q,, spada. Dlatego £ , spada proporcjonalnie mniej niz P;, , gdy nastgpuje szok w

produktywnosci dobra inwestycyjnego.
Rozwazmy teraz dodatni szok w zagregowanej technologii. Powoduje on

zwigkszenie popytu na kapitat z powodu wygtadzania konsumpcji. To powoduje wzrost

% Dla y = 1 mamy liniowa akumulacje kapitatu. Dla w < 1 kraiicowa stopa produktywnosci nowego

dobra inwestycyjnego spada wraz ze wzrostem inwestycji.
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w P;, oraz jednoczesnie w I, . Wzrost w I, , zmniejszajac Q;,, powoduje zwigkszanie
F,. , proporcjonalnie wigksze niz P;, )

Teraz postarajmy si¢ wyjasni¢ zagadk¢ premii akcyjnej w tym kontekscie.
Wyrdznienie szokow w produktywnosci dobra inwestycyjnego w przeciwienstwie do
wczesniej stosowanych szokow w produktywnosci zagregowanego kapitatu daje nam
nowe wyjasnienie dla duzych premii akcyjnych. Wysoka premia akcyjna powinna
zgodnie z tym modelem by¢ skutkiem dodatnich szokéw technologicznych, ktore
zachodza w calej gospodarce. Wzrost akcji przedsigbiorstw produkujacych dobra
inwestycyjne i konsumpcyjne jest wtedy wigkszy niz w przypadku zachodzenia szokow
jedynie w technologii nowego dobra inwestycyjnego. Wnikliwa analiza wspotczynnika

g-Tobina przekracza jednak ramy tej pracy.

2.4.2. Dyskusja

Wyjasnienie zjawiska cyklu koniunkturalnego w powyzej zbudowanym modelu
wymaga wyjasnienia zjawiska autokorelacji w procesie technologii, produkcji i
konsumpcji. Autokorelacja oznacza podtrzymanie znaku i sity sktadnikow losowych
wplywajacych na poziom tych zmiennych. Autokorelacja w tych zmiennych bedzie
réwniez powodowaé podtrzymanie wartosci premii akcyjnej i stopy wolnej od ryzyka.
Funkcja uzytecznosci ze zwyczajowa konsumpcja oraz pewne ograniczenia na przeptyw
kapitalu migdzy sektorami moga stuzy¢ za wytlumaczenie zjawiska autokorelacji i
opisania wzorca dla cyklu koniunkturalnego.

Aby wprowadzi¢ wzrost do modelu RBC, powinniSmy przyja¢ za proces
technologiczny pewna formg¢ bladzenia losowego, czyli I(1) z trendem i z
autokorelacja™.

Zauwazmy, ze w modelu z akumulacjg kapitatlu i mobilnoscia kapitatu oraz
szokami technologicznymi, gospodarstwa domowe maja duza mozliwosé wygtadzania
miedzyokresowej konsumpcji. Moga np. zwigkszy¢ ilo$¢ pracy lub poprawié jej

wydajnos¢, zmieni¢ sektor, w ktorym sa zatrudnione. Oczywiscie odpowiedz na szoki i

24 Wspotczynnik g-Tobina w tej metodologii mozna zapisaé jako:

x Pkx N 1 1 (1 - :B)Kx,r
g =t == —[a
})i,t Qz,; a2 [x,t

Na podstawie tego wzoru juz tatwo wytlumaczy¢ zjawisko przetaczania znaku. Wzrost ceny akcji przy

vl
74

VY + a,]” , coréwna sig jednosci jezeli y=1.

jednoczesnym spadku ceny nowego dobra inwestycyjnego jest rOwnowazny wzrostowi popytu na nowe
dobro inwestycyjne z = 1, i spadkowi popytu na poprzednio zainstalowany kapitat y = (1 — 6)K,, (szok w
produkcji nowego dobra inwestycyjnego).

» Ze wzgledéw ekonometrycznych autokorelacja sktadnika losowego jest niepozadana i stanowi gtéwny

problem modelowania cyklu koniunkturalnego.
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konsumpcje¢ ze strony rynku pracy nie jest natychmiastowa, jednak pozwala wygtadzi¢
strumien konsumpcji. Powoduje to mniejsza potrzebe migdzyokresowej substytucji.
Brak lub staba korelacja miedzy zwrotami z aktywow 1 wzrostem oczekiwanej
konsumpcji w kontekscie modeli RBC wyjasnia zagadke premii akcyjnej w nastgpujacy
sposob. Premia akcyjna jest spowodowana raczej niska sklonnoscia do migdzyokre-
sowej substytucji, rozumianej w ujeciu deterministycznym, niz wysoka awersja do
ryzyka, zalezaca od stanow natury. Wyjasnienie stabej korelacji migdzy wzrostem
konsumpcji a cenami aktywow moze mie¢ swe uzasadnienie w opoznieniu jakie
zachodzi w konwersji nominalnych zyskéw kapitalowych w realne obserwowane w
konsumpc;ji.

Kolejnym problemem jest modelowanie i znalezienie wiasciwego wzorca dla
ceny kapitalu. Poprawki w oczekiwaniach dotyczacych ceny kapitalu musza by¢
negatywnie skorelowane z krancowa uzytecznoscia konsumpcji. W takim wypadku
akcje sa ztym zabezpieczeniem przed ryzykiem i wymagaja duzej premii, aby znalazly
nabywcow. Aby poprawnie modelowac ceny kapitalu wymagamy, aby gospodarstwa
domowe kupowaty aktywa, gdy ich krancowa uzytecznos$¢ konsumpcji jest mata i
sprzedawaly, gdy krancowa uzytecznos¢ konsumpcji jest duza oraz dysponujemy
losowa technologia, ktéra komplikuje ten schemat zachowania (Boldrin, Christiano,
Fisher, 1995).

Literatura dotyczaca wyceny aktywdw daje tez ciekawe wyjasnienie kosztu
fluktuacji ekonomicznych, ktéry powoduje strat¢ bogactwa. Modele z przyzwyczajona
konsumpcja potwierdzaja, ze konsumenci biorg fluktuacje ekonomiczne bardzo
powaznie. Fluktuacje maja silny negatywny wptyw na bogactwo, poniewaz ograniczaja
konsumpcje w krotkim okresie i redukuja dlugookresowy wzrost produkcji. To
zjawisko wyjasnia tez zagadke premii akcyjnej. Wybor migdzy ryzykownymi akcjami i
instrumentami pieni¢znymi pozbawionymi ryzyka jest swoistym wyborem pomigdzy

srednig w stopie wzrostu bogactwa a zmiennoscig tej stopy (Campbell, 1998).
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3

Struktura terminowa stép procentowych

Dyskretne modele stopy procentowej pochodza od modeli CCAPM.
Szczegdlnym aktywem jest tutaj stopa procentowa, ktorej miernikiem moze by¢ cena
obligacji. Cena obligacji jest zatem wartoscia oczekiwana stochastycznego czynnika
dyskontujacego. Uzywajac tej metodologii wprowadzmy podstawy modelu terminowe;j
stopy procentowej. Wprowadzenie pojgcia terminowej stopy procentowej czy inaczej
stopy dochodowosci obligacji pozwala wydluzy¢ nam horyzont, w jakim analizujemy
ceny aktywoéw 1 premii akcyjnej oraz implikacje cyklu koniunkturalnego.
Wprowadzimy do naszych rozwazan hipoteze oczekiwan. Zastanowimy sie, czy ksztatt
krzywej dochodowosci obligacji moze wyjasni¢ zmienno$¢ w cenie aktywow
ryzykownych. Dodatkowa analiza bedzie odwrocenie perspektywy obserwacji.
Dotychczas uzaleznialiSmy zmiennos$¢ cen aktywdéw od ruchow zmiennych realnych.
Pokazemy, ze ta zalezno$¢ dziata tez w przeciwnym kierunku. Zmiany w terminowe;j

strukturze stopy procentowej doskonale przepowiadaja okresy rozwoju i recesji.

3.1. Dyskretny model terminowej stopy procentowej
W niniejszej czgsci prowadzg rachunki za Sargent, Ljunquvist (2003). Wyjdzmy

od pojecia stochastycznego czynnika dyskontujacego i strumienia dywidend.

3.1.1. Stochastyczny czynnik dyskontujqcy
Oznaczamy strumien dywidend przez {D},,. Cena aktywoéw P, w modelu bez
niepewnosci wyraza si¢ wzorem:

oo J
r=Ea(ImM.)p.,. (108)

J=1 =1

J
gdzie M, jest jednookresowym stochastycznym czynnikiem dyskontujacym, HMM

s=1
oznacza j-okresowy stochastyczny czynnik dyskontujacy. Okreslimy teraz proces
dywidend w sposob szczeg6lny tak, aby P, byta cena n-okresowej pozbawionej ryzyka

obligacji. Wtedy wzor (108) przybiera postac

P, =E(M.). (109)
s=1
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Zatem cena obligacji jest oczekiwanym produktem skumulowanych, jednookresowych
czynnikdw dyskontujacych. Czyli im wigksze wspotczynniki miedzyokresowej
substytucji, tym wyzsze ceny obligacji.

Zdefiniujmy stopg¢ procentowa do wykupu (yield) y,, na n-okresowej obligacji
jako P, ;= exp(-ny,,) lub

1
yn,t:_ipn,m (110)
n

gdzie p,, = logP,, Zauwazmy, ze stopy do wykupu obligacji sa gaussowskie, jezeli
ceny obligacji sg lognormalne. Stad mamy lognormalny model wyceny obligacji. Niech
jednookresowy stochastyczny czynnik dyskontujacy w czasie ¢ jest M, natomiast n-
okresowy stochastyczny czynnik dyskontujacy w czasie ¢ M1, M2,...,M;,. Dla
kazdego t przyjmijmy m, = logM,. Przyjmijmy tez, ze m, jest determinowany przez
proces stochastyczny:

m, =—0—ez

t+1
111
z,=A4,z,+Cw (1

t+1°

gdzie w;; jest zmienna losowa wektorowa i.i.d. gaussowska, gdzie Ew,; = 0,
Eweiiw'ii g, A; jest macierza m>xm ze wszystkimi wartosciami wlasnymi ograniczonymi
w module przez jeden (proces nieeksplodujacy)®*.

Stosujac rownanie (109) oraz (110) otrzymujemy

Yos = —llogE,[M X.. XM
n

1+1 l+n]'

(112)

Aby obliczy¢ prawa strong rownania (112) nalezy postuzy¢ si¢ whasnoscia rozktaddéw

lognormalnych, ktéra postugiwalismy si¢ juz wczesniej. Jezeli m,+; ~ N(u,6?), wtedy
2

log EM,y, = m, = i+, (113)

stosujac t¢ wiasnos¢ do rdwnania (111) mamy:

m, =—0—e Az + 7626‘25 Ary

= (114)
Iterujac rownanie (111) mozemy otrzymac nastgpujace wyrazenie, ktdre jest uzyteczne

dla scharakteryzowania warunkowego rozktadu wyrazenia log(M+;-...- Miiy):

% Nalezy si¢ tu wyjasnienie, dlaczego proces AR(I) prezentowany w poprzednich rozdziatach
zastgpujemy teraz systemem VAR(1). System VAR jest bardziej pojemny, jezeli chodzi o informacje
dotyczaca zaleznosci pomigdzy wartosciami stochastycznego czynnika dyskontujacego w roznych
okresach. Poza tym oszacowanie OLS w systemie VAR daje nam wszystkie potrzebne parametry
wzajemnego oddziatywania zmiennych (oczywiscie pod warunkiem normalnos$ci rozktadu zmiennych i

czynnikéw losowych).
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- (10g Mt+l
+ eZ[CZ + AZCZ ]Wt

”» Y=nd+e (A + A +..+ Az, +e.C.w,
+ote[C.+AC +..+A7'Cw

t+1

+..+logM,, )=—(m,  +..+m

+n +n

+n

(115)

Rozktad wyrazenia my. j+...+m 4, zalezy od z, 1 jest N(u,0,2), gdzie
U, =—(nd+e (A +A +..+A4")z,]
ol =e.CC.e, (116)
o,=0. +el[l+.+A7C.C[I+..+ A e,
gdzie rekursja (116c¢) zachodzi dla » > 2. Zauwazmy, ze warunkowe S$rednie u,
zmieniaja si¢ W czasie, natomiast warunkowe wariancje o,% sg state. Zauwazmy, ze
jezeli wspotczynnik korekty A jest wysoki, co $wiadczy o wysokiej zmienno$ci procesu
rozwoju stochastycznego czynnika dyskontujacego, to w formule (115) ulega on
potegowej kumulacji i daje bardzo wysoka srednia w n-tym okresie. Wspotczynniki 4
wzmacniaja réwniez wariancj¢ tego procesu. A zatem stopy zwrotu w przypadku
wysokiego wspélczynnika korekty 4 beda wysokie®’.

Biorac formule (112) oraz (113) otrzymujemy formute na stopg do wykupu:

ol 1 .,
Vs =(5—27”)+*€Z(Az+...+AZ)Z,. (117)
n n

Wektor v, = [Vir, Yot, - » Y]’ jESt Nnazywany terminowa struktura stop procentowych w

czasie t. W teorii mamy takze model oczekiwanej struktury stop procentowych, gdzie
yn,=§+lez(Az+...+Az”)z,, (118)
’ n

ktéra moze byé przyblizeniem rownania (117)**,

Powracajac do lognormalnego modelu wyceny obligacji, mamy nast¢pujaca
przestrzen VAR dla struktury terminowej stép procentowych, zalezng od ruchu
stochastycznego czynnika dyskontujacego:

Xin =4,X, +Cw,,

ey, @
Yi=¢ §-GX, (119)
enm, |
gdzie
el g gl Og g0 g
Xi=e v A=e 1 g0
62,1 60 4. 6C.0

27 Przyrost krancowej uzytecznosci bedzie duzy, co oznacza zmniejszanie poziomu konsumpcji z okresu
na okres. Agenci bgda pozyczac, aby wygladzi¢ konsumpcjg, co pociagnie stopg zwrotu w gore.
% Gdy w nastepnym rozdziale bedziemy méwi¢ o hipotezie oczekiwan, to bedziemy rozumieli stope do

wykupu w znaczeniu rownania (118), ignorujac wyrazenie -((c_{n}?)/(2xn)).
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e . o g
6 0—— e A J
% 2 : .
é s U
65— %2 ,o U
¢ 2x2 2e(d+4)
oraz G:é; : l]
¢ U
g B o’ n’leZ(A_,+...+AZ”)3
6 2xn —e U
6-9 0

Jest to zgrabnie napisana formuta (117), ktéra jednoczesnie opisuje proces rekursywny

dla y, oraz m;.

3.1.2. Nachylenie krzywej dochodowosci
Z rownania (119) wynika natychmiast, ze warto$¢ oczekiwana na strukturze

stopy terminowej y; ma postac:

0_2

Ey'=[6-0],..,0 ——]. (120)
2n

Dlatego struktura terminowa wzrasta $rednio wraz z wydluzaniem horyzontu
2

czasowego, jezeli wyrazenie 2—’ spada przy wzrastajacym j. Przyjrzyjmy si¢ teraz
J

doktadniej wyrazeniu c;*:

o =Var,(m, +...+m,.,), (121)

gdzie Var, oznacza wariancj¢ warunkowa na informacji w okresie ¢ dotyczacej procesu
z,. Zauwazmy dla przyktadu, ze:

Var, (mr+l + mr+2) = VLIV, (mrH) + Varr (mr+2) + 2COV, (mzH H mr+2 )’ (1 22)

gdzie Cov, jest warunkowa kowariancja. Zauwazmy, ze 6> > 6,°/4 moze zajs¢ tylko
jezeli:

SVarz (mzﬂ) - Va’; (mr+2) - 2C0v1 (m mz+2) >0. (123)

1+1°
Powyzsze rownanie jest warunkiem na rosnacg krzywa dochodowosci dla okreséw 7 + 1
it + 2. Zastanbwmy sig, kiedy bedziemy mieli do czynienia z odwrdcona krzywa
dochodowosci. Zajdzie to wtedy, gdy wariancja z jednookresowego czynnika
dyskontujacego zacznie gwattownie rosnaé, ale bedzie seryjnie dodatnio skorelowana.
Dodatnia korelacja przy rosnacej wariancji bedzie oznaczaé tutaj pewien rodzaj procesu
eksplodujacego wraz ze zwickszaniem wariancji dla stochastycznego czynnika
dyskontujacego. Eksplodujaca i coraz bardziej zmienna warto$é krancowej stopy
substytucji oznacza zwigkszenie niepewnos$ci, dotyczacej przysztej konsumpcji,
zachodzacej jednoczesnie z obnizaniem poziomu konsumpcji (dla jednej ze

standardowych postaci funkcji uzytecznosci).
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Jest to zgodne z naszg intuicja. Jezeli agenci konsumuja coraz mniej lub w
przypadku przyzwyczajen konsumpcyjych nie zwigkszaja konsumpcji i sg niepewni, co
do przysztego poziomu konsumpcji to wzrasta krétkookresowa stopa procentowa i
spada dlugookresowa. Zauwazmy, ze w przypadku zaj$cia pewnej formy kryzysu
finansowego, ktory gwaltownie ogranicza konsumpcje, krétkookresowa stopa
procentowa wzrasta gwattownie ponad dlugookresowa. ZnalezliSmy wytlumaczenie

tego fenomenu lezace w modelu CCAPM.

3.2. Krzywa dochodowoSci i hipoteza oczekiwan

Dalsze rozwazania dotyczace struktury terminowej beda bazowac na hipotezie
oczekiwan. T¢ czes$¢ opieramy na: Cochrane (2000).

Przed sformulowaniem hipotezy oczekiwan zdefiniujmy i opiszmy stope
forward. Stopa forward jest definiowana jako kontrakt zawarty dzisiaj, aby pozyczy¢
pieniadze w czasie n i zwrdci¢ je w okresie n + 1. Mozna przedstawi¢ kontrakt forward
jako syntetyczng obligacje zerokuponowa. Zobaczmy, jak to zrobié. Zatézmy, ze
kupujemy n-okresowa zerokuponowsa obligacj¢ i jednoczesnie sprzedajemy x n + 1

okresowych zerokuponowych obligacji.

Tabela 1 Stopa forward = syntetyczna obligacja

Kupi¢ n-okresowa Sprzeda¢ x n+1
o o Cash flow netto
obligacje okresowa obligacje
Dzisiaj —Puo +xPp+10 XPy+1,0— Puo
Czas n 1 1
Czas n+1 -x X

P, oznacza tu ceng w czasie ¢ zerokuponowej obligacji z n okresami do wykupu.
Teraz wybieramy taka wartos$¢ x, aby dzisiejsza warto$¢ cash flow byla rdwna
zero. Stad mamy wzor:
P

n,0
x=—"0, 124
- (124)

n+l1,0

czyli dzisiaj nie ptacimy ani nie dostajemy niczego, w okresie n dostajemy jednego
dolara i w okresie n + 1 ptacimy P, o/ Py+10. A zatem mamy syntetyczny kontrakt na
pozyczke z okresu n na okres n + 1. Stad stopa forward z okresu # na okres n + 1

oznaczana jest jako P,/ P,+10. Dla logarytméw zachodzi oczywiscie:
f’(n%nﬂ) =Po1 — Py (125)

Stopy forward maja t¢ ciekawa wlasnosé, ze mozemy wyrazi¢ za ich pomoca ceng

kazdej obligacji. Zachodzi bowiem:
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Dot = Pus = Puas +pn—l,t ~ Puay +"‘+p2,t — Py +pl,t

— _f(n—l—)n) _f(n—Z—m—l) _ _f(1—>2) _f(0—>l)
P P P P .

Zatem cene kazdej obligacji mozemy ztozy¢ ze stop forward. Okreslmy teraz hipoteze

(126)

oczekiwan, ktora jest klasyczng teorig wyjasniajaca ksztalt stopy do wykupu. Sktadaja
si¢ na nig trzy rdwnowaznie zatozenia:

1. N-okresowa stopa do wykupu jest $rednia oczekiwanych przysztych
jednookresowych stép do wykupu.

2. Stopa forward rowna si¢ oczekiwanej przysziej stopie spot.

3. Oczekiwane zwroty przez okres trzymania obligacji sa réwne dla wszystkich
obligacji.

Hipoteza oczekiwan jest klasyczna teoria tlumaczaca ksztalt krzywej
dochodowosci. Jezeli krzywa dochodowosci jest wznoszaca, czyli dlugookresowa stopa
procentowa jest wigksza od krotkookresowej, wtedy hipoteza oczekiwan moéwi, ze
oczekujemy wzrostu krotkookresowych stop w przysztosci®.

Jedna z metod modelowania struktury terminowej jest dodawanie stalego
wspodtczynnika premii za ryzyko do wzoru na stopg forward. Stopa forward jest znana,
ale przyszta stopa spot juz nie. Zwroty z dtugookresowych obligacji sg bardziej zmienne
niz z krétkookresowych®”. Ten rodzaj zmiennosci bedzie generowat dodatkowa premie
za ryzyko, jezeli oczywiscie bedzie skorelowany ze stochastycznym czynnikiem
dyskontujacym. Bardziej realistyczna jest zmienna w czasie premia za ryzyko, dzieki
ktéorej mozemy otrzymywacé bardziej skomplikowane ksztatty dla krzywej
dochodowosci.

Opisywany w literaturze sposob generowania krzywej dochodowosci jest
nastepujacy: poczatkowo okreslamy proces dla krétkookresowej stopy procentowej i
premi¢ za ryzyko a nastgpnic na ich podstawie okresli¢c dilugookresowe stopy

procentowe. Najwazniejsza umiejetnoscia tutaj jest wyznaczenie odpowiednio

2 Zgodnie z hipoteza oczekiwan nie da si¢ zarobi¢ bez ryzyka na wznoszacej krzywej dochodowosci,
jezeli np. dlugookresowa stopa wynosi 10% a krétkookresowa - 5%. Nie oznacza to wecale, ze
dtugookresowa obligacja jest lepsza inwestycja, poniewaz zgodnie z hipoteza oczekiwan wzrosng
krétkookresowe stopy procentowe, co oznacza zrolowanie krotkookresowego dlugu po wyzszych
krotkookresowych stopach. W rzeczywistosci nie jest to podejscie tzw. neutralne wobec ryzyka,
zignorowali$my bowiem wyrazenie o> / 2. Niemniej hipoteza oczekiwan jest pewnym przyblizeniem
neutralnosci wobec ryzyka i skrétowo begdziemy postugiwac si¢ tymi wyrazeniami wymiennie.

3 Mozna wythimaczyc ten fakt réwniez wychodzac poza nasz schemat realnej ekonomii, bez rozwazania
zjawisk pieni¢znych. Krétkookresowa stopa procentowa moze lepiej dostosowac si¢ do zmian w inflacji,
dlatego finansowanie krétkookresowym rolowanym dlugiem moze by¢ bezpieczniejsze niz finansowanie

dlugookresowym dugiem.
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skomplikowanych zatozenn dla procesu, ktore jednak caly czas czynia model

rozwiazywalnym.

3.3. Ekonomia Alvareza-Jermanna — ceny aktywow

Dotychczas opisywali$my zachowanie si¢ terminowej struktury stop zwrotu bez
ryzyka. Aby pokaza¢ jak ceny aktywow zachowuja si¢ w tym konteks$cie, musimy nieco
skomplikowaé nasz model. Oprzemy si¢ na modelu Alvarez, Jermann (2000).
Metodologie oprzemy na jednowymiarowym faficuchu Markowa pierwszego rzedu’'.

Dodatkowo pokazemy jak generuje si¢ premi¢ za okres trzymania obligacji.

3.3.1. Model

Ekonomia sktada si¢ z dwdch agentéw i = I, 2. Niech {z;} oznacza proces
Markowa ze skonczona liczba stanéw ze Z ={z,,..,z,} z macierza konwersji IIL
Proces z, determinuje zagregowane bogactwo e, oraz indywidualne bogactwo dla

kazdego z agentéw, e/, i = 1,2 tak, ze:

. =Mz.p)e, (127)
oraz
e =a'(z)e, dai=1,2, (128)

gdzie A(z;+) oznacza wzrost stopy zagregowanego bogactwa mig¢dzy okresami ¢ oraz ¢ +
1, jezeli stan natury w czasie # + 1 jest z+;. o'(z) oznacza udzial w zagregowanym
bogactwie agenta i, jezeli stan natury w okresie ¢ jest z;.

Niech z; = (zj,...,z) oznacza histori¢ z, az do okresu ¢. Macierz II determinuje

warunkowe prawdopodobienstwa dla wszystkich historii m(z,|zo). Gospodarstwa

domowe dbajg tylko o strumienie konsumpcji {C} = {C(z"): >0, z' € Z'} i wyceniaja

ja przez zdyskontowana oczekiwang funkcje uzytecznosci:

U =A A SUC,, =), (129)

=0 ez

3! Eancuch Markowa definiujemy za Sargentem, Ljunquvistem (2004).

Proces stochastyczny {x,} ma wilasnos¢ Markowa, jezeli dla kazdego £ > 1 i dla kazdego ¢ zachodzi:
Pr(xir | X Xt Xen) = Pr(xe | x0).

Zaktadajac wilasno$¢ Markowa, definiujemy tancuch Markowa przez trojk¢: n-wymiarowa przestrzen

standw, macierz przej$cia I1 o wymiarach n x n, ktéra przechowuje prawdopodobiefistwa przejscia od
stanu do stanu w czasie jednego okresu, n x 1 wymiarowy wektor mo, ktdrego i-ty element jest

prawdopodobienstwem bycia w stanie i w okresie 0.
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gdzie o€ (0,1) jest statym czynnikiem dyskontujacym. Funkcja uzytecznosci jest typu
RRA:
1=y

UC)= 1C—7/

J<y<eo, ) (130)

Zaktadamy w problemie planowania, ze agent nie moze wycofa¢ si¢ z podziatu
wsp6lnego ryzyka i zatem musi wymienia¢ bogactwo%, co oznaczamy warunkiem:
UICH(z)Zu(e')z'),Vt20,z'e Z',i=12. (131)
Optymalna alokacja jest opisana jako proces, {C'}, i = 1,2, ktory maksymalizuje
oczekiwang uzytecznos¢ agenta 1. przy warunkach danych przez oczekiwang obiecang
uzyteczno$¢ (promised utility) agenta 2. Rekursywna formula optymalnej alokacji jest

dana przez:

TV (w,z,e)= max u(C)+d8qVw.,z,e)n(z'z), (132)
et w)

zeZ

przy warunkach

C'+C’<e (133)

u(CH+5qQw.x(z'|z)=w (134)
z'eZ

V(w,,z',e)=2U'(z'e),Vz'e z (135)

w, 2 U*(z',e),Vz'e Z, (136)

gdzie prymy oznaczaja wartosci w nastgpnym okresie, V(w,z,e) jest funkcjg
wartosciujaca agenta 1., w jest obiecang w danym okresie uzytecznos$cia agenta 2., w,
jest obiecana uzytecznoscig dla agenta 2. jezeli w nastgpnym okresie stany natury
opisane sg przez z' oraz warunki (135) i (136) sg ograniczeniami na udzial w wymianie

odpowiednio dla agenta 11 2.

3.3.2. Ceny aktywow

W kontekscie poprzednio zbudowanych ograniczen na wymiang wprowadzimy
ceny aktywow. Jezeli rynki sa kompletne, to istnieje doktadnie jednookresowy
instrument Arrowa-Debreu, dajacy prawo do jednostki konsumpcji przechodzac od

stanu z do stanu z'. Jego cen¢ oznaczmy przez q(z'z). Oznaczmy przez a.. portfel

ztozony z instrumentu Arrowa-Debreu i przez B'(z',z) oznaczmy minimalna pozycje,
jaka agent i moze zaja¢ w instrumencie Arrowa-Debreu, jezeli stan w nastgpnym
okresie jest z' i w obecnym okresie z.

Problem gospodarstwa domowego okreslmy jako maksymalizacj¢ funkcji:

H'(a,z)= m%x u(C)+5aHi(az,,z')7r(z"z) (137)

z'eZ

32 Doktadniejsze konsekwencje tego faktu opisuje Seppala (2000), str. 11.
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przy warunkach:
a.>B'(z',2),Vz'e Z (138)

Aq(z.2)+C<a+e(2). (139)

zeZ
Réwnowage mozemy zdefiniowac jako zbior {B!,q,,C!,a’,} taki, Ze:
1. Biorac B! oraz ¢, jako dane, zbior alokacji rozwiazuje problem optymalizacyjny dla

dwdch agentow.

2. Rynek si¢ oczyszcza:

a'(zZ™M+ad’(z")=0,vt>0,vz"" e 7. (140)

3. Jezeli warunki na B/ sa zwiazane, to uzyteczno$¢ réwna si¢ uzyteczno$ci bez

wymiany:

H'(B,,(z"),z")=U'()z"),Vt >0,V e Z'™. (141)
W modelach wyceny aktywdow jak ten, cena aktywa jest rdOwna krancowej stopie

substytucji konsumpcji. Poniewaz instrument Arrowa-Debreu daje prawo do jednostki

konsumpcji, dlatego cena takiego instrumentu z okresu # na ¢ + 1 jest dana przez:

,z') =max PLACHY) (C’*.')
RENTe)

q(z"™ 7(z"z,). (142)

0(z'72") jest cena instrumentu Arrowa-Debreu ze stanu z, do stanu z,.;, ktéra jest dana

przez:
) t+j-1
q(z",z")y = [Ta",2"). (143)
k=t

Zatem ceny aktywow w tym modelu catkowicie uzalezniliSmy od funkcji uzytecznosci

agentéw oraz stochastycznego tancucha Markowa.

3.3.3. Premia za ryzyko i premia za okres
Na ceny instrumentéw wolnych od ryzyka nie wplywa posta¢ tancucha

Markowa. Jezeli stochastyczny czynnik dyskontujacy jest dany przez:

= max sV €L (144)

M :
2T U(C))

t+1
to cena n-okresowej obligacji bedzie dana przez:

P, =E[[[M.]1=EIM,.P,_,.] (145)
s=1

co jest rekursywnym zapisem rownania (109). Jednookresowa stope forward i stopg do

wykupu na kontrakcie forward mozna zapisa¢ w powyzszej notacji odpowiednio jako:

f;<n4m+l) = _(p}ﬁ-l,t - pn,l) (146)
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oraz

(n—n+l) —

1
Y _;(pn+l,t _pn,t)’ (147)

gdzie male litery oznaczaja przejscie do logarytmow.
Aby znalez¢é wzor na premig za ryzyko zacznijmy od réwnania (145) zapisanego

dla okresow 11 2:

B, =E[M\F,,]1=EM,JE[PR, ]+ Cov[M,.,. B, 1= R ,ELR, ]+ Co M, F ],
(148)

co daje wzor na ceng kontraktu forward:

F, =2 = B[R0+ Con M, Py (149)

1t

Premia za ryzyko dla jednookresowego kontraktu forward, 7p;,, dana jest zatem przez:

t+1°
1.t

P
rp,, = Cov,[M T] =F,—E[P,.] (150)

ZnalezliSmy zatem wzOr na premi¢ za ryzyko za wejscie w kontrakt forward okreslony

jako kowariancja pomigdzy stochastycznym czynnikiem dyskontujacym a wyrazeniem

1Lr+1

, bedacym przyrostem ceny obligacji przy wydtuzeniu zapadalnosci o jeden okres.
Lt

Podobnie premia za ryzyko dla n-okresowego kontraktu forward wyraza sig¢
wzorem:
9y, = Conl [T, 5= F, < B[R, (151)
5= 1¢
Dodatkowo mozemy zdefiniowa¢ tzw. premi¢ za okres trwania obligacji, ktora
okreslamy jako réznice pomiedzy jednookresowa stopa kontraktu forward i oczekiwang

jednookresowa stopg zwrotu w nastgpnym okresie, co oznaczamy jako p; ..

p, = "7 = E [y, (152)
Podobnie dla p-okresowego kontraktu forward mamy:

,, = 1" = E Ly (153)
RozwingliSmy zatem metodologi¢ zaproponowang w rozdziale 4.2, dajac formalne

wzory na zmienna premi¢ za ryzyko kontraktu forward i zmienna premi¢ za okres

trzymania obligacji, o ktérych wezesniej tylko wspomnieliSmy.

3.4. Krzywa dochodowosci i prognozowanie konsumpcji
W wyzej przedstawionych rozdziatach pokazatem, w jaki sposob rézne postacie
modelu CCAPM wyjasniaja zachowanie struktury terminowej stop procentowych.

Posta¢ funkcji uzytecznosci i — w szczegolnosci — proces stochastyczny dla czynnika
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Struktura terminowa stop procentowych

dyskontujacego tlumaczyty ksztatt krzywej dochodowosci, wysokos¢ stop forward,
premii za ryzyko i premii za okres trzymania.

Z drugiej strony mozna ten zwiazek przyczynowo-skutkowy odwrocié i
pokazaé, ze wszelkie obserwacje terminowej stopy procentowej sa doskonalym
wskaznikiem dla prognozowania zjawisk realnej ekonomii, czyli przede wszystkim
konsumpcji i produkcji. Podstawy do takiej hipotezy sa juz jednak ekonometryczne i
ograniczymy si¢ tylko do glownych spostrzezen tej analizy zaprezentowanej w:
Ferreira, Martinez, Navarro, Rubio (2003).

Przeprowadzona przez nich analiza ekonometryczna bazujaca na CCAPM
pokazata, ze nachylenie krzywej dochodowosci zaskakujaco dobrze prognozuje wzrost
konsumpcji. Okazuje si¢ rowniez, ze ten wskaznik jest nawet silniejszy od cen
aktywow, ktore powszechnie sq uznawane za predykator koniunktury gospodarcze;.
Ogdlne obserwacje sa takie, ze odwrdcona krzywa dochodowosci prognozuje recesje,
czyli spadek w produkcji i konsumpcji, natomiast wznoszaca krzywa dochodowosci
prognozuje ekspansj¢. Dzieje si¢ tak z dwoch powoddw. Po pierwsze, spread stopy do
wykupu jest wskaznikiem polityki monetarnej i dlatego przewiduje wptyw polityki
banku centralnego na realng ekonomi¢. Po drugie, co zwiazane jest z realng ekonomia,
spread stopy do wykupu zawiera informacje o oczekiwaniach inwestoréw dotyczacych
przyszitego wzrostu, kiedy decyduja oni o optymalnym planie konsumpcji, oszczedzania

i inwestycji.
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Whnioski

W powyzszej pracy przedstawilem, w jaki sposdb teoria makroekonomii i teoria
finans6w wyjasniaja istnienie premii akcyjnej, stopy wolnej od ryzyka oraz zmiennosci
cen akcji w kontekscie statycznym, dynamicznym z uwzglednieniem cyklicznosci, a
takze na tle ewolucyjnego procesu terminowej struktury stopy procentowej.
Przedstawione powyzej rdwnania to matematyczne formuly starajace si¢ zweryfikowac
stawiane i obserwowane na rynkach aktywow hipotezy. Tam, gdzie to konieczne
wprowadzilem pewne podstawy do analizy ekonometrycznej modeli. Teoria powyzej
przedstawiona okazuje si¢ satysfakcjonujaca dla opisu zachodzacych w rzeczywistych
gospodarkach procesow. Problem pojawia si¢ w przypadku ekonometrycznej
weryfikacji stawianych hipotez. O slabosci empirycznej modeli CCAPM pisza
Campbell i Cochrane (1999). Stabosci modeli RBC sg rowniez dobrze opisane w
literaturze.

Moim celem NIE bylo jednak doprowadzenie rachunkow do tzw. rozwiazania
w postaci zamknigtej (closed form solution), ktore nastepnie byloby przeze mnie
testowane ekonometrycznie. Takie podejscie znacznie bowiem przekraczaloby ramy tej
pracy. Trzeba bowiem pamigta¢, ze znalezienie wilasciwej formy ekonometrycznej
modelu jest niestychanie pracochtonnym i dtugotrwatym zajeciem. W kazdym jednak
wypadku, analiza ekonometryczna musi wychodzi¢ od teoretycznych podstaw modelu,
a te postaralem si¢ w sposob szczegotowy i staranny przedstawi¢ w powyzszej pracy.

Odpowiedz na pytanie postawione w tytule: ,,Szoki w preferencjach czy
w technologii?”’ nie jest jednoznaczna, aczkolwiek mozliwa. Stabos$¢ empiryczna
modeli CCAPM pokazuje, ze bardzo trudno jest wyjasni¢ zmienno$¢ cen akcji i
instrumentow pieni¢znych tylko w kontekscie funkcji uzytecznosci (preferencji,
konsumpcji, procesu dywidend, itd.). Modele RBC pozwalaja znacznie wyj$¢ poza
Sciste ramy analizy stochastycznego czynnika dyskontujacego, wilaczajac do modelu
sfer¢ produkcyjna, akumulacje¢ kapitatu i rynek pracy. Empiryczna weryfikacja
wynikdw uzyskanych dla tak skonstruowanej réwnowagi ogdlnej daje bardziej
satysfakcjonujace wyniki. Analiza struktury stopy procentowej pozwala wydtuzyé
horyzont, w jakim analizujemy nasze zmienne.

Analiza klasycznego modelu CCAPM uzaleznia stop¢ wolna od ryzyka od
wartos$ci stochastycznego czynnika dyskontujacego, czyli preferencji agentow zadanych

funkcja uzytecznosci. W przypadku uzytecznosci potegowej mamy zalezno$¢ miedzy
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stopa zwrotu bez ryzyka a wzrostem konsumpcji. W przypadku stopy zwrotu z
instrumentu z ryzykiem badamy kowariancj¢ mig¢dzy zwrotem z tego instrumentu a
stochastycznym czynnikiem dyskontujacym oraz wzrostem konsumpcji odpowiednio
dla ogolnej postaci funkcji uzytecznosci i uzytecznos$ci potggowej. Analiza ta
przeprowadzona zaréwno dla poziomow jak i logarytmow badanych zmiennych daje
satysfakcjonujace wyjasnienie zagadki premii akcyjnej. Aparat narzedziowy jest jednak
zbyt staby, aby wyjasni¢ zagadk¢ zmiennosci rynku akcji, gdyz konsumpcja i
preferencje konsumpcyjne sa o wiele mniej zmienne niz zwroty z aktywow z ryzykiem.

Kolejne modele probuja wyjasni¢ zmienno$¢ i cyklicznos¢ rynku aktywow.
Wprowadzenie analizy strumienia dywidend, ktory jest bardziej zmienny od
konsumpcji, pozwala wyjasni¢ czes¢ zmiennosci. Dodatkowe wyjasnienie lezy w
modelu przyzwyczajen konsumpcyjnych, ktdory wprowadza wigksza wrazliwos¢
konsumpcji na ceny aktywdw bez ryzyka. Dodatkowo istnienie heterogenicznych
agentow objasnia duzy zwrot z akcji duza zmiennoscia konsumpcji inwestorow
gieldowych, uniezalezniajac analiz¢ od funkcji uzytecznos$ci reprezentatywnego agenta.
W koncu zmienno$¢ i cykliczno§¢ bardzo dobrze objasnia model nieracjonalnych
zachowan, gdyz wychodzimy poza $ciste ramy réwnowagi ogolnej. Nieracjonalne
oczekiwania dotyczace wzrostu konsumpcji wptywaja na kierunek i sil¢ zmian cen
aktywow. Na bazie modelu RBC pokazalismy, ze zwigkszanie zwyczajowej konsumpcji
silnie podnosi ceng aktywow z ryzykiem, zachowujac przy tym rownowage ogolna.

Oparcie analizy zmiennosci cen akcji na modelu CCAPM okazalo si¢ jednak
niewystarczajace. Wprowadzenie zmiennosci i cyklicznosci sfery produkcyjnej, w tym
produktywnosci kapitalu i pracy, wprowadza nowe czynniki objasniajace poziom
premii akcyjnej i1 jej zmiennos¢. Mozna uniezalezni¢ istnienie premii za ryzyko od
postaci funkcji konsumpcji i uzalezni¢ ja od szoku technologicznego oraz wzrostu ceny
kapitatu potrzebnego do produkcji. Dodatkowo podaliSmy konieczny warunek na
istnienie mozliwosci zysku w lewarowanym dlugiem zakupie kapitalu, czyli wzrost
produktywnosci kapitalu. Analiza wspotczynnika g-Tobina pozwolita na rozréznienie
tempa 1 kierunku wzrostu cen kapitalu inwestycyjnego oraz cen akcji.

W koncu, badajac terminowa strukture stop procentowych, podalismy warunki
na nachylenie krzywej dochodowosci lezace w preferencjach agentow. Pokazalismy tez
na podstawie tancucha Markowa, ze ceny akcji w dynamicznym horyzoncie zaleza od
stopnia niepewno$ci zadanego przez macierze przejScia od stanu do stanu oraz
stochastycznego czynnika dyskontujacego. Ponadto wyjasnilismy istnienie premii za
trzymanie kontraktu forward i premii za okres trzymania obligacji.

Podsumowujac, analiza funkcji uzytecznosci, czyli preferencji agentow w

metodologii CCAPM daje pewne rezultaty wyjasniajace zagadke premii akcyjnej i
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zmiennosci rynku akcji oraz zachowania terminowej struktury stopy procentowej. Sa
one jednak daleko niewystarczajace zarowno z teoretycznego, jak i empirycznego
punktu widzenia. Analiza sfery produkcji za pomoca modeli RBC pozwala nam
przyblizy¢ si¢ do rozwigzania. Wydaje si¢ jednak, ze dopiero wspdlna analiza sfery
realnej ekonomii, ktdra zaprezentowaliSmy, jak i nominalnej, nie przedstawionej w
pracy, da satysfakcjonujaca odpowiedz na postawione w tytule pracy pytanie, czy szoki

w konsumpcji sa wazniejsze od szokdw w produkcji.
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