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Od wydawcy

Metody programowania dynamicznego (czy tez szerzej — dynamicznej optymalizacji)
i modelowania dynamiki gospodarczej poprzez zaleznosci rekursywne zajmujg miejsce szczegdlne
we wspdiczesnej analizie ekonomicznej. Swiadczy o tym mnogoé¢ anglojezycznej literatury na ten
temat i dobdr artykutéw w prestizowych czasopismach ekonomicznych. Na polskim rynku
wydawniczym wecigz jednak nie ma pozycji adresowanej do ekonomistéw, traktujgcej
o zagadnieniach optymalizacji dynamicznej w czasie dyskretnym i problemach stochastycznych.
Mamy nadzieje, ze niniejsza pozycja cho¢ czesciowo wypetni te luke.

Ksigzka ta jest probg zwieztej prezentacji metod programowania dynamicznego. Gtéwny
nacisk jest potozony na wyrobienie podstawowego warsztatu i intuicji pozwalajgcych samodzielnie
rozwigzywac, symulowac i kalibrowac¢ (lub estymowac) modele rekursywne. W zatozeniu,
po lekturze niniejszej ksigzki mozna bez wiekszych trudnosci siegna¢ do wspdtczesnej literatury
ekonomicznej, w szczegdlnosci tej dotyczacej dynamicznych, stochastycznych modeli rownowagi
ogolnej (DSGE), a takze podja¢ samodzielne préby konstrukcji modeli tego typu. Ze wzgledu
na wybrane podejscie, formalne wywody ograniczone s3 do minimum, za$ przyktady ekonomiczne
stuzg gtéwnie ilustracji opisywanych metod.

Ksigzka jest adresowana przede wszystkim do ekonomistow pragnagcych rozszerzyc
zestaw narzedzi analitycznych i numerycznych, ktérymi operuja. Niniejszym pozycja powinna by¢
przystepna dla wszystkich oséb dysponujgcych odpowiednim, podstawowym zapleczem
matematycznym i ekonomicznym.

Modele DSGE, do ktérych niniejsza ksigzka stanowi wprowadzenie teoretyczne
i narzedziowe, nabierajg duzego znaczenia nie tylko w samej teorii ekonomii, lecz takze w praktyce
makromodelowania. Wyestymowane lub skalibrowane modele réwnowagi ogdélnej, majace solidne
podstawy metodologiczne i teoretyczne, stanowig coraz atrakcyjniejsza alternatywe dla luzno
zwigzanych z teorig lub wrecz z zatozenia ateoretycznych modeli ekonometrycznych
wykorzystywanych przez wiele instytucji. Osiggniecia w zakresie modelowania proceséow
pienieznych w réwnowadze ogdlnej sprawiajg, ze banki centralne coraz czesciej podejmujg sie
konstrukgji i estymacji modeli DSGE. Departament Analiz Makroekonomicznych i Strukturalnych,
realizujgc jedno z podstawowych zadan NBP jakim jest dziatalnos¢ edukacyjna, umozliwia poprzez
wydanie tego opracowania w serii wydawniczej ,Materiaty i Studia” upowszechnianie wiedzy
na temat programowania dynamicznego i modeli rekursywnych w ekonomii. Tym samym wigcza
sie w ten obiecujacy i coraz bardziej popularny nurt badawczy.

Czytelnik otrzymuje do reki pierwszg z czterech czesci przygotowywanej ksigzki, ktéra
traktuje o modelach deterministycznych. Stanowi ona wprowadzenie i przygotowanie do bardziej
zaawansowanych zagadnien omawianych w kolejnych czesciach, ktére takze ukaza sie w ramach
serii ,Materiaty i Studia”.
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Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja

Rozdziat 1

Najprostszy problem programowania
dynamicznego. Rekursja

An optimal policy has the property that, whatever the in-
itial state and decision are, the remaining decisions must
constitute an optimal policy with regard to the state resul-
ting from the first decision.

Richard E. Bellman, [6]

1.1 Definicje

Celem naszym jest zgtebianie metod optymalizacji, a wiec szukanie najlepszych
wariantow w sensie wartosci pewnej funkcji celu. ,Wariantami” moga by¢ elementy
bardzo réznych zbioréw — ciggi elementéw zbioru skonczonego, punkty w RY, ciagi
nieskonczone, funkcje rzeczywiste czy wreszcie procesy stochastyczne. Okreslenie
przestrzeni mozliwych wariantéw jak i funkeji (funkcjonatu) celu jest istota kon-
strukcji modelu ekonomicznego, ktéry chcemy rozwiaza¢. My zaczniemy od nazwa-
nia tego, czego — majac juz sformutowany model — szukamy.

Definicja 1.1 Niech [ bedzie pewnym odwzorowaniem zbioru X w R. Przez
max,ex{f(x)} rozumiemy takie M (jesli istnieje), ze:

vmexf(l') < M N Elmoexf(l'o) = M.
Definicja 1.2 Niech X i f jow. Przez mingey {f(x)} rozumiemy takie m (jesli
istnieje), Ze:

Veex () 2 m A Jpgex o) = m.

Definicja 1.3 Niech X i f jow. Jesli max,ex {f(x)} istnieje to oznaczamy:

argmax {f(2)} = {y € X: f(y) = max {f(z)}} (1.1)

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201
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1.1 Definicje

arg mingcy {f(z)} definiuje sie analogicznie, jako podzbiér na ktérym przyjmo-

wana jest wartos¢ najmniejsza.

W niniejszej ksiazce zajmujemy si¢ tylko maksymalizacja. Wszystkie problemy
minimalizacyjne mozna zamienia¢ na maksymalizacyjne, co wynika z ponizszego

lematu (wystarczy przyja¢ a = —1).

Lemat 1.1 Niech X i f jow. Dla a > 0 zachodzg réwnosci (zaktadamy, ze wszystkie

wyrazenia majq sens):

max {af(x)} = amax {f(2)},

zeX
oraz
argmax {af ()} = argmax {f(z)},
Gdy a < 0 jest:
min {af(r)} = amax {f()},

zeX

oraz

argmin {af(z)} = argmax {f(2)},
Cwiczenie 1.1 Udowodnij powyzsze réwnosci.

Cwiczenie 1.2 Pokaz, ze jesli fig sg funkcjami z X w R to:

max {f(z) +g(z)} < max {f(z)} + max {g(z)}

min {f(z) +g(z)} > min {f(2)} + min {g(z)}.

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Cwiczenie 1.3 Pokaz, ze jesli f i g s funkcjami z X w R iV, f(z) > g(z) to:

max {/(2)} > max {g(2)}

min {9(z)} < min {f(z)}.

Cwiczenie 1.4 Pokaz, ze jesli f jest funkcjaz X wRi AC B C X to:

max {f(2)} > max {f(2)}

rzeB

min {f(z)} < min {/(2)}

zeB

Udowodnimy teraz pewien wazny lemat.

Narodowy
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1 Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja

Lemat 1.2 Niech f: X — R 1 g: X x Y — R. Dodatkowo niech dla kazdego x € X
istnieje max,{g(x,y)}, a takie istnieje max(, {f(x) + g(z,y)} Wtedy:

r(gfg{f (2) + gz, y)} = max{f(z) + maxig(z, y)} }.

Dowdd. Niech L i R oznaczaja lewa i prawag strone réwnosci odpowiednio. Poka-
zemy, ze R LiR> L.

Z definicji prawej strony istnieje takie o', ze f(z’) +max,{g(2’,y)} = R iistnieje
takie v/, ze g(a2',y’) = max,{g(a’,y)}, czyli Iy f(a') + g(2',y') = R. Z definicji
lewej strony wynika, ze R < L.

Zauwazmy, ze maxX, ) { f(r) +max,{g(z,y)}} = max,{f(z) + max,{g(z,y)}} =
R. Poniewaz V(. ,) f (v) + max,{g(z,y)} > f(x)+g(x,y) mamy R > max {f(z)+
glz,y)} =L W

1.2 Problem najkrétszej drogi

Rozpatrzmy problem znalezienia najkrotszej drogi z punktu A do L na ,mapie”
z rysunku 1.1.! Kazda z drog wiedzie przez 5 odcinkéw (6 skrzyzowan), przy czym
kazdemu odcinkowi przyporzadkowana jest pewna dtugos$¢, ew. czas przejazdu. Na
problem nieco sztucznie naktadamy strukture czasowa zaktadajac, ze w kazdym
kolejnym okresie kierowca dojezdza do nastepnego skrzyzowania.

Rysunek 1.1: Problem najkrétszej drogi

Korzystajac z lematu 1.1 problem ten zamienimy na zagadnienie maksymali-
zacji przyporzadkowujac kazdemu odcinkowi wyptlate réwng dtugosci trasy wzietej

L Przyklad ten prezentujemy za Chiangiem [8].

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201
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1.3 Rekursja i rownanie Bellmana

z minusem.? Tak wiec X jest zbiorem mozliwych drég, a odwzorowanie f przypo-
rzadkowuje kazdej z nich liczbe bedaca jej dtugoscia wzieta z minusem. Mamy:

X = {ABDGIL, ABDGJL, ABDHJL, ABDHKL, ABEHJL,
ABEHKL, ACEHJL, ACEHKL, ACFHJL, ACFHKL}

i
F(ABDGIL) = —17, f(ABDGJL) = —21, f(ABDHJL) = —18, f(ABDHKL) = —21,

F(ABEHJL) = —15, f(ABEHKL) = —18, f(ACEHJL) = —14, f(ACEHKL) = —171,
F(ACFHJL) = —20, f(ACFHKL) = —23.

Poréwnanie wyptat pozwala nam stwierdzic, ze:

max f(x) = —14

zeX

arg ral:agz({f(x)} = {ACEHJL}.

Rozwiazanie naszego problemu jest jednoznaczne: najkrotsza trasa wiedzie przez
punkty A, C, E, H, J1i L.

Zauwazmy, ze powyzsza metoda rozwigzywania problemu jest bardzo zmudna i
dla wickszych zagadnien nieaplikowalna. Dodatkowo nieoczywista jest jest jej imple-
mentacja komputerowa a to ze wzgledu problem ,wypisania” wszystkich mozliwych
Sciezek.?

Idea przewodnia naszego rozwigzania byto poréwnywanie ,calych” dopuszczal-
nych trajektorii, a wiec poszukiwania rozwigzania na pewnym zbiorze ciagoéw. Jesli
zbiér X ma odpowiednig strukture (jest np. przestrzenig Banacha) a funkcja f jest
rézniczkowalna to poréwnywanie elementéow ,duzych” przestrzeni (np. ciagdéw czy
funkeji) daje sie zastapi¢ rozwiazaniem réwnan naktadanych przez warunek zerowa-
nia sie pochodnej (klasyczne podejscie analityczne). Podejscie to ,zabija” sekwen-
cyjna strukture problemu kosztem powiekszenia (uogdlnienia) przestrzeni poszuki-
wan. Jak zobaczyliSmy powyzej czasami taka metoda nie jest zbyt efektywna, nawet
w przypadku skrajnie (na pierwszy rzut oka) prostego zagadnienia.

Ponizej prezentujemy podejscie rekursywne, tj. wprost odwotujace sie do sekwen-
cyjnej struktury problemu. Jak pdzniej sie okaze w miejscach stosowalnosci klasycz-
nych metod pokrywa sie ono z nimi. Jednak nasz prosty przyktad jest $wietng okazja
do wprowadzenia podstawowych poje¢ i wyrobienia intuicji.

1.3 Rekursja i r6wnanie Bellmana

Celem uwypuklenia sekwencyjnej struktury problemu najkrotszej drogi nary-
sujmy drzewo decyzyjne kierowcy (rys. 1.2). Wierzchotki odpowiadaja skrzyzowa-
niom, ramiona drzewa mozliwym trasom.

2 Mozna traktowaé ten problem jak problem maksymalizacji uzytecznosci, w ktérym droga jest
»Ztem?”.
3 Tak naprawde juz w tym momencie pojawia sie potrzeba rekursji.

Narodowy Bank Polski
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1 Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja
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Rysunek 1.2: Drzewo decyzyjne w problemie najkrétszej drogi

Wprowadzimy teraz dwa wazne okreslenia. Przez stan bedziemy rozumieli egzo-
geniczne (w momencie podejmowania decyzji) warunki ograniczajace, zas przez ste-
rowanie (polityke, ang. policy) rozumie¢ bedziemy decyzje podejmowana w danym
momencie. W problemie o sekwencyjnej strukturze dzisiejsza polityka w potaczeniu
z dzisiejszym stanem okreslaja stan jutrzejszy a wiec jutrzejsze ograniczenia (np.
aktywa netto, skrzyzowanie, na ktérym sie znajdziemy itp.). Stany bedziemy od tej
pory oznaczaé przez s, zas sterowania przez ¢ (ang. control). Jesli np. jesteSmy w sta-
nie s = A, dostepne sterowania to {AB, AC'}. Zbiér sterowan dostepnych w stanie s
bedziemy oznaczaé przez C(s). Odwzorowanie okreslajace stan s;.1, w jakim znaj-
dziemy sie wybierajac w okresie ¢, w stanie s; sterowanie ¢; € C(s;) oznaczymy przez
g i bedziemy okresla¢ mianem funkcji przejscia. Réwnanie:

St+1 = 9<5t,Ct)7 (1-12>

bedziemy nazywac¢ rownaniem dynamiki lub krécej: dynamiks zagadnienia.

Fundamentalng cechg wszystkich probleméw dajacych sie rozwiazywac przy po-
mocy rownan Bellmana jest rozdzielnosé funkcji celu w czasie. Innymi stowy, funkcja
celu musi by¢ suma wktadow z kolejnych okresow przy czym wktad w kazdym okresie
zalezy tylko od stanu i wybranego sterowania:

T

> u(se, ) + uria (s741).
t=0

Ostatni czton okresla uzytecznosé stanu koncowego, tj. stanu w okresie 41, w ktorej
nie podejmujemy juz zadnych decyzji.

W naszym przyktadzie funkcja celu jest suma wzietych z minusem dtugosci od-
cinkéw odpowiadajacych sterowaniom.
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1.3 Rekursja i rownanie Bellmana

Zalozmy, ze znajdujemy sie w stanie s; i decydujemy si¢ na wyboér pewnego ciagu
sterowan ¢; € C(s;), 11 € C(S441), ..., cr € C(sr), przy czym przez kolejne stany
przechodzimy zgodnie z dynamika zagadnienia (1.12). Wyrazenie:

T

Ulst, ¢ty Gty - -y or) = D ui(8i, ¢) + upga (S741)
i=t

w naturalny sposob okresla wyptate zwiazana z przyjeciem strategii ¢, cii1, ..., Cr.
WprowadZzmy teraz podstawowe pojecie:

Definicja 1.4 Funkcjg wartosci Vi(s;) nazywamy odwzorowanie przypisujgce kaz-
demu stanowi maksymalng osiggalng wyplate:

max {5 il &) + wres (5741)
{ |

PwW. Vie{mﬂ,___,T} c € C(Sl) A Si11 = g(Si, Ci).

W szezegblnoscei funkcja wartosei od stanu poczatkowego (Vy(sg)) to maksymalna
osiagalna wartosé¢ funkeji celu, zas Vi 1(sri1) = uri1(Sri)-

Wykorzystujac pojecie funkceji wartosci mozemy skonstruowaé rekurencyjny algo-
rytm rozwiazania naszego problemu. Jesli jesteSmy w punkcie L problem decyzyjny
jest trywialny — jesteSmy na koncu drogi i przyjmujemy V(L) = 0. Zalézmy wiec,
ze dojechaliémy do punktu I. W tej sytuacji mamy tylko jedna strategie do wy-
boru: sterowanie L, z ktérym wiaze sie wyptata —3, czyli V(I) = —3. Analogicznie
V(J) = —1 — optymalna (jedyna mozliwa) polityka JL i V(K) = —2 — optymalna
polityka K L. Jesli teraz cofniemy si¢ o jeden krok, mozemy okresli¢, ile warte jest
bycie w stanach G i H. Jedli ze stanu G podjdziemy do I uzyskamy —2 plus w naj-
lepszym przypadku V' (I) = —3 czyli —5. Jedli z G pdjdziemy do J — —9. Tak wiec
V(G) = max{—5,—9} = —5. Analogicznie V(H) = —5. Wiemy juz, ze jesli doj-
dziemy do G najlepsza trasa to GIL zwiazana z wyplata —5, zas gdy dojdziemy
do H — optymalna trasa to HJL z wyptata —5. Jedli jesteSmy w stanie D najlep-
szg strategia jest pdjécie do G. Pobyt w stanie D gwarantuje wyptate —8. W ten
sposOb mozemy sie cofa¢ az do znalezienia optymalnej trasy z A, czyli do rozwigza-
nia. Rysunek 1.3 przedstawia pelne rozwigzanie problemu. W drzewie pogrubiono
optymalne Sciezki wychodzace z kazdego wierzchotka.

Zauwazmy, ze na kazdym etapie wyznaczania funkcji wartosci postugiwalismy sie
nastepujacym rownaniem:

Vi(se) = max {ug(se, ct) + Vigr(Ser1(se, ) }- (1.13)

ct€C(st)

Roéwnanie (1.13) nosi nazwe réwnania Bellmana.
Optymalne sterowanie (ze stanu s;) ¢*(s;) opisane jest tzw. rownaniem polityki
(ang. policy equation):

c;(sy) = arg max){ut(st, ct) + Viea(see1(se, )} (1.14)

CtEC(St
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Rysunek 1.3: Rozwiazanie problemu najkrétszej drogi

Réwnanie Bellmana mozna tez wyprowadzi¢ wprost. Zatézmy, ze jesteSmy w sta-
nie s;. Z definicji funkcji warto$ci mamy:

Vi(s)) = = max {Z u; (i, i) + UT+1(3T+1)}

Ct,Ct+15---CT -
1=t

Korzystajac z lematu 1.2 uzyskujemy:

Vi(s;) = max {i w4, ¢;) + UT+1<5T+1)} —

Ct,Ct+15-+CT -
1=t

T
max § wy(sp, ¢) + max § 3 uilsi, ) + urea(sri)
T li=t+1

Wyrazenie max,,, . { r, L ui(siy ) + UT+1(ST+1)} jest funkcja wartosci pewnego
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1.4 Dyskontowanie

jutrzejszego stanu s, bedacego wynikiem dzisiejszej decyzji* ¢;. Zauwazmy, ze nie-
zaleznie od tej decyzji, pozostale decyzje (a wiec ¢iy1, ..., cr) musza byé optymalne
ze wzgledu na warto$¢ Y7, ui(si, ¢;) + uri1(sp41) pod warunkiem wyjiciowego
stanu s;.1. Jest to cytowana na poczatku rozdziatu zasada optymalnosci Bellmana.
Podsumowujac nasze rozumowanie uzyskujemy réwnanie (1.13).

1.4 Dyskontowanie

Wszystkie modele ekonomiczne bazujace na wielookresowej optymalizacji
uwzgledniaja dyskontowanie przysztych zyskoéw ew. przysziej uzytecznosci. Zada-
nie podmiotu gospodarujgcego ma wiec postac:

T
max {Zﬁtu(st, ct) + 5THUT+1(5T+1)} ’ (1.15)
=0

przy zatozeniu pewnej dynamiki s;1; = g(s;, ¢;). Zaktadamy, ze 8 € (0,1) (371 —1
ma interpretacje stopy dyskontowej).

Dla tego szczegdlnego przypadku zmienimy definicje funkcji wartosci. Ponizsza
definicja bedzie juz nas obowigzywata do konca ksigzki.

Definicja 1.5 Funkcjg wartosci Vi(s;) w problemie z dyskontowaniem (1.15) nazy-
wamy odwzorowanie przypisujgce kazdemu stanow:i maksymalng osiggalng wyplate
dyskontowang na dany okres:

T
max {Z B (s, ¢) + ﬂTH_tuTH(STH)}

i=t
pw. vie{t,t+1,...,T} ci € C(si) N sip1 = g(si,¢i).
Wyprowadzimy teraz rownanie Bellmana w zagadnieniu z dyskontowaniem. Za-

t6zmy jak poprzednio, ze jesteSmy w stanie s;. Z (nowej) definicji funkeji wartosci
mamy:

T
Vi(s) =  max {Z B (55, ¢5) + 5T+1_tUT+1(ST+1)}

Ct,Ct+1,--,CT it
Korzystajac najpierw z lematu 1.2 a potem z lematu 1.1 uzyskujemy:

T
Vi(s:) = max {Z B (s, ¢) + ﬁTH_tUTH(STH)} =

Ct,Ct+1,--CT | 2
1=t

R )

T
max {Ut<5t7 ¢t) + max { Z B (s, ;) + ﬁTH_tUTH(STH)}} =

T
max {Ut(St, ¢) + 8 max { Y B u(si ¢) + 5T_tUT+1(5T+1)}} =

b S

4 Wilasnie fakt, iz dzisiejsze decyzje wpltywaja na jutrzejszy stan zmuszal nas do korzystania
z lematu 1.2.
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mc?x{u(st, ct) + BViri(Se41(se, ) }-

Ostatecznie, stwierdzamy, ze réwnanie Bellmana w rozpatrywanym problemie
ma postac:

Vilse) = max{u(s, ¢) + BVia(siea(se, ¢1)) }- (1.16)
Optymalna polityka opisana jest ponizszym réwnaniem:
¢;(s;) = arg gg}x){U(St, ¢t) + BVisr(sera(se, )} (1.17)
c St

Rozpatrzmy teraz nastepujacy przyktad wyceny zasobu naturalnego.® Pod ziemig
znajduje sie 5 ton rudy. W kazdym roku mozna wybraé calkowity liczbe ton rudy,®
przy czym jesli aktualnie w ztozu jest s ton rudy, to wydobycie ¢ ton wiaze sie
z kosztem /(1 + s). Zaktadamy, ze cena, po ktorej sprzedawana jest ruda, nie
zmienia si¢ w czasie i wynosi p. Stopa procentowa, wedtug ktérej dyskontowane sa
przyszte zyski, jest rowna r. Horyzont czasowy, w ktorym przewiduje sie wydobycie,
to T lat.

Cwiczenie 1.5 Napisz réwnanie ewolucji zasobu (s¢41(ss, ¢;)) i funkcje celu w tym pro-
blemie.

W powyzszym problemie zmienng stanu jest wielko$¢ zasobu, za$ sterowaniem —
wydobycie w danym roku. Wspoétezynnik dyskontujacy jest réwny (1 +7)~1. Row-
nanie Bellmana ma postac:

2
_ G 1
Vi(sy) = cte{g}%f.,st} {pct 1+ s, + T T‘/t—i-l(st—i-l)} :

Wartos¢ naszego ztoza to oczywiscie Vo (5).

1.5 Rekursja na komputerze

1.5.1 Algorytm rozwigzywania probleméw z dyskretng
przestrzenia stanéow

Celem naszym bedzie teraz skonstruowanie algorytmu rozwigzywania problemdw
z dyskretng przestrzenia stanow i skonczonym horyzontem. Ponumerujmy stany od 1
don (s€{l1,2,...,n})isterowaniaod 1 dom (c € {1,2,...,m}). Nasze rozwigzanie
problemu najkrétszej drogi rozpoczynato sie ,na koncu” od okreslenia wyptaty zwia-
zanej ze stanem, w jakim znajdowaliSémy sie w okresie T'. Punktem wyjscia naszego
algorytmu powinien by¢ wiec wektor n x 1 koncowych wyptat zwigzanych z poby-
tem w okresie 7'+ 1 w kazdym ze stanéw s; o ,. Oznaczmy ten wektor przez v.
Tak wiec v; = ury1(s;). Wejsciem naszego algorytmu powinna by¢ takze macierz R

® Przyktad ten pochodzi od Mirandy i Facklera [16].

6 To zalozenie jest po prostu dyskretyzacja przestrzeni stanu, tzn. zastgpieniem problemu z cia-
glym stanem i ciaglym sterowaniem przez problem ze skoinczona liczba stanéw i sterowan. Oczywi-
Scie oczekujemy, ze rozwiazanie zdyskretyzowanej wersji problemu przybliza rozwiazanie problemu
pierwotnego i to tym lepiej, im gestszy jest podzial przestrzeni stanu.
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1.5 Rekursja na komputerze

(ang. reward) n x m wyplat przypisujaca kazdemu stanowi i kazdemu sterowaniu
liczbe R, ; = u(cj, si), a takze macierz TR (ang. transition) n x m) przejscia opi-
sujaca w jakim stanie sie¢ znajdziemy, jesli teraz ze stanu ¢ wybierzemy sterowanie
Jj-

Niech T oznacza nasz horyzont czasowy (przyjmujemy, ze czas zaczyna sie od
jedynki — zmiana ta ma oczywiscie charakter czysto techniczny). Chcemy znalezé
macierz n X 1" funkcji wartosci V' i macierz n x T' sterowan C, ktére opisuja odpo-
wiednio funkcje wartosci i optymalne sterowanie ze stanu ¢ w okresie j. Macierz V
rozszerzymy do rozmiaréw n X (T'+ 1) tak, by w ostatnia kolumne wpisa¢ wektor v
(to tez sa funkcje wartosci — w okresie T+ 1).

Zat6zmy, ze znamy wszystkie funkcje wartosci w okresie ¢ (wypehilidmy t-ta
kolumne macierzy V). Wtedy funkcje warto$ci stanu j w okresie ¢ — 1 mozemy
wyznaczy¢ korzystajac z réwnania Bellmana (1.16):

Vil = jemax {Rij + BVirr,,}

{1,...,m}
Optymalne sterowanie uzyskujemy z rownania polityki (1.17):

Ci1i= argjemax {Ri; + BVirr,,}

1om}

Do obliczen przydatny bedzie wektor p, w ktérym bedziemy zapisywali (dla usta-
lonego czasu i stanu) wyptaty R;; + BV rr,; z kazdej z polityk.
Oto pelny algorytm:

—_

. Wezytaj (6, T, macierze R, TR i wektor v.

2. Inicjalizuj macierze C'i V. Wpisz w ostatnig kolumne V' wektor v.
3. Ustal t =T.

4. Ustal stan s = 1.

5. Ustal sterowanie ¢ = 1.

6. Przypisz p. = R, + BVig1,rr,.

7. Jesli ¢ < m, zwieksz ¢ o jeden i idz do 6.

8. Przypisz Vy, = max;{p;} i Cs; = argmax;{p; }.

9. Jesli s < n, zwieksz s o jeden i idz do 5.
10. Jedli ¢t > 1, zmniejsz ¢ o jeden i idz do 4.

Konstruujac nasz algorytm milczaco zatozylismy, ze z kazdego stanu dostepne
jest kazde z m sterowan. Co zrobi¢ jesli tak nie jest? Wystarczy zastosowanie
tzw. metody kar, czyli wpisanie —oco w odpowiednie miejsca macierzy R. Dzieki
temu zabiegowi niedopuszczalne sterowanie nie zostanie nigdy wybrane.

Narodowy Bank Polski



Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja

1 Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja

1.5.2 Implementacja algorytmu w jezyku Matlab/Octave

Nasz algorytm dziata w trzech petlach. W pierwszej startujemy w okresie 7" i ko-
lejno dla 7,7 — 1, ..., 1 wyznaczamy funkcje wartosci dla kazdego ze stanéw (petla
druga). W trzeciej, srodkowej petli wyznaczamy wyptaty z kazdej z mozliwych po-
lityk (wektor policy_values) i znajdujemy najlepsza. W tym miejscu wykorzystu-
jemy informacje o stopie dyskontujacej 5 (beta). Do znajdowania najlepszej polityki
i wyptaty z niej wykorzystujemy funkcje max. Wprowadzamy nastepujace oznacze-
nia: t — t, T — time, R — reward, TR — transition, v — terminal, J — discount,
C — control, V — value, p — policy_values. Oto kod naszego programu:

Plik dprecurli.m

function [C, V]=dprecurl(time, discount, reward, transition, terminal)
%function [C, V]=dprecurl(time, discount, reward, transition, terminal)
b

%dprecurl rozwiazuje rekursywnie problem programowania dynamicznego
%dla skonczonej liczby stanow i skonczonego horyzontu czasowego

h

%time - horyzont czasowy

%discount - wspolczynnik dyskontujacy

%reward - macierz wyplat

%transistion - macierz przejscia

%terminal - wektor (kolumnowy) wyplat koncowych

)

%(c) Grzegorz Klima 2004

[n, m]=size(reward);
control=zeros(n, time);
value=zeros(n, time+1);
value(:,time+1)=terminal;

policy_values=zeros(1l,m);

for t=time:-1:1
for i=1:n

for j=1:m
policy_values(j)=reward(i,j)+discount*value(transition(i,j),t+1);
end
[value(i,t), control(i,t)]=max(policy_values);
end
end

C=control;
V=value;

Koniec pliku dprecuri.m

Wykorzystujac wyjscie z naszego programu (macierz sterowan C) i macierz przej-
Scia mozemy napisa¢ funkcje shuzaca do symulacji ewolucji zmiennej stanu przy
optymalnym sterowaniu. Oto ona:
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1.5 Rekursja na komputerze

Plik siml.m

function ret=siml1(x0, transition, control)
%function ret=simil(x0, transition, control)
b

%siml symuluje ewolucje zmiennej stanu

h

%»x0 - stan poczatkowy

%transition - macierz przejscia

%control - macierz sterowan

b

%(c) Grzegorz Klima 2004

time=size(control,2);
x=zeros(1l,time+1);
x(1)=x0;

for t=1:time
x(t+1)=transition(x(t), control(x(t),t));

end

ret=x;

Koniec pliku simi.m

1.5.3 Wycena zasobu

Korzystajac z funkcji dprecurl i siml rozwiazemy problem wyceny zasobu
i optymalnej polityki eksploatacyjnej. Zatézmy, ze zasdb poczatkowy wynosi § = 100
ton, cena p = 1, za$ stopa procentowa 11,11%. Stany numerujemy od 1 do 101 przy
czym i-ty stan oznacza i — 1 ton zasobu. Podobnie numerujemy sterowania (wydo-
bycie). Wektor wyptat koncowych to oczywiscie 101 x 1 zer:

octave:1> term = zeros(101,1);

Jak wygladaja macierze przejscia i wyptat? Jesli jesteSmy w stanie ¢ i wybieramy
sterowanie 7 to mamy ¢ — 1 rudy przy wydobyciu j — 1, a wiec zostaje ¢ — j ton,
czyli jesteSmy w stanie ¢ — 7 + 1. Zakladamy, ze jesli wydobedziemy wiecej niz
mamy, to trafiamy do stanu 1. W tym ostatnim przypadku wyptata jest réwna
—o0o (stosujemy metode kar, by wyeliminowaé niedopuszczalne sterowania). Przy
wydobyciu nieprzekraczajacym zasobow wyplate ustalamy zgodnie ze wzorem (j —
)—(G—-1%/(1+@GE—1)=(—1)— (j — 1)*/i. Ponizej prezentujemy kod, ktéry
inicjalizuje macierze przejscia i wyptat:

octave:2> trans = zeros(101,101);
octave:3> rew = zeros(101,101);
octave:4> for i=1:101

> for j = 1:101

> trans(i,j) = max(0,i-j)+1;

> if (i>=j) rew(i,j) = (j-1)-(j-1)"2/i; else rew(i,j) = -inf; end
> end

> end
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Wystarczy teraz uruchomié nasza funkcje dprecurl. Przyjmujemy horyzont cza-
sowy 15 lat. Wspolezynnik dyskontowy to (1 +7)~! =0,9:

octave:5> [c,v]=dprecurl (15, .9, rew, trans, term);

100 | | — | | | — | | | —

80 —

0 I I I I I I I I I I I
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Rysunek 1.4: Ewolucja poziomu zasobu naturalnego przy optymalnej polityce eksplo-
atacyjnej

Funkcja siml pozwoli nam §ledzié¢ ewolucje zasobu rudy (pamigjtamy o odjeciu
jedynki od numeru stanu):

octave:6> sim1(101, trans, c)-1
ans =

Columns 1 through 13:
100 76 58 44 33 25 19 14 11 8 6 4 3
Columns 14 through 16:

2 1 0
Cwiczenie 1.6 Sporzadz wykres wielkosci wydobycia w kazdym roku.
Ile warte jest ztoze? Jego wartos¢ jest funkcja wartosci stanu 101 w okresie 1:

octave:7> v(101,1)
ans = 58.114
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Zadania

1.5.4 Problem najkroétszej drogi

Wykorzystamy nasze dwie funkcje do rozwigzania problemu najkrétszej trasy.
Skrzyzowania numerujemy wedtug kolejnosci liter w alfabecie. Zauwazamy, ze z kaz-
dego skrzyzowania prowadza najwyzej dwie drogi (,w lewo” i ,w prawo”), a wiec
mamy dwa mozliwe sterowania (oczywiscie mogliby$my jak wczes$niej rozpatrywaé
sterowania AB, AC, ..., ale w ten spos6b utrudniliby$my sobie zadanie).” W przy-
padkach, w ktorych jest tylko jedna mozliwa droga przyjmujemy, ze sterowanie nr 2
prowadzi do tego samego punktu. Podobnie z punktu L (stan 12) oba sterowania
prowadza do L. Macierz przejscia wyglada wiec nastepujaco:

octave:8> trans=[2 4 57 8 8 9 10 12 12 12 12; 3 56 8 5 6 10 11
9 10 11 12]°

W macierzy wyptat w miejscach odpowiadajacych niedopuszczalnym sterowa-
niom wpisujemy -Inf (—o0). Ponizsza komenda inicjalizuje macierz wyptat:

octave:9> rew=[-2 -7 -2 -3 -3 -5 -2 -3 -4 -3 -1 -2 -Inf; -4 -5 -6
-4 -Inf -Inf -8 -6 -Inf -Inf -Inf -Inf]’

Na koniec drogi chcemy sie znalez¢ w punkcie L, wigc wektor koncowych wyptat
powinien wyglada¢ jak nizej:

octave:10> term=[-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
-Inf 0]’

Cwiczenie 1.7 Jak szybciej (i latwiej) zainicjalizowaé wektor term?
Wywotujemy funkcje dprecuri:

octave:11> [c,v]=dprecurl (5, 1, rew, trans, term);
Korzystajac z funkcji siml sprawdzamy optymalna trase z punktu 1 (A):

octave:12> siml1(1, tramns, c)
ans =

1 3 5 8 10 12

Zadania

Zadanie 1.1 Rozpatrz problem Robinsona zyjacego na bezludnej wyspie. Jedynym
dobrem jest zboze. W kazdym okresie Robinson ma do dyspozycji s ton zboza, z kto-
rych moze skonsumowac ¢ ton a reszte zasadzi¢. Z jednej tony zasadzonego zboza
uzyskuje dwie tony plonéw, jednak nie wiecej niz 40 (wyspa jest mala). Robinson
czerpie uzytecznosé z konsumpcji dana wzorem u(c) = In(c), jego indywidualna
stopa dyskontowa 6 wynosi 10%. Robinson przewiduje, ze bedzie zyt jeszcze 40 lat,
w momencie wyladowania na wyspie zebrat § = 10 ton zboza.

7 Inicjalizacja odpowiednich macierzy i wektoréw w tym przykladzie jest i tak nieco zmudna.
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1 Najprostszy problem programowania dynamicznego. Rekursja

1. Zapisz problem optymalizacyjny Robinsona (funkcje celu i réwnanie ewolucji
zasobu).

2. Zapisz réwnanie Bellmana.

3. Rozwiaz problem Robinsona na komputerze. Napisz skrypty odpowiednio wy-
peliajace macierze przejscia i wyptat. Sporzadz wykres poziomu zasobow
(zasianego zboza) i konsumpcji w czasie.

Zadanie 1.2 Wycen zaséb naturalny z przyktadu zaktadajac, ze wtasciciel zasobu
jest monopolista i w kazdym okresie spotyka sie z popytem ¢ = a — bp.

1. Zapisz problem optymalizacyjny.
2. Zapisz rownanie Bellmana.

3. Rozwiaz zadanie na komputerze. Napisz skrypty odpowiednio wypetniajace
macierze przejscia i wyptat. Przyjmij s = 100, T = 15, r = 11,11%, a = 64
ib=40.
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Ciaggta przestrzen stanéw. Réwnania Eulera. Nieskonczony horyzont

Rozdzial 2

Ciqgta przestrzen stanow. Rownania
Fulera. Nieskonczony horyzont

2.1 Twierdzenie o obwiedni i rownania Eulera

2.1.1 Twierdzenie o obwiedni

Zaczniemy od udowodnienia pewnego bardzo uzytecznego twierdzenia. Rozpa-
trzmy pewna funkcje f(x;a), w ktorej a odgrywa role parametru. Zatézmy, ze f
jest rozniczkowalna w sposob ciagly wzgledem z i o oraz dla kazdego o z pew-
nego interesujacego nas przedziatu istnieje max,{f(z;a)}. Oznaczmy® Z(a) =
argmax,{f(z;a)} i F(a) = max,{f(x;a)}. F(a) jest po prostu funkcja wartosci
zalezaca od parametru. Zalézmy dalej, ze T(«) i F(«) sa rézniczkowalne. Interesuje
nas wplyw « na funkcje wartosci. Méwi o nim nastepujace twierdzenie.?

Twierdzenie 2.1 (O obwiedni) Przyjmijmy oznaczenia jok wyzej. Zachodzi na-
stepujgca réwnosé:?

L Pla) = paa) ) 2.1)
Dowéd.
d d . _ _ d _ _
L P(0) = S f(r()sa) = fila(a):a)o5(0) + folE(a)ia)

Z warunku pierwszego rzedu maksymalizacji f(z; @) po x wynika, ze f1(Z(a);a) =0,
co daje teze. W

Cwiczenie 2.1 Przyjmij f(z;a) = —22 + ax. Znajdz Z(«) i F(a). Pokaz, ze zachodzi
(2.1).

! Dokonujemy tutaj pewnego naduzycia symboliki, tj. utozsamiamy (z zalozenia) jednoelemen-
towy zbiér arg max,{f(z;«)} z jego elementem.

2 Ang. envelope theorem czesto blednie tltumaczone jako ,twierdzenie o kopercie”.

3 Przez fi1 i fo oznaczamy pochodne czastkowe po pierwszym i drugim argumencie odpowiednio.
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2 Ciggla przestrzen stanow. Réwnania Eulera. Nieskoriczony horyzont

Przed przystapieniem do wykorzystania powyzszego twierdzenia w zagadnieniach
programowania dynamicznego pokazemy pewien prosty przyktad zagadnienia wy-
boru optymalnego koszyka doébr. Przy okazji przypomnimy interpretacje mnozni-
kéw Lagrange’a jako ,cen cieni”, do ktorej jeszcze w tym rozdziale bedziemy si¢
odwolywac.

Rozpatrzmy problem konsumenta, ktéry dysponuje zasobem w i dokonuje wy-
boru migdzy konsumpcja dwdch débr z; i x5. Ceny tych dobr to p; i p, odpowiednio.
Konsument maksymalizuje swa uzytecznosé u(zq, x2) = Inzy +1Inzy pod warunkiem
ograniczenia budzetowego pi1x; + pexy < w. Jest jasne, ze konsument wyda swoj
caly majatek w (jesli tylko u; > 01 ug > 0), tak wiec wiazacym warunkiem jest
warunek pyx; 4+ poxrs = w. Standardowa metoda rozwigzywania tego typu zagadnien
jest skorzystanie z funkcji Lagrange’a (A jest pewnym nieokre$lonym mnoznikiem):

L=Inz +Inzy + MNw — p1r1 — paxs).

Warunki pierwszego rzedu majg postac:

oL 1

—=——Ap1 =0,

8:171 T 1

oL 1

—=——Ap2=0

61132 T b2

i
oL 0
— =w — P12 — Pae = 0.
o\ P1&1 — P22
Rozwiazanie powyzszego uktadu réwnan daje:

w w 2

= —, = —, )\ = —.
o 2p1 = 2py w

Cwiczenie 2.2 Dokonaj pominietych obliczer.

Zastanowmy si¢ teraz nad wplywem majatku w na maksymalng osiggalng uzy-
teczno$¢ przy zadanych cenach (oznaczmy ja a(w)). Skoro konsument zakupi w/(2p1)
dobra pierwszego i w/(2ps) drugiego tu uzyska uzytecznosé:

i=In— +In —
e 2p1 ! 2ps
Proste rézniczkowanie daje:
di 2
dw — w’
Tak wiec zwiekszenie majatku o jednostke da (w liniowym przyblizeniu) przyrost

uzytecznosci konsumenta o 2/w.

Metoda mnoznikéw Lagrange’a pozwala sprowadzi¢ problem optymalizacji wa-
runkowej do bezwarunkowej maksymalizacji lagranzanu. Jednoczesnie wiemy, ze L
osiaga ekstremum w punkcie (z7, x5, \*) spelniajacym warunek ograniczenia budze-
towego p1a] + pex; = w. Poniewaz:

maXA{L(xl,xg, Aw)} = L(x], 25, N w) =

Narodowy Bank Polski



Ciaggta przestrzen stanéw. Réwnania Eulera. Nieskonczony horyzont

2.1 Twierdzenie o obwiedni 1 rownania FEulera

Inzy 4+ Inzh + N (w — przi — poxy) = Inz] + Inxl,

=0
mozemy zapisaé: *

u(w) = max/\{L(xl,xg, A w)}

7Z twierdzenia o obwiedni uzyskujemy natychmiast: ®

du 2
b
dw w’

co jest zgodne z poprzednim wynikiem.

Ostatnie réwnanie nadaje wazng interpretacje mnoznikowi Lagrange'a — jest
on pochodng funkcji wartosci (maksymalnej osiggalnej przy danym poziomie za-
sobéw uzytecznosci) po zasobie, a wiec wycenia zasob w jednostkach uzytecznosci
informujac, ze przyrost zasobu o Aw, da (w liniowym przyblizeniu) przyrost uzy-
tecznosci o NAw.

2.1.2 Problem optymalnej konsumpcji majagtku w czasie

Wykorzystamy teraz twierdzenie 2.1 do prostego zagadnienia programowania dy-
namicznego — problemu optymalnej Sciezki konsumpcji w czasie. Rozpatrzmy pro-
blem konsumenta dysponujacego poczatkowym zasobem ag. W kazdym z okreséw
od 0 do T podejmuje decyzje ile wydaé¢ na konsumpcje ¢ a ile oszczedzi¢. Oszczed-
noéci procentuja z okresu na okres wedhug stopy r. Aktywa na ,koniec Swiata”,
tj. w okresie T'+ 1 muszg by¢ nieujemne — konsument nie moze zostawi¢ po sobie
dhugéw.” Konsument maksymalizuje zdyskontowany na dzis§ (stopa dyskontowa 6)
strumien uzytecznosci u(c;). O funkcji u® zaktadamy, ze jest okreslona na (0, 00)
i dwukrotnie rézniczkowalna, przy czym u’ > 0 oraz u” < 0. Problem konsumenta
mozna zapisa¢ nastepujaco? (przyjmujemy 8= (1 + 60)71):

T
max »_ Su(e) pw. a1 = (ar—c)(1+71), arp1 >0, Vi >0. (2.2)
=0

Fakt, ze przestrzen stanow nie jest dyskretna w zaden sposéb nie zmienia naszego
rozumowania prowadzacego do réwnania (1.13). Réwnanie Bellmana w omawianym
zagadnieniu ma wiec postac:

Viar) = max{u(e;) + BVia((ae — ) (L + 7))} (2.3)

at+1

4 Nie wypisujemy cen jako argumentéw funkcji Lagrange’a, bo przyjmujemy je tutaj jako usta-
lone parametry.

® Pamietajmy, ze pochodna czastkowa po prawej stronie wzoru (2.1) jest liczona w optimum,
a w naszym zadaniu w ekstremum mamy A = 2/w.

6 Przy przyjetej konwencji zapisu ograniczenia w funkcji Lagrange’a. Tzn. jesli zapisaliby$my
L=Inz; +Inzs + A(p121 + p2x2 — w), to odpowiednia interpretacje miato by nie A, lecz —A.

7 Wynika z tego wprost ograniczenie na sterowanie: ¢; < a;.

8 Jest to tzw. funkcja uzytecznoéci chwilowej.

9 Zwr6émy uwage na przyjeta konwencje czasowa: a; oznacza aktywa na poczatek ,dnia” t, c;
— konsumpcje tego ,dnia”; aktywa na koniec ,dnia” procentuja przez ,noc”. Jesli przyjeliby$my
konwencje wedlug ktérej a; oznaczaloby aktywa na koniec ,,dnia”, wtedy réwnanie ewolucji zasobu
miatoby postaé a;y1 = ai(1 4+ r) — ¢i41 z zasobem poczatkowym danym przez a_;.
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2 Ciggla przestrzen stanéw. Réwnania Eulera. Nieskoriczony horyzont

Po ,koncu swiata” tj. w okresie 7'+ 1 nie mozna juz czerpaé zadnej uzytecznosci
z aktywow, tak wige Vg (a) = 0.1° Optymalne sterowanie w okresie T' jest rowne ar.
Z tego wprost uzyskujemy Vr(ar) = u(ar). Celem naszym bedzie teraz znalezienie
zwiazku wiazacego sterowania w okresach ¢ + 1 1 ¢. Jesli zatozymy, ze maksymali-
zowane wyrazenie po prawej stronie réwnania Bellmana (2.3) jest rézniczkowalne, !
mozemy zapisa¢ nastepujacy warunek pierwszego rzedu:

' (cr) = B(L+ 1)V (i) = 0. (2.4)

Zrézniczkujemy teraz rownanie (2.3) po a;. Na mocy twierdzenia o obwiedni
mamy:

Vila) = B+ )V (a). (2.5)

Po podstawieniach V/, | (a;+1) = w'(c)/(B(1 + 7)) i V{(ar) = w'(ce—1)/(B(1 + 1))
wynikajacych z réwnania (2.4) do réwnania (2.5) uzyskujemy:

' (cio1) = B(1+ r)u'(cy).
Ostatecznie przesuniecie sie o okres do przodu daje:
u' () = B(1+ r)u'(crpr). (2.6)

Réwnanie (2.6) wiazace optymalne sterowania dzis i jutro nazywane jest zwycza-
jowo réwnaniem Eulera!? (patrz dalej). Réwnania takie sa tylko warunkami pierw-
szego rzedu, tj. nie okreslaja jednoznacznie optymalnego sterowania. Jesli wiemy, ze
optymalna konsumpcja w okresie 0 wynosi ¢ to z réwnania (2.6) uzyskamy opty-
malng konsumpcje w okresach 1,...,T. Cala trudnos¢ w korzystaniu z réwnan Eu-
lera sprowadza si¢ do okreslenia c¢f. Po rozwiklaniu (2.6) mozna uzyskaé funkcje
ciy1(cr). Wstawiajac ja do rownania dynamiki, uzyskamy pewna zaleznosé ar1(co).
W potaczeniu z warunkiem ar,; = 0 (ze wczesniejszych rozwazan wynika, ze pozo-
stawianie po sobie dodatniego majatku nie jest optymalne) okreslimy cf.'® Réwnanie
wyznaczajace ¢ nie musi mieé¢ (i najczesciej nie ma) rozwiazania analitycznego, jed-
nak w przypadku niektorych postaci funkcji uw lub przy zatozeniu 6 = r uzyskuje sie¢
je bez wiekszych trudnosci.

Przyjmijmy 6 = r. Réwnanie (2.6) redukuje sie w takim przypadku do:

u'(¢) = v (i)

10" Zostawianie po sobie majatku nie jest optymalne, gdyz dowolne sterowanie (c;)7_, prowa-
dzace do ar4+; > 0 mozna poprawi¢ zwiekszajac konsumpcje w ostatnim okresie do ar. Poniewaz
krancowa uzyteczno$é z konsumpcji z kazdego okresu jest dodatnia (bo w’ > 0), taka zmiana
rzeczywiscie daje poprawe.

I Dowdd, ze tak rzeczywiscie jest, pomijamy.

12 Euler rozwiazujac problemy dynamicznej optymalizacji w czasie ciaglym metodami, ktére
daly poczatek rachunkowi wariacyjnemu, uzyskal jako warunek pierwszego rzedu réwnanie roz-
niczkowe opisujace ewolucje optymalnego sterowania.

13 Rozumowanie powyzsze stanowi podstawe doéé¢ prymitywnej metody numerycznej zwanej

w literaturze anglojezycznej shooting (strzelanie). Startujemy od pewnego COO), wyliczamy a(10)7

rozwiazujemy (by¢ moze numerycznie) (2.6) ze wzgledu na cgo) itd., az dojdziemy do pewnego

ag)il. Dokonujemy poprawek w cq, az uzyskamy po ¢ probach céi) dajace aﬁrl satysfakcjonujaco

bliskie zeru.

Narodowy Bank Polski



Ciaggta przestrzen stanéw. Réwnania Eulera. Nieskonczony horyzont

2.1 Twierdzenie o obwiedni 1 réownania Eulera

Poniewaz u’ jest funkcja monotoniczng (malejaca, bo u” < 0) wnioskujemy, iz ¢; =

-----

ewolucji zasobu mamy:

+ - +
ar_1 =2¢ = C .
T 147 1+r

Cofajac sie dalej uzyskujemy:

Cwiczenie 2.3 Przeprowadz indukcyjny dow6d powyzszej réwnosci.

Ostatecznie ¢ jest wyznaczone przez rownanie:
r(1+r)

t=0

Oczywiscie majac zadane réwnanie ruchu a, i rozwiktana (z réwnania Eulera) postaé
zaleznosci ¢;41(cy) (W rozpatrywanym zagadnieniu ¢; 1 = ¢;) moglibysSmy rozwiazy-
waé problem idac ,do przodu” (tak, jak to wczesniej bylo opisane) i odwolujac sie
na koniec do warunku ap,; = 0.

Cwiczenie 2.4 Znajdz optymalny poziom konsumpcji ¢ zgodnie z powyzsza sugestia.
Korzystajac z réwnania opisujacego ewolucje aktywéw wyznacz a; jako funkcje ag i c.
Rozwiaz ze wzgledu na c réwnanie ary1 = 0.

Jako ¢wiczenia pozostawiamy problem alokacji dochodu w czasie w przypadku
0 # r, gdy funkcja uzytecznosci chwilowej ma postaé¢ pozwalajaca na pelne anali-
tyczne rozwiazanie problemu (2.2).

Cwiczenie 2.5 Rozwiaz zagadnienie (2.2) przyjmujac u(c) = Inc.

Cwiczenie 2.6 J.w. Przyjmij u(c) = /c.

2.1.3 Interpretacja réwnania Eulera i jego bezposrednie wy-
prowadzenie

Zatrzymajmy sie jeszcze przez chwile na interpretacji réwnania Eulera (2.6). Po
przeformutowaniu ma ono postac:

5t+1U,(Ct+1) _ 1

Bt (ct) (1+7r)

Wyraz po prawej stronie (1 + r)~! jest cena wzgledna konsumpcji jutro i dzis. Po
lewej stronie mamy za$ kraficowa stope substytucji (iloraz krancowych uzytecznosci)
konsumpcji dzi§ konsumpcja jutrzejsza z punktu widzenia funkeji celu SL Btu(cy).
Tak wigc rownanie Eulera mozna interpretowaé jako wyraz znanego z mikroekonomii
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2 Ciggla przestrzen standow. Réwnania Eulera. Nieskoriczony horyzont

faktu, ze w optymalnym koszyku débr ich stopy substytucji musza sie réwnaé ich
cenom wzglednym.

Zauwazmy jeszcze, ze rownanie (2.4) ma interpretacje bardzo podobna do inter-
pretacji rownania Eulera. Po przeformutowaniu mamy bowiem:

BV (as) _ 1

u'(¢y) (1+7r)

BV 1 (a¢41) jest niczym innym jak kraicows uzytecznoscia (zdyskontowang na dzis)

z jutrzejszych aktywow, zas ﬁ ich ceng w jednostkach dzisiejszej konsumpcji.

Cwiczenie 2.7 Rozpatrz problem konsumenta dysponujacego majatkiem w, ktéry wy-
daje na konsumpcje débr (2;)¥ 5!, Ceny débr wynosza (p;) Y. Konsument ma addytywna
funkcje uzytecznosci U(xg, ..., xn—1) = ug(zo)+- - +un—1(xn—1). Potraktuj ten problem
jak problem o sekwencyjnej strukturze. Niech zmienna stanu s; okresla zasob jaki pozostat
konsumentowi po wydatkach na dobra =z, ..., x;—; mierzony w jednostkach x;.

1. Zapisz réwnanie dynamiki zmiennej s;. Czemu jest réwne sg?
2. Napisz réwnanie Bellmana.

3. Podaj warunki konieczne optymalnosci sterowania (xz)lji 61.

Ct St

> >

T T T T T T T T T
t—2 t—1 t t4+1 t+2t t—2 t—1 t t+1 t+2t
a) b)

Rysunek 2.1: Zaburzenie a) sterowania i b) stanu w wyprowadzeniu réwnania Eulera

Powyzsze rozumowanie odwotujace si¢ do cen wzglednych wiedzie do alterna-
tywnego wyprowadzenia rownania Eulera. Zatézmy, ze cg, ¢y, ..., ¢, cia1, - - -, O jest
optymalnym sterowaniem. Rozpatrzmy takie zaburzenie tego sterowania, by zmie-
nity si¢ tylko ¢; i ¢;4q oraz a;yq. Innymi stowy zaburzenie Ac;;; ma kompensowaé
wplyw zaburzenia Ac; na aii2443,.. 741 (patrz rys. 2.1). Tg metoda uzyskamy cene
wzgledna ¢y y1 1 ¢;. Poniewaz a; 0 = (app1—cp1)(147) = ((a—c) (147) —cq) (1+7),
mamy:

Ao = —Aci(14+7)* = Ac (14 7).
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2.1 Twierdzenie o obwiedni i rownania Eulera

Stad przyjmujac Aagys = O:
Act+1 = —Act(]_ + 7").

W przyblizeniu liniowym wpltyw zaburzen Ac; i Ac;yq na funkcje celu wyraza sie
WZzOorem:

ﬁtul(ct>ACt + ﬁt—’_lul(ct_'_l)ACt_;'_l.
Ostatecznie:

T

AY Blule) = [B'u'(er) = B 1+ ) ()] Ac.

t=0

Jesli sterowanie wyjsciowe byto optymalne, to wyrazenie w nawiasie kwadratowym
powinno sie zerowaé.!* Z tego warunku uzyskujemy réwnanie (2.6).

Roéwnania Eulera mozna bardziej elegancko wyprowadza¢ podana wyzej metoda,
jedli dokona sie pewnej zamiany zmiennych. Zalézmy, ze dwie rézne polityki ¢ i ¢(?)
wychodzace z danego stanu s prowadza do tego samego stanu jutro. Jest jasne, ze w
takim przypadku zawsze bedzie wybierana polityka o wyzszej wyptacie chwilowey,
bo jutro problem bedzie taki sam (a wiec i taka sama funkcja wartosci) niezaleznie
od wyboru polityki. Ta heureza pozwala nam na rozpatrywanie wytacznie zagad-
nien, w ktérych (przy zadanym dzisiejszym stanie) jutrzejszy stan okresla dzisiejsze
sterowanie w sposob jednoznaczny.'® Oto zmieniona posta¢ funkeji celu:

T

U= Z 5tv(3t, St41)5

t=0

gdzie v(sy, spv1) = u(ey).

Wyprowadzajac réwnanie Eulera wystarczy przyrownaé liniowa cze$¢ przyrostu
uzytecznosci zwigzanego ze zmiana stanu sy, ; do zera. Mamy wtedy warunek pierw-
szego rzedu postaci:

oUu
85t+1

= B'a(s4, $141) + B 01 (8141, S142) = 0.

Cwiczenie 2.8 Znajdz v(s, ;1) w problemie (2.2). Wyprowadz w podany powyzej spo-
s6b réwnanie (2.6).

2.1.4 Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Metoda mnoznikow (czy tez funkcji) Lagrange’a jest standardowym narzedziem
kazdego ekonomisty wykorzystywanym do rozwigzywania zagadnien optymalizacji
warunkowej. Ponizej prezentujemy jej zastosowanie do rozwiazywania problemow
programowania dynamicznego.

14 Jedli Btu' (cr) — BT+ 1)/ (cir1) > 0 (B2 () — B (1 4 7)u’ (¢r41) < 0) konsument moze
poprawi¢ swa sytuacje przerzucajac konsumpcje na dzi§ (jutro) przyjmujac Ac; > 0 (Ac; < 0).
15 Formalnie, w réwnaniu ruchu s; 41 = g(s¢, ¢;) przy ustalonym s; ¢; jest uwiktang funkcja s;y1.
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W ogdélnosci metoda funkeji Lagrange’a sprowadza sie do zastapienia problemu
maksymalizacji warunkowej

max f(z1,...,xn) pw. gi(z1,...,2n)=0: je{l,...,M}

T1,..0 N
bezwarunkows maksymalizacja funkcji £ okreslonej nastepujaco:
M
Lz, . oy, M, A) = fan, .. on) + D Mg, .., z).
j=1

Warunki pierwszego rzedu w powyzszym zagadnieniu maja postac:

oL
=0: 1 1,...,N
axl 1 E { Y ) }7
oL .
a—)\j:gj(xl,...,ZEN):Ol ]6{1,7M}
Jaka posta¢ ma funkcja Lagrange’a w problemie (2.2)7 Zauwazmy po pierwsze,

ze zmienne (a,)i " wystepuja w ograniczeniach (réwnaniu ruchu) i sa, mimo ze nie

wystepuja explicite w funkcji celu (X7, Btu(c;)), zmiennymi decyzyjnymi, a wiec
sg argumentami funkcji Lagrange’a. Druga istotna kwestia jest wystepowanie nie-
réwnosci (ary1 > 0) w warunkach ograniczajacych. W takiej sytuacji mamy dwie
drogi: postuzy¢ sie twierdzeniem Kuhna-Tuckera pozwalajacym korzysta¢ z funkcji
Lagrange’a w problemach z nieréwnos$ciami lub tez odwotaé¢ sie do argumentacji,
ktora doprowadzita nas do stwierdzenia, ze wigzacym ograniczeniem jest apy; = 0.
Wybierzemy podejscie drugie. Oto funkcja Lagrange’a w omawianym problemie:

T T+1
L= Zﬁtu(ct) + Z Ml(ai—1 — cio1) (L4 7) — ag] + pagyq. (2.7)
=0 t=1

Warunki pierwszego rzedu maja postac:

L
g_c = B(e) = Ma(147)=0: te{o,.. T}, (2.8)
t
oL
% = —)\t+<1+r>)\t+1 :0: tE {17...,T}, (29)
t
oL
o = (@1 —c1)(1+7r)—a=0: te{l,..., T+1}, (2.10)
t
oL
% = apy =0, (2.11)
oL
= )\ + 1 =0. 2.12
Dar T+1 T M ( )

Réwnania (2.8)-(2.12) stanowia uktad 37" 4 4 réwnan z 37 + 4 niewiadomymi
w pelni okreslajacy rozwigzanie problemu. Z rownan tych zupetnie tatwo wyprowa-
dza sie réwnanie Eulera. Z (2.8) wynika:

14+7r

A1 = (2.13)
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2.2 Nieskonczony horyzont. Model Ramseya

Podstawiajac 87 u/(c,_1)/(1 +7) i B/ (¢;)/(1 + ) za odpowiednio A i A\pyq do row-
nania (2.9) uzyskujemy:
ﬁt_lu,(ctfl)
(1+7)
co po przesunieciu o jeden okres do przodu daje réwnanie (2.6).
Zauwazmy, ze z rownan (2.13) i (2.4) wynika:

= ﬁtu/(ct>7

Aip1 = ﬁtHV;:/H(atH)’

czyli:
e = BV (ay). (2.14)

Réwnanie (2.14) nadaje zmiennej A interpretacje podobna do tej uzyskanej
w przyktadzie mikroekonomicznym na poczatku rozdziatu. \; jest ceng cieniem okre-
slajaca wartos¢ zasobu a; w jednostkach uzytecznosci z okresu 0. Jesli chcieliby$my
aby zmienna ); wyceniata zasob w jednostkach uzytecznosci z okresu t (,na bie-
zaco” )0 wystarczy zapisa¢ funkcje Lagrange’a nastepujaco:

T T+1
L= Zﬁtu(ct) + Z B NJ(ar—1 — 1) (L +7) — a)] + BT pary,. (2.15)
t=0 t=1

Cwiczenie 2.9 Wyprowadz odpowiedniki réwnan (2.8)-(2.12) dla funkcji La-
grange’a (2.15). Pokaz, ze w tym przypadku zachodzi A\; = V}/(ay).

2.2 Nieskonczony horyzont. Model Ramseya

2.2.1 Problem centralnego planisty w modelu Ramseya

Zastanowmy si¢ teraz nad nastepujacym problemem:
maXZ 6tU(Ct) PwW. & -+ it < f(kt), kt+1 = (1 — 5)/{:t + it, Vt Ct, kt > 0. (216)
t=0

Jest to wersja modelu Ramseya'” (problemu centralnego planisty maksymali-
zujacego uzytecznos$é spoteczenstwa pod warunkiem ograniczen calej gospodarki)!®
w czasie dyskretnym. O funkcjach v i f przyjmujemy standardowe zalozenia (u i f

16 Ozytelnik zaznajomiony z zasada maksimum i hamiltonianami z pewnoscia dostrzeze analogie
ze ,zwyklym” hamiltonianem i hamiltonianem wartosci biezacej.

17 W oryginalnym artykule Ramseya [18] problem przedstawiony jest w wersji bez dyskontowa-
nia, gdyz autor uwazal takie podejscie ze strony centralnego planisty za nieetyczne. Abstrahujac
od kwestii etycznych nalezy pamietaé, ze brak dyskontowania sprawia duzy problem natury tech-
nicznej a to ze wzgledu na problem zbieznosci sumy (catki) w funkcji celu. Rozwiazanie problemu
zbieznodci sumy (calki) w okresleniu funkeji celu wymaga odwolywania sie do funkeji uzyteczno-
$ci charakteryzujacych sie pewnym poziomem nasycenia (ang. bliss). Czynnik dyskontujacy zostal
prowadzony do tego modelu przez Cassa [7] i Koopmansa [12], wiec pelna nazwa modelu powinna
brzmie¢ ,model Ramseya-Cassa-Koopmansa”. My bedziemy za wspoélczesnymi ekonomistami uzy-
waé skréconej nazwy ,,model Ramseya” rozumiejac pod nia model z dyskontowaniem.

18 Wersje ,zdecentralizowana” tego modelu przedstawimy pézniej.
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2 Ciggla przestrzen standow. Réwnania Eulera. Nieskoriczony horyzont

sa dwukrotnie rézniczkowalne oraz u', f' > 0, u”, f” < 0, f(0) = 0), ¢ to oczywiscie
stopa deprecjacji.

Problem (2.16) rézni sie od rozpatrywanych do tej pory tylko jedna cecha — ho-
ryzontem czasowym. Jak si¢ okazuje ta zmiana jest, przynajmniej z punktu widzenia
metod rozwigzywania,'® utatwieniem! Zacznijmy od zapisania réwnania Bellmana:

Vike) = max{u(e;) + Vi (L= )k + (ki) — o)}

ki1

Zauwazmy, ze tak naprawde subskrypty czasowe przy funkcji wartosci sa niepo-
trzebne — jesli w roku 2000 mamy k kapitatu nasz problem jest taki sam jak w roku
2001 z tym samym kapitatem. Czas nie wystepuje explicite ani w funkcji produke;ji,
ani uzytecznosci, ani tez w rownaniu ruchu na kapitat. Innymi stowy mamy jedna
funkcje wartosci spetniajacg réwnanie funkcyjne:

Vi(ki) = max{u(ce) + V(1 = Ok + f (ki) — )} (2.17)
i jedna funkcje polityki:
c(ky) = arg mc?x{u(ct) + BV((1 =8k + f(ke) — i)} (2.18)

Zaczniemy od wyprowadzenia réwnania Eulera. Z warunku pierwszego rzedu dla
prawej strony réwnania (2.17) mamy:

u'(cr) — BV (kiyr) =0 (2.19)

Zrézniczkujmy teraz réwnanie (2.17) obustronnie po k; (korzystamy z twierdze-
nia o obwiedni):

V/(ke) = BIL =0+ f'(k) ]V (k). (2.20)

Z réwnania (2.19) mamy V'(k;) = 71/ (¢;) 1 V' (kiy1) = 71 (cpe1). Podstawia-
jac za V'(ki) 1 V'(kir1) w réwnaniu (2.20) uzyskujemy:

u'(c) = B[ = 6+ f' (ki) u' (i) (2.21)

Roéwnanie (2.21) ma taka sama interpretacje jak réwnanie Eulera (2.6). Wyraze-
nie f'(k;) — ¢ okresla stope zwrotu z inwestycji.

Cwiczenie 2.10 Wzorujac sie na wyprowadzeniu réwnania Eulera ze strony 27 uzasadnij,
ze 1+ f'(kt) — 0 jest rzeczywiscie cena wzgledna konsumpcji w okresach ¢ i ¢ + 1.

Cwiczenie 2.11 Funkcja Lagrange’a w modelu Ramseya ma postaé:

L=> Bulce) = BNe(ke + co1 — (1 — 8)ky—y — f(ke1)).-
=0 t=1

Wyprowadz warunki pierwszego rzedu i pokaz, ze V'(kt) = .

19 Odpowiednie twierdzenia o istnieniu i wlasno$ciach rozwigzan bedziemy udowadniaé w roz-

dziale 3.
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2.8 Metoda kolejnych przyblizen

2.2.2 Warunek transwersalnosci w zagadnieniach z nieskon-
czonym horyzontem

Rozwiazujac problem alokacji zasobu w czasie odwotalisémy sie w pewnym do wa-
runku koncowego w postaci Vi i(ary1) = 0lub aryy = 0. Warunek ten w potaczeniu
z réwnaniem Bellmana lub Eulera i warunkiem poczatkowym jednoznacznie okre-
slat optymalne sterowanie cg, ¢y, . .., cp. W modelu Ramseya nie mozemy si¢ wprost
odwotac to argumentu ,konca swiata” by sposrod wielu Sciezek cg ;.. spetniajacych
réwnanie (2.21) wybraé te optymalna. W problemach z nieskoniczonym horyzontem
funkcje warunku koncowego petni tzw. warunek transwersalnosci:

Jim BV (k)ky = 0, (2.22)
lub inaczej:
thm 6t)\tkt == O7 <223)

ktory interpretuje sie jako wyraz obserwacji, ze przy optymalnym sterowaniu wartosé
(mierzona w jednostkach uzytecznosci) kapitatu daleko w przysztosci musi zbiegaé
do zera. Jesli by tak nie byto przesuniecie kapitatu z ,nieskoniczonosci” na dzi$ (wiek-
sza konsumpcja dzisiaj) prowadzitoby do zwiekszenia zdyskontowanego strumienia
uzytecznosci. Rozumowanie to jest identyczne z naszym uzasadnieniem, ze w modelu
alokacji zasobu w czasie musi by¢ ary; = 0.

Rozwiazanie szczegdlnego przypadku problemu Ramseya metods rownan Eu-
lera pozostawimy jako zadanie. Ponizej zas zaprezentujemy tzw. metode kolejnych
przyblizen. Rozumowanie to ma duza wartos¢ heurystyczna. Idea, ktora za nim stoi,
jest podstawa algorytmu rozwigzywania probleméw z dyskretng przestrzenia stanow
i nieskonczonym horyzontem i wykorzystywana jest takze z rozwazaniach teoretycz-
nych.

2.3 Metoda kolejnych przyblizen

W problemie (2.16) przyjmijmy 6 = 1, u(c) = Inc i f(k) = k* Rdéwnanie
Bellmana ma wtedy postac:

V(ky) = mce}x{ln e+ BV (kY — )} (2.24)

Mozemy teraz zamieni¢ zmienne podstawiajac ¢ = kf* — ki1 (keyq jest nowym
sterowaniem): 29
V(k't) = I]IclaX{IIl(k'ta - kt+1) + ﬁV(kt+1)} (225)
141
Jest to rownanie funkcyjne na V' (k). Operator po prawej stronie rownania Bellmana
nazwijmy 7. Wtedy nasze réwnanie funkcyjne ma posta¢ V = T'(V) (funkcja war-

tosci jest wiec punktem stalym operatora T'). Metoda kolejnych przyblizenr bedzie

20 Takg zamiane zmiennych, ktéra prowadzi do okreélenia wyplaty nie jako funkcji dzisiejszego
stanu i dzisiejszego sterowania, lecz funkcji stanu dzisiejszego i jutrzejszego juz pokazywalidmy
i jeszcze si¢ z nig spotkamy. Zauwazmy teraz tylko, ze zamiane t¢ mozna interpretowac jako takie
przeformutowanie problemu, by réwnanie ewolucji zmiennej stanu mialo postac¢ s;11 = ¢;.
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polegata na wyjsciu od pewnej funkcji Vp, policzeniu T'(Vp) i przyjeciu tej funkcji
jako nastepnego przyblizenia, itd.?! Schemat bedzie mial wiec nastepujaca postaé
rekurencyjna: Vi1 = T'(V;). (Nie zapomnijmy jednak, ze dzialamy na funkcjach nie
na liczbach!)

Zaczynamy od przyblizenia Vy(k;) = 0. Mamy:

Vilk:) = T (Vo) (ki) = max{In(ky* — kiy1)} = alnk,
t+1

bo optymalne k,; = 0.2

Dalej:

‘/Q(kt) = T(‘/I)(kt) = maX{].n(k'ta — kt-i—l) + O[ﬁ In kt-ﬁ-l}'

ki1

Warunek pierwszego rzedu to:

1 1
——— taf— =0,

kY — ke i1
stad:
af
ki = ———k™
T + af ¢
Ostatecznie:

Vo(ky) = afIn(af) — (1 + af) In(1 + af) + a(l + af) In k;.

Petlne rozwiazanie problemu zawarte jest z ponizszych stwierdzeniach, ktérych
dowody pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Stwierdzenie 2.1 Niech T bedzie operatorem zadanym wzorem:
T(f)(x) = max{ln(z® —y) + 5f(y)} (2.26)
i niech g, oznacza rodzine funkcji okreslonych wzorem
Gn =y +b,Inx (2.27)
Wtedy T'(gn)(x) = gni1(x) przy czym a, i b, spelniajg réwnania rekurencyjne:
Uny1 = anf + Bb, In(Gb,) — (1 4+ b,0) In(1 4+ b,5), (2.28)
b1 = a1+ b,f). (2.29)
Cwiczenie 2.12 Udowodnij stwierdzenie 2.1.

Stwierdzenie 2.2 (iggi a,, 1 b, okreslone jak wyzej zbiegajq © majg granice:

lim a, — 20 =0ef)  _ abln(af) (2.30)

oo 1-p (1=5)(1—ap)’

a
lim b, = :
s 1—ap

(2.31)

21 Metoda kolejnych przyblizei pochodzi od Picarda, ktéry stosowal ja do rozwigzywania i
udowadniania istnienia rozwigzan réwnan rézniczkowych.
22 Kapital jutrzejszy nie moze byé¢ ujemny.
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2.4 Algorytm kolejnych przyblizen w zagadnieniach z dyskretng przestrzenig standéw

Cwiczenie 2.13 Udowodnij stwierdzenie 2.2. Wskazéwka: zacznij od ciagu b,,.

7 powyzszych stwierdzen wynika, ze rozwigzaniem rownania Bellmana jest funk-
cja wartosci:
In(1 — 1

-3 ' (1-A(-aB) 1-ap

ktorej odpowiada sterowanie:

Vi(ke) =

ki1 (ke) = aBky,
czyli:
c(ky) = (1 — ap)ky. (2.33)
Zauwazmy, ze w problemie Ramseya z logarytmiczna uzytecznoscia, funkcja pro-
dukcji Cobba-Douglasa i pelng deprecjacja optymalne rozwiagzanie charakteryzuje
sie staly stopa oszczednosci.

Cwiczenie 2.14 Znajdz stan ustalony tego modelu, czyli takie &*, dla ktérego jesli k; =
k*, to kiy1 = k*. Pokaz, ze dla dodatniego kapitalu poczatkowego gospodarka zbiega do
stanu ustalonego.

2.4 Algorytm kolejnych przyblizen w zagadnie-
niach z dyskretng przestrzenia stanéw

2.4.1 Algorytm

Istote metody kolejnych przyblizen nakresliliSmy w poprzednim podrozdziale.
Ponizej podajemy bazujacy na niej algorytm rozwigzywania probleméw z dyskretng
przestrzenig stanéw.

Jak w przypadku algorytmu rekursywnego z poprzedniego rozdzialu, wejsciem
bedzie macierz R n x m wyptat przypisujaca kazdemu stanowi i kazdemu sterowaniu
liczbe R; ; = u(cj, s;) oraz macierz T'R n x m przejscia opisujaca w jakim stanie sie
znajdziemy, jesli teraz ze stanu ¢ wybierzemy sterowanie j. Potrzebna bedzie takze
informacja o czynniku dyskontujacym (.

Ze wzgledu fakt, iz rozpatrujemy problem z nieskonczonym horyzontem, nie po-
trzebujemy informacji o wyptatach koncowych, a funkcje wartosci i polityki staja sie
wektorami, w ktérych i-ta pozycja opisuje odpowiednio funkcje wartosci i optymalne
sterowanie z i-tego stanu.

Metoda kolejnych przyblizen jest przyktadem tzw. algorytmu iteracyjnego.
Wszystkie tego typu algorytmy maja dwie wtasnosci: wyniki (po skonczonej liczbie
iteracji) sa prawie na pewno niedoktadne i potrzebne jest pewne kryterium stopu.
Standardowo za kryterium zatrzymania przyjmuje sie odpowiednio mata (mniej-
szg od pewnej dodatniej liczby €) norme (patrz dodatek C) poprawki wynikajacej
z ostatniej iteracji.

Nasz algorytm bedzie wykorzystywal dwa pomocnicze wektory: wektor p war-
todci polityk i wektor V9 w ktéorym bedziemy przechowywaé funkcje wartosci
z poprzedniej iteracji (potrzebna do obliczenia wielkosci poprawki).

Oto pely algorytm:
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9.

10.

Wezytaj 3 oraz macierze R i TR. Ustal ¢.

. Inicjalizuj wektory C'i V.

. Prazypisz V0 =V,

Ustal stan s = 1.

. Ustal sterowanie ¢ = 1.

(old)

. Przypisz p. = Rs .+ BVrg,

Jesli ¢ < m, zwigksz ¢ o jeden i idz do 6.

. Przypisz V; = max;{p;} i Cs = arg max;{p;}.

Jesli s < n, zwigksz s o jeden i idz do 5.

Jesli ||V = V|| > e id# do 3.

2.4.2 Implementacja w jezyku Matlab/Octave

Wszystkie oznaczenia przyjmujemy jak poprzednio. Wektor V(9 oznaczamy
w kodzie przez valueold. Poziom tolerancji € oznaczamy tol i przyjmujemy jego
wartos¢ réwna pierwiastkowi z doktadnosci liczby zmiennoprzecinkowej w naszym
systemie (wbudowana zmienna eps).

Oto kod naszego programu:

23

Plik dpsa2.m

function [C, V]=dpsa2(discount, reward, transition)
%function [C, V]=dpsa2(discount, reward, transition)
o

%dpsa2 rozwiazuje problem programowania dynamicznego
Jmetoda kolejnych przyblizen

o

%discount - wspolczynnik dyskontujacy

%hreward - macierz wyplat

Jtransistion - macierz przejscia

o

%(c) Grzegorz Klima 2004

tol=sqrt(eps);

[n, m]=size(reward);
control=zeros(1l, n);
value=zeros(1l, n);
policy_values=zeros(1l,m);
normdeltaval=1;

while (normdeltaval>tol)

23 Nasz algorytm podobnie jak ten z poprzedniego rozdziatu dziala w trzech petlach i jest

podobnie wolny.
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Zadania

valueold=value;
for i=1:n

for j=1:m
policy_values(j)=reward(i,j)+discount*valueold(transition(i,j));
end
[value(i), control(i)]=max(policy_values);
end

normdeltaval=norm(value-valueold) ;
end

C=control;
V=value;

Koniec pliku dpsaZ.m

Do symulacji modeli z nieskonczonym horyzontem musimy nieco zmieni¢ po-
przednio uzywana funkcje siml. Jako wejécie do tej zmienionej funkcji nazwanej
sim2 musimy poda¢ obok stanu poczatkowego, macierzy przejscia i wektora opty-
malnych sterowan takze horyzont czasowy naszej symulacji. Ponizej podajemy kod
funkcji sim2:

Plik sim2.m
function ret=sim2(x0, time, transition, control)
%function ret=sim2(x0, time, transition, control)
A

%sim2 symuluje ewolucje zmiennej stanu

b

%x0 - stan poczatkowy

%time - horyzont symulacji

%transition - macierz przejscia

%control - wektor sterowan

)

%(c) Grzegorz Klima 2004

x=zeros(1,time+1);
x(1)=x0;

for t=1:time
x(t+1)=transition(x(t), control(x(t)));

end

ret=x;

Koniec pliku sim2.m

Cwiczenie 2.15 Rozwigz na komputerze wersje problemu optymalnej eksploatacji za-
sobu naturalnego z poprzedniego rozdziatu z nieskonczonym horyzontem. Dla stép pro-
centowych r = 1%,2%,...,20% okredl czas, po ktérym zloze zostanie wyeksploatowane
i zréb wykres tej zaleznodci. Wyjasnij intuicyjnie uzyskany wynik.
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Zadania

Zadanie 2.1 Rozwiaz model Ramseya z ograniczonym horyzontem czasowym me-
toda rownan Eulera. Przyjmij 6 = 1, u(c) = Inc i f(k) = k®. Problem jest wiec
nastepujacy:

T
maxy_ Blu(c;) pw. ¢ +ip <K, ke =i
t=0

Wskazéwka: w rownaniu Eulera dokonaj podstawienia ¢; = k' — k41, a nastepnie
2z = ki/k . Znajdz i rozwiaz rekurencyjne rownanie na z;. Zauwaz, ze zriq1 = 0.
Pokaz, ze dla T — oo funkcja polityki k1 (k) zbiega do funkeji polityki z problemu
z nieskonczonym horyzontem.

Zadanie 2.2 Dokonaj zamiany zmiennych w modelu Ramseya (2.16), tak by
zmienna sterujaca byta nie konsumpcja, lecz stopa oszczednosci s, = iy / f(ky).

1. Zapisz rownanie Bellmana.
2. Wyprowadz réwnanie Eulera.

3. Przyjmij jak w zadaniu poprzednim § = 1, u(c) = Inc i f(k) = k*. Znajdz
zaleznosé s, 1(sy).

4. Pokaz, ze jesli sqg # af wtedy s; — 1. Pokaz, ze wtedy nie jest spetniony
warunek transwersalnosci, a wiec optymalnym sterowaniem jest s, = a/3.

Zadanie 2.3 Rozwiaz numerycznie wersje modelu Ramseya z logarytmiczna uzy-
tecznoscia, funkcjg produkeji Cobba-Douglasa i pelna deprecjacja, korzystajac
z funkcji dpsa2.m. Przyjmij o = 0,333 1 B = 0,9. Znajdz takie k*, dla ktérego
ki1 (k*) = k* 1 dokonaj dyskretyzacji przestrzeni stanu (pozioméw kapitalu) na
przedziale kyin = [0,1k*, kynax = 1,3k*]. Napisz najpierw funkcje odpowiednio wy-
petniajace macierze transition i reward w zaleznosci od kpnin, kmax 1 gestosci po-
dziatu (liczby posrednich pozioméw kapitatu). Poréwnaj uzyskang funkcje polityki
z wynikiem teoretycznym.

Zadanie 2.4 Rozparz problem przedsighiorstwa optymalizujacego swoje wydatki
inwestycyjne w obecnosci kosztow instalacji:

< f(ke) —ir — P()
maxg (1+T)t

przy czym ®(z) = Cx?, C > 0.

pw. k=1 —=0)ki+ i, Ve kiyip >0,

1. Zapisz rownanie Bellmana i korzystajac z twierdzenia o obwiedni wyprowadz
z niego réwnanie Eulera.

2. Zapisz funkcje Lagrange’a i znajdz warunki pierwszego rzedu.
3. Wyprowadz réwnanie Eulera bezposrednio.

4. Jaka interpretacje ma tutaj mnoznik Lagrange’a (jest to tzw. ¢-Tobina)? Jak
C wplywa na jego wielkos¢?
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Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci sterowania

Rozdziat 3

Warunk: konieczne 1 dostateczne
optymalnosci sterowania

W niniejszym rozdziale przedstawiamy podstawowe wyniki teoretyczne dotyczace
zagadnienia programowania dynamicznego z nieskoniczonym horyzontem. Prezenta-
cja bazuje na podreczniku Stokey, Lucasa i Prescotta [13]. Sposréd wielu wynikéw
wybrano tylko te najogélniejsze i niewymagajace specjalnych wstepow teoretycz-
nych. Czytelnika zainteresowanego szczegdlnymi przypadkami, a takze dowodami
rozniczkowalnosci odsytamy do tej $wietnej monografii.

3.1 Definicje i zatozenia
W rozdziale pierwszym i drugim rozpatrujac problemy optymalizacji pisaliSmy
max,cx{f(z)} zakltadajac istnienie pewnego 2’ € X spehiajacego V,exf(z) <

f(z'). W tym momencie rezygnujemy z tego zalozenia i zaczniemy nasze rozwazania
od supremum funkcji celu, ktére definiujemy ponize;.

Definicja 3.1 Przez supremum (sup,ex{f(x)}) funkeji f okreslonej na X i przyj-
mugjgcej wartosci w R = RU {—o00, 400} rozumiemy takie M € R, dla ktdrego:

Vmexf(l’) S MA ve:>05|9c€Xf($) +e > M, (31)
lub +00, jesli ¥ yerTuex f(x) > M, lub —oo, jesli Vioex f(z) = —o0.

Supremum funkcji f na zbiorze X nazywamy takze kresem gérnym zbioru war-

tosci funkeji (przeciwdziedziny) f(X) = {f(x):x € X}.

Cwiczenie 3.1 Udowodnij odpowiedniki nieréwnoéci (1.2), (1.6), (1.8) i (1.10) dla supre-
mum.

Na potrzeby ponizszych rozwazan przyjmiemy, podobnie jak to czyniliSmy w roz-
dziale drugim, wyptate chwilowa jako funkcje dzisiejszego i jutrzejszego stanu. Oto

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201

43



44

Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci sterowania

3 Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci sterowania

formuta funkcji celu, ktéra bedzie nas obowiazywala do korica tego rozdziatu (za-
ktadamy 5 € (0,1)):

o
Z 5tu(3ta St41)
t=0

Po dokonaniu powyzszej ,zamiany zmiennych” przez polityke bedziemy rozu-
mie¢ decyzje, w ktérym stanie chcemy sie znalezé jutro. Ograniczenia polityki, to
ograniczenia stanéw, do ktorych mozemy przej$¢ bedac dzi§ w stanie s. Oznaczmy
przez S przestrzen stanow.

Definicja 3.2 Przez I'(s;) C S rozumiemy zbidr standw, do ktorych mozna przejsé
ze stanu S;

Cwiczenie 3.2 Okresl I'(k;) w modelu Ramseya (zagadnieniu centralnego planisty).
Dana jest funkcja produkeji f(k) i stopa deprecjacji 6.

Definicja 3.3 Cligg 5 = ()52, nazywamy planem dopuszczalnym rozpoczynajgcym
sie w o i zapisujemy § € 11(sq), gdy Visir1 € T(sy).

Jesli zatozymy, ze:

wtedy wiemy, ze z kazdego stanu mozna Wybrac przynajmniej jeden plan dopusz-
czalny.

Dodatkowo zaktadamy, ze V¥ csVser(s,) istnieje (cho¢ moze by¢ to 400 lub —o0)
granica:

lim ZB u(sg, Spv1)- (3.3)

T~>oo

Powyzsze zatozenia beda obowiazywaty nas do konca rozdziatu.
Wprowadzimy jeszcze trzy oznaczenia (§ jest pewnym planem dopuszczalnym):

Ur(s) = Zo B'u(se, spr1) (3.4)
U(s) = Th—I};o Ur(3) (3.5)
V*(sg) = sesllll(g | U(3) (3.6)

Tak wiec U(§) jest wyptata z dopuszczalnego planu, zas V*(sg) to supremum
wyptat z planow dopuszczalnych zaczynajacych sie w sg. Jest to prawie funkcja
wartosci. ,Prawie”, bo nie dyskutujemy jeszcze istnienia sterowania, dla ktérego
V*(so) jest osiagalne.

Zauwazmy, ze istnienie granicy (3.3) oznacza tak naprawde istnienie U($). Z tego
zalozenia wynika tez nastepujacy lemat.

Lemat 3.1 Niech s oznacza pewien plan dopuszczalny rozpoczynajgcy sie w Sg, 2as
§" oznacza cze$é tego planu zaczynajgcq sie od s,. Wtedy:

U(8) = u(so, s1) + BU(S) (3.7)
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3.2 Od optymalnej polityki do réwnania Bellmana

Dowéd. .
U(5) = lim Zﬂtu(st,stH) =
t=0

T—o00

T
u(sg, 51) + ﬁjlgf;o Z Bu(Si41, Se42) =
=0

u(sg,s1) +pU(F) M

3.2 0Od optymalnej polityki do réwnania Bell-
mana

Twierdzenie 3.1 Niech bedzie spelnione zalozenie (3.2) oraz dla kaZdego stanu
s € S i rozpoczynajgcego sie w nim planu dopuszczalnego istnieje granica (3.3).
Wtedy kres gorny V*(s) zdefiniowany w (3.6) spelnia réwnanie funkcyjne:

Vi(s:) = sup {u(ss se1) + BV (Se41)} (3.8)

st+1€(st)

Dowéd. Ograniczamy sie do przypadku, w ktorym kres gorny V*(s) jest skoriczony.*
Z definicji supremum mamy:

v§en(50)v*(80) > U(g) (39)

oraz
VesoTseri(so)V 7 (50) K U(5) + ¢ (3.10)

Ustalmy ¢ > 01 s1 € I'(sg). Niech § = (s1, s9,...) bedzie pewnym planem dopusz-
czalnym wychodzacym z sy, dla ktérego:

UF) > V*(s1) —e. (3.11)

Plan § = (sg, s1, S2, - . .) jest oczywiscie dopuszczalnym planem rozpoczynajacym sie
w so. Na mocy kolejno (3.9), (3.11) i lematu 3.1 mamy:

V*(s0) = U(3) = u(so, 51) + BU(3') = u(so, s1) + BV (s1) — Be.
Poniewaz stan s; i liczba ¢ byly wybrane arbitralnie mamy: 2
Vsier(so)V " (s0) = u(so, 1) + BV (s1). (3.12)

Z drugiej strony, na mocy (3.10), dla pewnego ustalonego € > 0 mozemy wybraé¢
taki dopuszczalny plan 5 € II(sg), ze:

V*(So> < U(g) +¢€

I Tylko takie zagadnienia sa interesujace dla ekonomisty. Twierdzenie pozostaje stuszne takze
dla V*(s) = +00. Dow6d w tym przypadku pozostawiamy jako ¢wiczenie.

2 Jedli Vesga > b — ¢, to a > b. Jesli bowiem byloby a < b, wéwczas wystarczyloby wziaé
e =(b—a)/2 i mielibyémy a < b —e¢.
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3 Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci sterowania

Lemat 3.1 i whasnosé (3.9) zastosowane do stanéw sq i s; odpowiednio daja nam (§’
to czesé planu § zaczynajaca sie ,jutro”, czyli od s1):

V*(s0) S U(8) + e =ul(so,s1) + BU(§") + e < u(so, s1) + fV*(s1) + €.
Parametr ¢ byt wybrany dowolnie, wigc:
Ves03s,er(so) V" (50) < u(so, s1) + BV (s1) + €. (3.13)
Konfrontujac (3.12) i (3.13) z definicja 3.1 uzyskujemy teze. W

Cwiczenie 3.3 Udowodnij twierdzenie 3.1 w przypadku V*(s) = oc.

Jak interpretowaé¢ twierdzenie 3.17 Spelnienie réwnania (3.8) jest warunkiem
koniecznym, by kres V*(s) byl funkcja okreslajaca supremum wyptat z dopuszczal-
nych sterowan wychodzacych ze stanu s. Jesli jest tylko jedna funkcja spelniajaca
réwnanie (3.8) to jest ona, jak ja nazwaliSmy, owa ,prawie” funkcja wartosci.

Jest zupelnie jasne, ze wszystkie zagadnienia interesujace ekonomiste (modele
alokacji dochodu w czasie, optymalna polityka w stosunku do zasob6éw naturalnych,
czy tez rozne warianty modelu Ramseya) spetniaja pierwsze z zalozen naszego twier-
dzenia — o dostepnosci przynajmniej jednego sterowania prowadzacego z kazdego
stanu, czyli o braku ,glepej uliczki”.? Zalozenie o istnieniu granicy (3.3) jest mniej
oczywiste i jego spelnienie istotnie zalezy od konstrukeji modelu.

Cwiczenie 3.4 Pokaz, ze gdy funkcja uzytecznosci chwilowej u(s¢, S¢41) jest ograniczona
choé¢ 7z jednej strony (z dotu lub z gory), to granica (3.3) istnieje.

Czesto wykorzystywana logarytmiczna funkcja uzytecznosci nie jest ograni-
czona ani z dotu, ani z géry. Mozna wiec wyobrazi¢ sobie technologie dajaca
odpowiednio duzg stope zwrotu i takie bardzo zmienne sterowanie, dla ktorego
im0 Sig Bu(sy, s¢41) nie istnieje. Ze wzgledu na wystepowanie wspotczyn-
nika dyskontujacego w naszym szeregu, sytuacje, w ktérych jest on rozbiezny (nie
zbiega do liczby rzeczywistej lub +00) ograniczaja sie do takich, gdzie uzytecznosé
u(st, S¢41) moze jednoczesnie rosnaé i male¢ w tempie nie mniejszym niz 3.1 Brak
ograniczenia funkcji uzytecznosci z dotu pozwala na arbitralnie szybki spadek uzy-
tecznosci chwilowej u(sy, s¢41) — mozemy na przyktad konsumowaé coraz mniej (zbie-
gaé¢ z konsumpcja do zera tak, by In¢; — —oo odpowiednio szybko). Na szczescie
nie jest mozliwy zbyt szybki wzrost wu(s;, s;11). Jest to inherentna cecha wszystkich
modeli ekonomicznych — rozpatrujemy kwestie ograniczonych zasobow i — co za tym
idzie — ograniczonych wypltat (mierzonych uzytecznoscia). Jedli istniatoby sterowanie
(plan) dopuszczalny, dla ktérego limy o S22 Bu(sy, s.41) nie istnieje, to istniatoby
tez sterowanie pozwalajace osiagnaé¢ uzytecznosé réwna +oo, to zas oznaczatoby,
ze problem jest nieinteresujacy z punktu widzenia ekonomii. Nasz argument mozna
sformalizowaé. Zachodzi nastepujacy fakt.

3 Mozliwa sytuacja, w ktérej z pewnego stanu wychodzi tylko jedna droga, np. wyczerpiemy
zasdb, lub startujemy z zerowym poziomem kapitatlu (tzw. pulapka biedy).
4 Wystarczy skorzystaé z kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu.
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3.2 Od optymalnej polityki do réwnania Bellmana

Fakt 3.1 Przyjmigmy oznaczenia:

ut (54, 8041) = max{0, u(sy, s441)}

u” (8¢, Sev1) = max{0, —u(sy, s¢11) }-

Warunkiem dostatecznym zbieznosci szeregu:

T
lim Zﬁtu(sustﬂ)
t=0

T—o00

jest spelnienie przynajmniej jednej z dwéch nieréwnosei:®
T
Tlim > But(sg, se41) < +o00, (3.14)
T =0
T
lim bu” (s, < +00. 3.15
T—o0 ; /6 ( ¢ t+1) ( )

Cwiczenie 3.5 Udowodnij fakt 3.1.

Interesujaca dla nas jest nieréwnosé¢ (3.14). Pokazemy, ze jest ona speiniona
w modelu Ramseya z pelna deprecjacja i logarytmiczna funkcjg uzytecznosci i tech-
nologia Cobba—Douglasa. Z definicji u(ky, kiv1) = In(k{ — ki41), mamy:

u(kt7 kft+1) < In k’? = aln kt'
Jutrzejszy kapital, ze wzgledu na technologie, musi spetnia¢ nieréwnosc:
ki <k

Stad:

ke < kS

oraz
u(ky, kiyr) < alnk, = o n k.

Ostatecznie mamy:

T T
. t o+ . t
lim tzgﬁ ut (84, 8641) < TIEEOZO (af)'alInky| < +oo.

T—o00 — —

Sformutujemy teraz twierdzenie mowigce o podstawowej wlasnosci planéw opty-
malnych. Definicja optymalnego planu jest naturalna.

Definicja 3.4 Plan §* € Il(sy) nazywamy optymalnym jesli U(5*) = V*(so).

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

5 Nie jest to warunek konieczny. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy wzia¢ np. szereg
_1)"
Z;L.OZI ( n
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Twierdzenie 3.2 Niech §* = (s})32, bedzie planem optymalnym. Wtedy:
Viefo..3V7(s1) = ulsi, s70) + BV (s710). (3.16)
Dowéd. Z optymalnosci s* mamy:
Vien(so) V" (s5) = U(5") = u(so, s1) + SU(S™) > U(8) = u(so, s1) + BU(s}). (3.17)
Wezmy dowolny plan § = (s:)52, € II(sg), dla ktorego s; = s7. Wowczas:
Vsen(s)U(3") > U(8)

Skad wynika, ze:
U(5") =V (s)

Podstawiajac do (3.17) uzyskujemy teze dla ¢t = 0. Teze dla kazdego t > 0 otrzymu-
jemy przez indukcje z (3.17). H

Twierdzenia 3.2 i 3.1 mdwia, iz spetnienie rownania Bellmana jest warunkiem
koniecznym optymalnosci polityki, jesli optymalna polityka istnieje. Twierdzenia te
nie rozstrzygaja kwestii istnienia rozwigzania ani warunkow dostatecznych opty-
malnosci jakiegokolwiek planu dopuszczalnego. W sytuacji, gdy jesteSmy w stanie
wskazac, ze istnieje tylko jedna funkcja spetniajaca rownanie Bellmana i jeden plan
spetiajacy réwnanie polityki, mamy pewnosc¢, iz znalezlismy rozwigzanie problemu.
Préba odwrodcenia naszych wynikow, a wiec kwestia dostatecznosci réwnania Bell-
mana, jest trudniejsza. Ponizej przedstawiamy jego podstawowa dyskusje na gruncie
ogblnego zagadnienia.

3.3 Dostatecznosé rownania Bellmana

Dostateczno$¢ rownania Bellmana mozna wykaza¢ w pewnych szczegdlnych przy-
padkach, w ktérych odpowiednie zatozenia o funkcji uzytecznosci i funkeji przejscia
(ukrytych w wyrazeniu u(s, $¢41)) gwarantuja jednoznaczno$¢ rozwiazania réwnania
funkcyjnego (3.8). W tym rozdziale ograniczymy si¢ jednak do przypadku ogélnego,®
pokazujac kryterium pozwalajace wybraé sposrod wielu rozwigzan tego réwnania
prawdziwa funkcje wartosci (Scislej: funkcje okreslajaca supremum wyptat).

Wazng role w naszych rozwazaniach bedzie ogrywata metoda kolejnych przybli-
zefh wprowadzona w rozdziale drugim.” Przed przystapieniem do dowodu wlagciwego
twierdzenia podamy pewien oczywisty fakt.

Fakt 3.2 Operator T' okreslony wzorem (f: X — R, w: X x X - R):
T(f)(z) = supfu(e, y) + 51 (y)} (3.18)

jest monotoniczny tzn. Vy, g.x—rfi(x) = fo(x) implikuje T(f1)(z) > T(f2)(x).
Dowéd. Jesli f1 > fo to u(z,y) + Bfi1(y) = u(z,y) + Bf2(y) 1 wystarczy skorzystaé
z odpowiednika nieréwnosci (1.8) dla supremum. M

6 Zainteresowanego Czytelnika odsylamy po raz kolejny do podrecznika Stokey, Lucasa i Pre-
scotta [13].

7 Tutaj jednak przyjrzymy sie blizej poczatkowej funkcji wartosci, od ktérej rozpoczniemy
iteracje.
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3.3 Dostateczno$é réwnania Bellmana

Przydatny bedzie takze ponizszy lemat.

Lemat 3.2 Niech V' bedzie rozwigzaniem réwnania funkcyjnego (3.8) spetniajgcym

warunek:
Vs0esV(s1)52 ,€T1(s0) lign sup 'V (s;) < 0. (3.19)
Wtedy:
V<<V,

gdzie V* spelnia warunek (3.6).

Dowdéd. Ograniczymy sie tylko do przypadku, gdy V (sg) jest liczba skoficzona. (Gdy
V(s9) = —oo dowdd jest oczywisty. Zagadnienia z V' (sg) = 0o sa, jak juz méwilismy,
mato interesujace dla ekonomisty.) Ustalmy liczbe € > 0. Niech dodatkowo § =
(1 — B)e. Z definicji supremum mozemy wybraé taki stan s; € I'(sg), aby speliony
byt warunek:

V(s0) < u(so,s1) + BV (s1) + 6
oraz taki stan so € I'(sy) by:
Vi(s1) S uls1,s2) + 6V (s2) + 0.
7 powyzszych nierownosci otrzymujemy:
V(s0) < u(s0, 1) + B(u(s1, 52) + BV (s2) +9) + 6.

Postepujac podobnie dla s, 3 . tworzymy plan § € II(sg), ktory spetnia warunek:

t

Vi(so) < D B7u(sr, s741) + 87V (s001) +6(1+ B+ + ') <

7=0

Ut(g) + ﬁt_‘_lV(St_A'_l) + E.
Przechodzac do granicy przy ¢ — oo i pamietajac o zatozeniu (3.19) otrzymujemy:
V(so) < U(3) +e.

7 definicji supremum;

U(5) < V*(s0),

skad mamy:
V(So) < V*(So) +e.

Poniewaz stan sg i liczba ¢ byly wybrane arbitralnie,® uzyskujemy teze. M

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu wtasciwego twierdzenia.

8 Dokonaliémy matego uchybienia formalnego nie analizujac sytuacji, gdy V (so) = oo.
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Twierdzenie 3.3 Niech T bedzie operatorem okreslonym wzorem (3.18), zas Vy
pewng funkcjg z S w R spetniajgcqg warunki:

T(Vo) < Vo, (3.20)
Vo€V (s1)52 , €T1(s0) lign sup 8V (s¢) < 0, (3.21)
Vsoes V(s enso)U(5) < Vo(so)- (3.22)

Wtedy funkcja V z S w R:
V(s) = lim T"(Vp)

n—oo

jest dobrze okreslona. Jesli V' jest punktem statym operatora T (spetniajgcym waru-
nek T(V) =V), to:
V=V

Dowdd. Z faktu 3.2 i zalozenia (3.20) wiemy, ze T (V5) < T™(Vp), co oznacza, ze
dla dowolnego stanu s ciag 17" (V;)(s) jest nierosnacy. Jako taki ma granice skoficzona
lub dazy do —oo. Tak wigc V' jest dobrze okreslona. Z zatozenia (3.21) i lematu 3.2
uzyskujemy:

V<V

Zaltozenie (3.22) gwarantuje V* < V. Z monotonicznosci T' mamy T'(V*) < T'(Vp).
Twierdzenie 3.1 mowi zas, ze T'(V*) = V*. Mamy wigc V* < T'(V}). Dzialajac znéw
operatorem 7" na obie strony tej nieréwnosci n razy (n dowolne) otrzymujemy:

V< T (V)),

co implikuje

VeVl

Zestawiajac te nierownos¢ z nieréwnoscig V' < V* otrzymujemy teze. W

Powyzsze twierdzenie pokazuje, przy jakich warunkach metoda kolejnych przy-
blizen zapewnia zbiezno$é¢ do ,prawdziwej” funkcji wartosci. Nieréwnosé (3.20) za-
pewnia zbiezno$¢ obliczen, za$ warunki (3.21)-(3.22) gwarantuja, ze nasza granica
to rzeczywiscie V*. Zalozenie (3.21) prowadzilo nas do nieréwnosci V' < V*, czyli
zapewnialo, ze granica nie jest wieksza od funkcji wartosci, za$ nieréwnosé (3.22)
gwarantowata, ze wartosci poczatkowej funkcji Vj nie sa zbyt mate i granica spetnia
nieréwnos¢ V* < V. Prezentujac metode kolejnych przyblizen po raz pierwszy w po-
przednim rozdziale, nie analizowaliémy tych warunkéw. Prawidtowe z formalnego
punktu widzenia rozwigzanie modelu Ramseya z pelng deprecjacja, logarytmiczna
uzytecznoscia i funkcja produkeji Cobba-Douglasa pozostawiamy jako zadanie.

Mozemy teraz zastanowi¢ si¢ jaki jest warunek dostateczny optymalnosci jakiego$
planu. Ponizsze twierdzenie stanowi pewne odwrocenie twierdzenia 3.2.

Twierdzenie 3.4 Niech §* € Il(sg) bedzie planem spetniajocym warunek (3.16)
oraz:

lim sup 'V*(s}) < 0. (3.23)

t—o0
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3.4 Dostateczno$é rownania Fulera w polgezeniu z warunkiem transwersalnosci

Wtedy s* jest planem optymalnym.
Dowéd. Z réwnania (3.16) mamy przez indukcje:

V*(s5) = ulsg, s1) + BV (s1) = ulsg, s1) + Bu(sy, s3) + 87V (s3) =

= U8 + BTV (s

Przechodzac do granicy przy ¢t — oo i korzystajac z (3.23) uzyskujemy nieréwnosé
V*(sy) < U(5%). Z definicji V*(s§) > U(5%), co daje teze. W

W sytuacji, w ktérej mamy do wyboru wiecej niz jedng polityke spetniajaca
warunek
Vi(sy) = ulsg, si40) + BV (si54),
cO oznacza, ze:

Siy1 € arg rggf{u(szi sev1) + BV (se41) )

twierdzenie 3.4 pozwala wybra¢ to sterowanie, ktore jest czesciag optymalnego planu.
Warunek (3.23) ma intuicyjna interpretacje ? — zdyskontowana na dzi$ funkcja war-
tosci nie moze by¢ w mnieskonczonosci dodatnia, gdyz oznaczatoby to rezygnacje
z czesci dzisiejsze] uzytecznosci (odtozenie jej w nieskonczonosé).

3.4 Dostateczno$¢ ré6wnania Eulera w polaczeniu
z warunkiem transwersalnosci

W poprzednim rozdziale w miare doktadnie oméwiliSmy wyprowadzenie i inter-
pretacje rownan Eulera jako warunkéw pierwszego rzedu. Ponizej podajemy twier-
dzenie, ktore przy pewnych dodatkowych zatozeniach zapewnia dostateczno$é¢ row-
nan Fulera w potaczeniu z warunkiem transwersalnosci. Wspomniane dodatkowe
warunki sprowadzaja si¢ do zapewnienia, ze zerowanie si¢ odpowiednich pochod-
nych implikuje osiggniecie ekstremum.

Wyprowadzajac rownania Eulera w problemie:

T

max Y B'u(sy, ser1), pw. (8172 € H(so)
=0

stwierdziliSmy, ze jesli ciag (s7)2, jest rozwiazaniem (planem optymalnym), to nie
jest optacalna zmiana zadnego ze sterowan s;, co oznacza, ze V; musi by¢ spetniona
inkluzja:

Stp1 € argmaxu(sy, sipr) + fulsit, siio) -

Jedli funkcja w jest rézniczkowalna, to warunkiem koniecznym (nie dostatecznym)
optymalnosci s, jest zerowanie si¢ pochodnej maksymalizowanego wyrazenia w na-
wiasie, czyli:

uz(sg, Sev1) + Pur(ser, spp) = 0.

9 Nota bene, bardzo podobna do interpretacji warunku transwersalnosci.
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3 Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci sterowania

Rozwiazujac problemy dynamicznej optymalizacji z wykorzystaniem rownan Eu-
lera musieliSmy odwotywac si¢ do dodatkowego warunku, ktéry nazywaliSmy warun-
kiem ,konca $wiata” lub warunkiem transwersalnosci, ,przypinajacego” optymalng
Sciezke. Mozna powiedzie¢, ze spetnienie réwnan Eulera zapewnia odpowiednie re-
lacje pomiedzy sterowaniami w kolejnych okresach, za$ warunek transwersalnosci
zapewnia, ze caly plan jest optymalny.

Po tym wstepie mozemy przejsé do ostatniego twierdzenia niniejszego rozdziatu.
Podajemy je w wersji z n-wymiarowsg przestrzenia stanéw. Zaktadamy, ze Czytelnik
zna pojecie wypuktosci w odniesieniu do funkcji z R w R. Zapis = - y oznacza
iloczyn skalarny, u; oznacza wektor pochodnych po pierwszych n argumentach, us
po pozostatych n.

Twierdzenie 3.5 Niech S C R, w:{(z,y) € Sx S:ye'(z)} = R, u jest funk-
cjqg cigglq, ograniczong, rozniczkowalng we wnetrzu dziedziny, rosngca ze wzgledu
na pierwszych n argumentow i wklestq. Jesli 5% € Tl(sq) jest takim planem dopusz-
czalnym, Ze dla kazdego t sy, , nalezy do wnetrza I'(s}) i spetnione jest rownanie:

Viua(sg, Ser1) + Bua(Ser1, si0) =0 (3.24)
oraz
tlim Blui(sy, s54q) - s =0, (3.25)

to jest planem optymalnym.
Dowéd. Niech § € Il(sg) bedzie dowolnym planem dopuszczalnym. Rozpatrzmy
roznice:

A= Buls), siy) — Y Bulse, si) = D B uls], sipy) — ulse, si41))-
t=0 t=0 t=0

Z wklestosci funkeji v mamy:

u(sy, 8211) —u(8s, Se41) = ui(s;g, 5211) - (85 — 8¢) + ua(sy, 5211) : (5r+1 — 5¢41),

skad:

T
A lim 3 {ur(s,st0) - (57— 50) + ualst,st) - (510 — se1) )
t=0

T—o00

Po przestawieniu wyrazéw otrzymujemy:

T-1
A > ui(sh,s7) - (s~ s0) + lim {z (us(s, 551) + Bur (41, 5742)) - (851 — se0)]

T—o0

t=0

F 555 (572 = 570) |-
Z (3.24) i tego, iz s = sp mamy:

A3 Jim FTua(sh, 51) - (5541 = 5701)
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3.5 Uwagi

Po podstawieniu us(s7, sp41) = —fur(s741, S740):
AT+l
A>— Th_rgoﬂ T (s7y1s S742) + (ST — S741)-
Z faktu, ze u; > 01 spyq > 0, uzyskujemy:

: T+1
A> —Th_{foloﬁ ur (871, 5T40) ST
Na mocy (3.25) prawa strona roéwna jest zeru. Z nieréwnosci A > 0 i tego, ze plan
s wybraliSmy w sposéb dowolny, wnioskujemy, ze §* jest planem optymalnym. M

Jaki jest zwiazek warunku tranwersalnosci (3.25) z podanymi w rozdziale 2 wa-
runkami (2.22) i (2.23)7 Zalézmy, ze funkcja wartosci spelniajaca réwanienie:

V(s;) = max {u(ss, se11) + BV (se41)}
se+1€(st)

jest rozniczkowalna. Wtedy z twierdzenia o obwiedni mamy (s! oznacza i-ta zmienng
stanu w chwili ¢):

0 0

—V(st) = =—u(ss, s
Dsi (s¢) Dsi (8t5 St41),5
tak wiec wektor pochodnych us(s;, s;, ) jest réwny grandientowi funkeji wartosci.
7 przyjetych zalozeni mamy V; st > 01V, %u(st, sip1) = 0. Ciag
t
B'us(se, s041) - 54
jest zatem sumg ciggoéw
6t

o sktadnikach dodatnich, jego zbieznos¢ do zera jest wigc rownowazna ze zbieznoscia
do zera kazdego ze sktadnikéw.

Przy zatozeniu rézniczkowalnosci funkeji wartosci mozemy warunek (3.25) prze-
pisaé¢ nastepujaco:

aS%U(St, 3t+1)81

0 .
v tlim B'—V(s)s; =0 (3.26)
lub korzystajac z mnoznikow Lagrange’a:
v; lim BPALst = 0, (3.27)

gdzie \! = a%i‘/(st) jest mnoznikiem stowarzyszonym z i-tg zmienna stanu.

3.5 Uwagi

Powyzej zaprezentowalismy tylko niektére, najogoélniejsze wyniki teorii determi-
nistycznego programowania dynamicznego. Wickszos¢ szczegdlnych wynikow uzy-
skuje sie dzieki odpowiednim zalozeniom o przestrzeni stanéow i funkcji wyptat.
W dodatku C prezentujemy np. twierdzenie Blackwella i jego zastosowanie do oma-
wianych tu zagadnien.
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Wigkszos¢ klasycznych przyktadow ekonomicznych spetnia bardzo wiele warun-
kéw regularnosci i ekonomiscei nie sprawdzaja przy kazdej okazji (choé¢ moze po-
winni), czy ich rozwiazanie spelnia zalozenia odpowiednich twierdzen, postepujac
podobnie jak my w poprzednim rozdziale zaktadajac np. rézniczkowalnosé funk-
cji wartodci, istnienie optymalnego sterowania i jego jednoznaczno$¢. W dalszych
rozdziatach bedziemy postepowaé¢ podobnie, cho¢ nalezy pamigtac, ze rezygnacja
z pewnych zalozen (np. odnosnie wklestosci funkcji wyptat, czy tez przyjecie 5 = 1)
bez przesledzenia sie teorii moze prowadzi¢ do btednych rezultatéw lub tez sytuacji,
w ktorych rozwigzanie po prostu nie istnieje.

Zadania

Zadanie 3.1 Pokaz, ze nier6wnos¢ (3.14) jest spelniona w ogdlnej wersji modelu
Ramseya, z dowolng stopa deprecjacji d € [0, 1), jesli tylko spelnione sa warunki In-
ady lim, . v'(c) = 01 limy_, f'(k) = 0. Wskazéwka: Udowodnij, ze, jesli funkcja
f(z) rosnaca i wklesta spetia warunek lim, .., f'(z) = 0, to mozna ja ograniczy¢
z gory przez funkcje a + bz, dla arbitralnego b > 0.

Zadanie 3.2 Rozpatrz problem z podrozdziatu 2.3. Pokaz, ze funkcja V*(k) = 0
nie spelnia warunkéw (3.20)-(3.22). Pokaz, ze funkcja VO(k) = (alnk)/(1 — af)
spetnia rzeczone warunki. Pokaz, ze w tym szczegdlnym przypadku:

i TV = fim (V) = LS g e

Ink.

Narodowy Bank Polski



Interakcje optymalizujgcych podmiotéw. Réwnowaga ogdlna

Rozdziat 4

Interakcje optymalizujgcych podmiotow.
Rownowaga ogolna

W poprzednich rozdziatach zajmowaliémy si¢ wylacznie teoria podejmowania
decyzji, a wiec szukaniem rozwiazan problemu pojedynczego decydenta. Oczywiste
spostrzezenie, ze w gospodarce zderzaja sie interesy bardzo wielu podmiotow pra-
gnacych optymalizowac¢ swoje decyzje sugeruje, iz powinnismy zmierza¢ do tworzenia
teorii opisujacej ich interakcje, a wigc ostatecznie teorii réwnowagi. W niniejszym
rozdziale zajmiemy sie analizg prostych przykladéw (z zakresu czystej wymiany),
podobnych do tych, jakie mozna spotka¢ w podrecznikach mikroekonomii,! oraz
pewnymi ogélnymi wynikami teorii dobrobytu odktadajac konstrukcje i analizy dy-
namicznych modeli réwnowagi ogélnej na p6zniej. W ponizszej prezentacji bedziemy
odwolywaé sie do wybranych rezultatéw z analizy funkcjonalnej zamieszczonych
w dodatku C.

Zaktadamy implicite istnienie rownowagi i koncentrujemy si¢ na warunkach ja
okreslajacych oraz jej wtasnosciach. Dowdd twierdzenia o istnieniu réwnowagi kon-
kurencyjnej Czytelnik znajdzie u Arrowa i Debreu [4].

4.1 Czysta wymiana w dwéch okresach

4.1.1 Problem jednego konsumenta

Zacznijmy rozwazania od analizy problemu konsumenta zyjacego w dwoch okre-
sach (t = 0,1) i czerpiacego uzytecznosé z konsumpcji pewnego dobra w okresie 0
(co) i w okresie 1 (¢1) okreslona wzorem (0 < 3 < 1):2

u(co) + Bulcy).

Konsument wyposazony jest poczatkowe w ilosci yg i y; dobra w okresie pierw-
szym i drugim odpowiednio. Swojego wyposazenia poczatkowego (otrzymywanego

1 Patrz np. Varian [23], Mas-Collel, Whinston i Green [14].
2 O funkcji uzytecznoéci chwilowej v przyjmujemy standardowe zalozenia.
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4 Interakcje optymalizujgcych podmiotow. Rownowaga ogolna

dobra) nie moze przechowywaé¢. W sytuacji, w ktérej nie ma mozliwosci oszczedza-
nia i pozyczania jego wybér, ile konsumowa¢ w kazdym z okresow, bedzie prosty:
co = Yo, €1 = y1. Sytuacje te przedstawia rysunek 4.1a. Na rysunku pokazana jest
krzywa obojetnosci odpowiadajaca uzytecznosci u(yq) + Bu(yy).

Mozliwo$¢ pozyczania i oszczedzania po pewnej stopie r poprawia sytuacje na-
szego konsumenta.? Jego nowy wyboér i odpowiednig krzywa obojetnosci przedstawia
rysunek 4.1b.

Warunek pierwszego rzedu optymalnosci wyboru pary (co, ¢1) zawarty w réwna-
niu Eulera

pu'(c;) 1

u'(cg) 147

(4.1)

jest warunkiem stycznosci krzywej obojetnosci do linii ograniczenia budzetowego
cot+er/(L+r)=yo+uy/(1+7)

Cwiczenie 4.1 Pokaz, ze réwnanie (4.1) jest rzeczywiscie warunkiem pierwszego rzedu

w problemie:
Y1

1+7r

c
maxu(cg) + fu(c1) pw. co+ 1—qir <yo+

Yrf------

a)

Rysunek 4.1: Problem konsumenta zyjacego w dwoch okresach: a) bez dostepu do rynku
kredytowego, b) mogacego oszczedzaé i udziela¢ pozyczek po stopie r

Mozliwosé pozyczania i oszczedzania (poprzez pozyczanie komus) oraz stopa pro-
centowa mierzaca cen¢ wzgledna konsumpcji w okresach t = 01 ¢ = 1 sa konsekwen-
cja interakcji podmiotow gospodarczych. Ponizej pokazemy jak tworzy sie rynek
kredytowy w gospodarce sktadajacej sie¢ z dwoéch podmiotéow zyjacych dwa okresy
i dysponujacych wyposazeniami poczatkowymi (yo, y1) (pierwszy) i (yg, ;) (drugi).

3 Poza przypadkiem, gdy r ma taka wartosé, przy ktérej optymalnym wyborem jest znéw
€0 = Yo, €1 = Y1.
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4.1 Czysta wymiana w dwoch okresach

4.1.2 Dwobch konsumentow. Alokacje. Efektywnosé

Wygodnym narzedziem stuzacym do analizowania rynku z dwoma konsumentami
i dwoma dobrami jest tzw. skrzynka (prostokat) Edgewortha. W naszym przypadku
mamy co prawda jedno dobro, ale pami¢tamy, ze to samo dobro w réznych momen-
tach czasu jest czym$ innym. Szeroko$¢ prostokata to yo + y; (taczna ilos¢ dobra
w okresie t = 0), za$ wysokos¢ to y; + y;. Lewy dolny rég skrzynki jest poczatkiem
uktadu wspotrzednych opisujacego sytuacje pierwszego konsumenta, prawy gorny
rog to poczatek (odbitego wzgledem $rodka) uktadu wspoétrzednych opisujacego sy-
tuacje drugiego. Rysunek 4.2a przedstawia skrzynke Edgewortha ilustrujaca nasz
problem oraz krzywe obojetnosci obu konsumentow przechodzace przez ich wypo-
sazenia poczatkowe.

t=0 Yo o’ t=0 Yo o'
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

L bt N e N ARy - N <~ 1Y

Rysunek 4.2: Skrzynka Edgewortha — jedno dobro, dwéch konsumentéw zyjacych dwa
okresy: a) krzywe obojetnosci przechodzace przez wyposazenia poczatkowe, b) przyklady
alokacji optymalnych w sensie Pareto

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan podamy kilka okreslen i definicji.

Niech L bedzie pewna przestrzenig liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych
R. L interpretujemy jako przestrzen dobr. W naszym przyktadzie jednego dobra
w dwdch okresach (réwnowaznie: dwéch dobr) L mozna utozsami¢ z R2. Niech dalej
J={1,...,m} bedzie zbiorem indeksujacym konsumentéw (w naszym przyktadzie
J = {1,2}). i-ty konsument dokonuje wyboru elementu z° € X* C L zwanego wigzka
konsumpcji. Ograniczenia zbioru X° s narzucone przez model. Jednym z najwaz-
niejszych jest zapewnienie, by konsumpcja kazdego z doébr byta nieujemna. W na-
szym przypadku mozemy przyja¢ X' = R2.

Definicja 4.1 Niech X',..., X™ C L bedg zbiorami wigzek konsumpcji. Alokacjqg
w czystej wymianie nazywamy element (xt, ..., x™) iloczynu kartezjariskiego X1 x
- X X™, a wiec dowolne przyporzgdkowanie konsumentom wigzek konsumpcyi.
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4 Interakcje optymalizujgcych podmiotéow. Rownowaga ogdlna

Definicja 4.2 Niech z' € X' oznacza wyposazenie poczgtkowe (wigzke poczatkowq)
i-tego konsumenta. Alokacje (x',... ™) nazwiemy dopuszczalng jesli tgczna kon-
sumpcja kazdego z dobr nie przekracza ich lgcznej iloSci (polgczonych wyposazen
poczgtkowych wszystkich uczestnikow wymiany). W przypadku k dobr, L mozna utoz-
samié z R* i alokacja dopuszczalna musi spetniaé:

T < X4
i i
>y < X4,
i i

Z:cﬁc < Zz}c
i i

W rozpatrywanym przez nas przyktadzie alokacja jest czworka (co,c1, ), c));
alokacja dopuszczalna taka czworka (co,cq,cf, c)), dla ktérej co + ¢, < yo + ¥
i+ <y +y.

Konsumenci dokonujg wyboréw wigzek z X? na podstawie swoich preferencyi.

Definicja 4.3 Niech L bedzie pewng przestrzenig liniowg, X C L bedzie zbiorem
wigzek konsumpcji. Relacje < nazywamy relacjq stabej preferencyi na zbiorze X (x <
y czytamy: y nie jest gorsze niz x), jesli < jest przechodnia (v X yAy X z = x < z),
zwrotna (v = x) i zupetna (Vyyex (x 2y)V(y 2 x)).

Definicja 4.4 Niech X bedzie zbiorem wigzek konsumpcji. Relacje < nazywamy
relacjg mocnej preferencyi (lub po prostu preferencji) na zbiorze X (xr <y czytamy:
y jest lepsze niz x), jesli v <y <= (z S y)A~ (y 2 ).

Funkcja uzytecznosci u: X — R zadaje preferencje w naturalny sposéb — wystar-
czy przyja¢ ¢ Ry <= u(r) <u(y)iz <y <= u(x) < u(y).

Definicja 4.5 Niech X' C L,i € J bedq zbiorami wigzek konsumpcji, =<', i € J
oraz <',i € J okreslonymi na nich relacjami stabej i mocnej preferencji. Alokacje
(7)) € X! x -+« x X™ nazywamy efektywng w sensie Pareto, jesli jest dopuszczalna
i nie istnieje taka alokacja dopuszczalna (z') € X1 x - x X™, dla ktérej ViesT' < o
1 Eliej.'fi < 7.

Innymi stowy alokacja jest efektywna w sensie Pareto, jesli nie mozna poprawic
niczyjej sytuacji nie pogarszajac jednoczesnie sytuacji ktéregokolwiek z pozostatych
podmiotow.

Spoéjrzmy jeszcze raz na rysunek 4.2a. 7 racji samej konstrukcji skrzynki Ed-
gewortha kazdy lezacy w niej pojedynczy punkt odpowiada alokacji dopuszczal-
nej. Przyjrzyjmy sie¢ teraz alokacji wyjsciowej (vo, y1, Yo, ;). Obszar lezacy na prawo
i w gore od krzywej obojetnosci pierwszego konsumenta jest preferowany nad wiazke
wyjsciowa (Yo, y1), zas obszar lezacy na lewo i w d6t od krzywej obojetnosci drugiego
konsumenta jest preferowany nad wiazke wyjsciowa (v, y;). Cze$¢ wspdlna tych ob-
szar6w jest niepusta, jest to obszar (,soczewka”) pomiedzy krzywymi obojetnosci.
Wynika z tego, ze alokacja poczatkowa nie jest efektywna w sensie Pareto.
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4.1 Czysta wymiana w dwoch okresach

Jak wygladaja efektywne alokacje? Krzywe obojetnosci przechodzace przez
punkt alokacji efektywnej nie moga przecinaé¢ sie w innym punkcie obejmujac nie-
pusty obszar, w ktérym koszyki sg Scisle preferowane, innymi stowy musza by¢ do
siebie styczne. Trzy przyktady alokacji efektywnych w sensie Pareto przedstawia
rysunek 4.2b. Zaznaczona jest takze krzywa laczaca wszystkie takie alokacje. To,
czy 1 jaka alokacja, zostanie osiagnieta zalezy od sposobu wymiany oraz poczatko-
wych wyposazen. Np. drugi konsument na pewno nie zgodzi si¢ na alokacje P; i P
(mimo tego, ze sa efektywne w sensie Pareto), gdyz w tych przypadkach ma na pewno
mniejsza uzytecznos$¢ niz w sytuacji wyjsciowej (dlaczego?). Ponizej pokazemy jedna
z metod dokonywania alokacji i jej wynik — rownowage konkurencyjna.

4.1.3 Roéwnowaga konkurencyjna

Wyobrazmy sobie licytatora® proponujacego obu konsumentom pewng cene
wzgledna konsumpcji w okresach ¢ = 0 i ¢ = 1 rowng 1 + r. Po zapoznaniu si¢
z proponowang ceng konsumenci wybierajg poziomy konsumpcji w obu okresach
przy zadanych ograniczeniach budzetowych (okreslonych przez ich wyposazenia po-
czatkowe i 1), zglaszaja swoj popyt brutto, czyli wektory (co, c1) i (cp, €})) oraz popyt
(czy tez podaz) netto, czyli ilo$¢ dobra z okresu 0, ktora chea pozyczyé z rynku (lub
pozyczy¢ komus) i ilosé dobra z okresu 1, ktéra zobowiazuja sie oddaé (ktorej zwrotu
oczekuja). Popyt (podaz) netto opisuja wektory (co — yo,c1 —y1) 1 (¢f — yb, ¢, — y1)-
Licytator konfrontuje zgtoszenia obu konsumentéw i w sytuacji, w ktérej rynek nie
jest zréwnowazony (co + ¢ # yo + yy lub ¢ + ¢ # y1 + y}) proponuje nowa cene
1 + r. Rysunek 4.3a przedstawia optymalne wybory konsumentéw przy pewnym r
i krzywe obojetnosci im odpowiadajace. Zauwazmy, ze (¢, ¢1, ¢, ¢}) nie jest alokacja
dopuszczalna, bo ¢ + ¢} > y1 + y).

Przed przystapieniem do poszukiwan takiego r dla ktorego wybory konsumen-
tow prowadza do alokacji dopuszczalnej i rownowazacej rynek przedstawimy pewien
wazny wynik, ktory nie zalezy od przyjetego r.

Wybory zaréwno (co,c1) jak i (¢, c}) spetiaja ograniczenia budzetowe (przy
dowolnej stopie 7):

1
Co + T+, = Yo+ T
1 1
co+ mcﬁ = Yo + m?/i,
ktore po przeformulowaniu maja nastepujaca postac:
co — Yo + 1+T(01 —y1) =0,

1
06—y6+1—+r(0/1—yi) =0.

4 Taka fikcyjna instytucje zwyklo sie nazywaé ,niewidzialng reka rynku” lub walrasowskim licy-
tatorem. Walrasowski licytator jest metafora konkurencyjnego rynku z duza liczba sprzedajacych
i kupujacych, na ktérym bardzo (wrecz nieskoficzenie) szybko ustalaja sie ceny. Oczywiscie analiza
ryku dwéch konsumentéw poprzez odwolanie sie do licytatora jest pewnym naduzyciem myslo-
wym. Omawiamy ten przypadek ze wzgledu na jego duza wartos¢ dydaktyczna i tatwa graficzna
interpretacje wynikow.
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O/

Rysunek 4.3: Skrzynka Edgewortha: a) optymalne decyzje konsumentéw przy pewnej
stopie procentowej r (niezapewniajacej réwnowagi), b) réwnowaga konkurencyjna

Dodajac powyzsze réwnosci stronami uzyskujemy:

() = o+ ) + Tl + ) = Gnra)] =0, (42)
Powyzsza réwnos¢ stwierdza iz taczna warto$é (wycena jest dokonywana na okres
t = 0 wedlug ceny wzglednej 1/(1+ 7)) nadwyzek tacznego popytu (co+c¢j i +¢))
nad tacznymi wyposazeniami poczatkowymi (yo + v 1 y1 + y;) jest réwna zeru i to
dla dowolnego r. Powyzszy wynik ma charakter bardzo ogélny (bo jest wylacznie
konsekwencja dodania do siebie wszystkich ograniczeri budzetowych) i nosi nazwe
prawa Walrasa.?
Zauwazmy, ze jesli przy pewnym r zrownowazony byt rynek w okresie ¢ = 0

® Rozpatrzmy np. przypadek n débr i m konsumentéw. Niech (p;)?_; bedzie wektorem cen,

(w!), wyposazeniem poczatkowym j-tego konsumenta, zas$ (z7)", wektorem jego wyboréw

i/

(wiazka, ktéra wybiera). Ograniczenie budzetowe j-tego konsumenta ma postaé:
n . .
Zpl(xf —w!)=0.
i=1

Sumujac ograniczenia budzetowe wszystkich konsumentéw mamy:

S pilad —wl) =0,

j=11i=1

co po przestawieniu wyrazéw daje:

n m m

J J| =
E Di g Ty — g wi | =0.
i=1 j=1 j=1
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4.1 Czysta wymiana w dwoch okresach

(co + ¢y = yo + 1)), to jednoczesnie musiatby byé zréwnowazony rynek w okresie
t =1 (i vice versa),® bo z (4.2) mieliby$my:

[(co +co) = (yo +wo)] +=—l(er + 1) = (1 + 1)) = O,

=0

1
1+r

co daje
(cr+cp) = (i +y1) =0
Wréémy do zagadnienia poszukiwania stopy r réwnowazacej rynek tworzony
przez naszych dwoch konsumentéw. Jakie powinna ona spetnia¢ warunki? Przy zada-
nych wyposazeniach poczatkowych (yo,y1) oraz (y(,y;) r wyznacza wektory (co, ¢1)
oraz (cj, ¢;) poprzez uktad warunkéw:

w(co) 1+ '
€1 Y1
— = 4.4
CO+1+7’ y0+1+r (4.4)
dla pierwszego konsumenta i:
ue) _ 1 s
u'(ch) 147 (4.5)
0
c/ yl
/ 1 ! 1
- 4.6
Co+1+r y0+1+r (4.6)
dla drugiego. Globalne ograniczenia ujete sa w rownaniach:
(co+ o) — (o + yo) = 0, (4.7)
(cr+cy) = (W +y) =0, (4.8)

przy czym widzimy, ze na mocy prawa Walrasa réwnanie (4.8) jest zbedne (wynika
ono z réwnan (4.4), (4.6) i (4.7)). Rownania (4.3)-(4.7) stanowia uktad 5 réwnan
z H-oma niewiadomymi. Jedli uktad ten ma rozwigzanie, nazywamy je réwnowaga
konkurencyjna. Sciglej: w wymianie z n dobrami réwnowaga nazywamy taki wek-
tor n cen (lub n — 1 cen wzglednych) przy ktérych wybory (maksymalizujacych
swoja uzyteczno$é) konsumentéw tacznie tworza alokacje dopuszczalna. Réwnowage
w analizowanym przez nas przyktadzie dwoch konsumentéw ilustruje rysunek 4.3b.

Cwiczenie 4.2 Przyjmij funkcje uzytecznoéci chwilowej obu konsumentéw w postaci
u(c) = Inc i zaléz, ze § = (. Wyznacz réwnowage konkurencyjna przy pewnych wy-
posazeniach poczatkowych (vo,y1) 1 (¥4, yh)-

Zauwazmy, ze réwnowaga ta jest efektywna w sensie Pareto, nie ma mozliwo-
sci poprawy sytuacji ktoregos z konsumentéw bez pogarszania sytuacji drugiego.
Krzywe obojetnosci obu konsumentéw sa styczne do tej samej prostej ograniczenia
budzetowego, a wiec do siebie. Dzieje sie tak nieprzypadkowo, jest to teza pierwszego
twierdzenia dobrobytu, ktére (w nieco ogdlniejszej i bardziej abstrakcyjnej wers;ji)
udowodnimy w dalszej czeSci niniejszego rozdziatu. Najpierw dokonamy pewnego
uogdlnienia naszego przyktadu i przeanalizujemy dwa podejscia do réwnowagi kon-
kurencyjnej w dynamicznym (uwzgledniajacym uptyw czasu) ujeciu.

6 W przypadku n débr zréwnowazenie n — 1 rynkéw zapewnia poprzez prawo Walrasa réwno-
wage na n-tym.
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4.2 Wymiana w horyzoncie nieskoniczonym. Réw-
nowaga Arrowa-Debreu i rekursywna

Zanim przejdziemy do analizy rownowagi w czystej wymianie z nieskonczonym
horyzontem Czytelnikowi nalezy sie uwaga dotyczacych uzywanej przez nas nomen-
klatury. W literaturze mikroekonomicznej elementy zbioru X' (ang. consumption
set) wybierane przez konsumentéw okresla sie mianem wiazek lub koszykéw débr
(ang. consumption bundle), za$ wiazke poczatkows 2! zwie sie wyposazeniem poczat-
kowym (ang. initial endowment). Tego zestawu okreslen uzywaliSmy w poprzednim
podrozdziale i bedziemy z niego korzysta¢ w dyskusji twierdzen ekonomii dobrobytu.
W analizie modeli dynamicznych, ktérymi zajmujemy si¢ w niniejszej ksiazce, o wiele
bardziej naturalne wydaje si¢ korzystanie z nazewnictwa przyjetego w makroekono-
mii. Wyposazenie poczatkowe bedziemy nazywaé strumieniem dochodéw (yi):2,, za$
wiazke konsumpcji (przedmiot decyzji konsumenta) strumieniem konsumpcji (¢i)52,.

4.2.1 Wymiana w okresie t = 0

Wyobrazmy sobie sytuacje n konsumentéw zyjacych nieskonczenie dtugo, kto-
rych uzytecznosé¢ ze strumienia konsumpcji jedynego dobra w gospodarce dana jest
wzorem (i jest indeksem konsumenta):

iﬂwcﬁ» (4.9)

i-ty konsument ma zapewniony strumien dochodéw (y!)52,,.

W ujeciu Arrowa-Debreu konsumenci przystepuja do wymiany w okresie ¢t = 0.
O rynku zaktadamy, ze jest zupelny, co znaczy, ze przedmiotem handlu moze by¢
konsumpcja w kazdym momencie w przysztosci. Transakcje sprowadzajace sie do wy-
miany praw do konsumpcji w przysztosci (mozemy sobie wyobrazié¢ to jako wymiane
weksli na dobro konsumpcyjne) koncza sie przed przystapieniem do konsumpcji,
potem zas uczestnicy wymiany realizuja swoje prawa. Niech (p;)2°, bedzie (nieskon-
czonym) wektorem cen konsumpcji ($cislej: wektorem cen praw do jednostki kon-
sumpcji w kolejnych okresach). Ograniczenie budzetowe i-tego konsumenta mozna
zapisa¢ nastepujaco:

S pic <Y pyi- (4.10)
t=0 t=0

Lagranzan problemu maksymalizacji wyrazenia (4.9) pod warunkiem (4.10) ma po-
stac:

Lh=3 Blule) = X' pily; — <) (4.11)
t=0 t=0

Rézniczkujac L7 po ¢! i przyréwnujac wynik do zera uzyskujemy warunki pierwszego
rzedu optymalnosci wyborow i-tego konsumenta:

B’ () = Npy. (4.12)

Narodowy Bank Polski



Interakcje optymalizujgcych podmiotéw. Réwnowaga ogdlna

4.2 Wymiana w horyzoncie nieskoriczonym. Réwnowaga Arrowa-Debreu i rekursywna

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan nalezy si¢ pewien komentarz. Mil-
czaco zatozyliSmy zbiezno$é sum w nieréwnosci (4.10). Przy zalozeniu, ze (dodat-
nie) ciagi (y,), 1 (c})5°, sa ograniczone, do zbieznosci szeregéw w (4.10) wystarcza
zbieznos¢ szeregu

i . (4.13)

Oczekiwanie, by ceny konsumpcji daleko w przysztosci malaly na tyle szybko aby
zapewnié¢ zbieznosé szeregu (4.13) wydaje sie calkiem naturalne. Ograniczenia po-
stawione wobec ciagu (p;)§2, mozna wyobrazi¢ sobie jako nalozenie na licytatora
obowiazku proponowania wytacznie takich cen, przy ktorych majatki wszystkich
uczestnikoéw wymiany sg skonczone.

Roéwnowage ogdlna (Arrowa-Debreu) w naszym modelu definiujemy podobnie jak
robilidmy to w przypadku dwoch okreséw i dwoch konsumentéw. Jest to po prostu
taki wektor cen (p)i2,, dla ktérego wybory konsumentéw (rozwiazania problemu
maksymalizacji wyrazenia (4.9) pod warunkiem (4.10)) prowadza do alokacji do-
puszczalnej czyli takiej, w ktorej dla kazdego t:

Z i < Z yi. (4.14)

Rozpatrzmy przyktad rynku sktadajacego sie z dwoch konsumentow dyspo-
nujacych strumieniami dochodéw (y})°, = (1,0,1,0,1,0,1,...) i (y2)2, =
(0,1,0,1,0,1,0,...). Réwnowage konkurencyjna okresla nastepujacy uktad réwnan:

ﬁtul(ci) = >\1pt7 ﬁtu/(Q?) = >\2pt7

o0 oo o0 o0
Yot =D pau. Do =D Paria,
t=0 t=0 t=0 t=0

1, 2 _
¢ +c; = 1.

Zauwazmy, ze globalne ilosci dobra sa stale w czasie (réwne 1). Pozwala to przy-
puszczaé, iz konsumpcja obu konsumentow takze bedzie stala w czasie i rowna pew-
nym c!ic? = 1—c!. Oczekujemy, ze ¢! > ¢?, gdyz konsument pierwszy jest bogatszy
— wezesniej otrzymuje doch6d. Przyjmujac ¢} = ¢! z warunku pierwszego rzedu uzy-
skujemy:

ﬂtul Cl
Pt = 7)\5 )
Po podstawieniu za p; do ograniczenia budzetowego (pierwszego konsumenta) mamy:

oo ﬁtul(cl>01 :i62tul(cl>

= M i A
Stad:
Cl Zﬁt — Z 62157
t=0 t=0
co daje ostatecznie:
1
= ——.
1+
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Majac ¢! mozemy wyznaczy¢ wektor cen. Oczywiscie jesli (p;)52, jest wektorem cen
gwarantujacym réwnowage, to jest nim tez (ap;)i2,, dla dowolnego @ > 0. Mozemy
wiec podzieli¢ cene p; = '/ (c') /A! przez py uzyskujac wyceng konsumpcji w okresie
t w jednostkach konsumpcji z okresu 0, w tym przypadku p; = 3'. Sprawdzenie, ze
wektor cen p; = ' i alokacja ¢ = 1/(1 + 3), ¢Z = 3/(1 + 3) tworza réwnowage
konkurencyjng pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Cwiczenie 4.3 Rozwiaz (oddzielnie) problem kazdego z konsumentéw z przykladu przyj-
mujac p; = (. Pokaz, ze rozwigzaniem jest rzeczywiscie ¢ = 1/(1+ 3) i c? = 3/(1 + f).

Zauwazmy na koniec, ze iloraz p;/pi1 — 1 ma interpretacje stopy procentowej
z okresu ¢t na t + 1, bo jesli zrezygnujemy z jednostki konsumpcji ,dzis” bedziemy
mie¢ p;, co pozwoli zakupi¢ p;/pi+1 jednostek konsumpcji ,,jutro”. W naszym przy-
ktadzie p;/piy1 —1 = 371 —1, czyli stopa procentowa jest réwna indywidualnej stopie
dyskontujacej.” Wynik ten jest konsekwencja statego dochodu w skali makro. Przy-
padek niezerowego wzrostu gospodarczego w gospodarce sktadajacej sie z dwoch
konsumentéw pozostawiamy jako zadanie.

4.2.2 Roéwnowaga rekursywna

Rekursywne sformutowanie rownowagi polega na rezygnacji z zatozenia o wy-
mianie w okresie t = 0 i zastapieniu jej wymiana w kazdym z okresow praw do kon-
sumpcji w okresie nastepnym. Mozna powiedzie¢, ze relacja miedzy oboma sfor-
mutowaniami jest identyczna z relacja miedzy metodami rozwigzywania problemow
dynamicznej optymalizacji: porownywaniem wariantéw w przestrzeni catych wiazek
konsumpcji i podejsciem sekwencyjnym (przez réwnania Bellmana).

W przypadku n débr (n > 2)® problem pojedynczego konsumenta z rozdzielna
funkcja uzytecznosci (tj. postaci Y1 ; u;(¢;)) mozna rozwiazywaé konstruujac funkcje
Lagrange’a i poszukujac optymalnego wektora (¢;)!; lub tez podej$¢ do problemu
sekwencyjnie przyjmujac, ze konsument najpierw decyduje ile skonsumowaé¢ dobra
nr 1, potem dobra nr 2 itd. (patrz é¢wiczenie 2.7) Klasyczna mikroekonomiczna ana-
liza réwnowagi w przypadku n dobr sprowadza sie do jednorazowej wymiany przed
przystapieniem do konsumpcji. Réwnowaga w problemie dynamicznym z wymiang
t = 0 jest wlasnie zastosowaniem tego klasycznego podejécia. Czas jest w nim po-
traktowany wytacznie jako indeks débr.

Rownowaga rekursywna jest opisem rynku sktadajacego sie z podmiotow podej-
mujacych decyzje sekwencyjnie (rozwiazujacych swoje réwnania Bellmana). W mi-
kroekonomicznym ujeciu z n dobrami konsumenci najpierw decyduja sie ile konsu-
mowac¢ dobra nr 1 wymieniajac si¢ prawami do dobra nr 2. Jesli np. j-ty konsument
chce skonsumowaé¢ wiecej dobra nr 1 niz go ma, sprzedaje prawa do dobra nr 2. Po
skonsumowaniu dobra nr 1 decyduje ile skonsumowa¢ dobra nr 2. Jesli jego konsump-
cja dobra nr 2 plus wystawione nan ,weksle” przekraczaja jego dochdéd, musi znéw
pozyczy¢ (wystawié¢ ,weksle” na dobro nr 3); w przeciwnym przypadku sprzedaje
swoja nadwyzke dobra nr 2 i nabywa prawa do dobra nr 3. Zauwazmy, ze w naszym
ujeciu pojawia sie mozliwo$¢ oszustwa zwanego schematem Ponzi’ego. Konsument

7 Jedli przyja¢ B =1/(1+0),to § = =1 — 1.
8 Gdy n = 2 z formalnego punktu widzenia podejscia te wlasciwie si¢ nie réznia.
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moze skonsumowaé wiecej dobra nr 1 niz wynosi jego dochdéd wystawiajac ,weksle”
na dobro 2 przekraczajace jego mozliwosci. Zamiast oddawa¢ dobro nr 2 wystawia
,weksle” na dobro nr 3 itd. Istota schematu Ponzi’ego jest finansowanie dzisiej-
szej konsumpcji (w okresie ¢) wystawianiem obietnic zwrotu w okresie nastepnym
(t+1), ktore sa realizowane poprzez wystawianie ,weksli” na konsumpcje w okresie
t+ 21 tak ,do konca $wiata”.? Poszukujac réwnowagi rekursywnej bedziemy nakla-
da¢ na konsumentéw ograniczenia zwane czasem w literaturze anglojezycznej NPG
(ang. No Ponzi Game). W tym momencie wracamy do zagadnienia dynamicznego
z nieskonczonym horyzontem.

Konsumenci w okresie t wymieniaja si¢ prawami do konsumpcji ,jutro”. Niech
al oznacza prawa (posiadane lub ze znakiem minus wystawione ,weksle”) do kon-
sumpcji w okresie t. a; jest po prostu wielkoscig aktywow w danym momencie.
Przyjmijmy oznaczenie ¢; na cen¢ nabywanego w okresie ¢ prawa do konsumpcji
w okresie nastepnym (¢ + 1). Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe konsumenta
ma postac:

¢+ @y, < Y+ ag. (4.15)
Stwierdza ono, ze taczna wartos¢ dzisiejszej konsumpcji i zakupionych praw do kon-
sumpcji jutro nie moze przewyzszac¢ dzisiejszego dochodu i wartosci aktywow konsu-
menta. Nieréwnosé¢ (4.15) nie zabezpiecza przed schematami Ponzi’ego. Konsumpcja
dzi$§ moze by¢ arbitralnie duza, zas jutrzejsze aktywa arbitralnie mate. Niech (p;)$2,
bedzie wektorem cen Arrowa-Debreu. Wtedy wyrazenie:

Qf = Zr=tPrlr (4.16)
Pt
okresla bogactwo (w jednostkach konsumpcji z okresu t) i-tego konsumenta w okresie
t. Warunek wykluczajacy schemat Ponzi’ego mozemy zapisa¢ nastepujaco:

—ayyy < Qg (4.17)

Nierownos¢ powyzsza stwierdza, ze konsument nie moze obieca¢ zwrdocié¢ jutro wie-
cej, niz sa warte jego catkowite dochody od jutra do nieskoniczonosci. Ograniczenie
(4.17) nazywane jest czasem naturalnym limitem dlugu. Analize alternatywnej po-
staci warunku NPG pozostawiamy jako zadanie.
Jak wyglada réwnanie Bellmana zwigzane z problemem maksymalizacji (4.9)7
W naszym przypadku czas jest zmienna stanu (argumentem funkcji wartosci), bo
okredla przyszty strumien dochodow, tak wiec funkcje wartosci i-tego konsumenta
mozna zapisa¢ w postaci V{(a;).!° Zmiennymi decyzyjnymi konsumenta sa: dzisiejsza
konsumpcja ¢; i jutrzejsze aktywa a;.1. Stwierdzamy, iz funkcja wartosci okreslona
jest réwnaniem:
V(ah) = max {u(c)) + BV, (at )}, (4.18)

7 k3
Cerytq

9 Przykladem schematu Ponzi’ego jest zaciagniecie kredytu w pewnym banku na kwote B,
splacenie go z odsetkami poprzez zaciggniecie w kolejnym banku kredytu w wysokosci B(1 + r)
i sptata go dzieki kolejnemu kredytowi B(1 +r)2. ..

10 Modele z produkcja oraz modele stochastyczne mozna sformutowaé w sposéb omijajacy czas
jako argument funkcji wartosci. W czystej wymianie z deterministycznym strumieniem dochodéw
takie sformutowanie inne niz trywialny przypadek y¢ = const nie jest mozliwe.
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przy czym maksymalizacja odbywa sie pod warunkami (4.15), (4.17) i ¢ > 0. Oczy-
wiscie jesli funkcja uzytecznosci chwilowej spelnia standardowe zatozenie u’' > 0,
to warunek (4.15) stanie si¢ rownoscia. W takim przypadku mozemy przeformuto-
waé rownanie (4.18) nastepujaco:

Vi (@) = max{u(c) + BV (i + @i = ) /a0)}- (4.19)

Przejdzmy do okreslenia rownowagi rekursywnej. Po pierwsze, musimy zagwaran-
towac¢ oczyszczanie sie rynku dobr i rynku kredytowego, a wiec spetnienie réwnosci
(dla kazdego t):

da=2u (4.20)
oraz

znjai = 0. (4.21)

Réwnanie (4.21) stwierdza, ze suma zobowigzail (— Y ;.qi<0 al) musi by¢ réwna su-
mie wierzytelnosci (Zmbo al). Zauwazmy, ze opisujac rownowage musi podaé po-
czatkowy rozklad aktywow (aj)™,, gdyz a! jest zmienna stanu dla kazdego z kon-
sumentow. Na réwnowage rekursywng sktadaja sie wiec: poczatkowy rozktad ak-
tywow (af)™;, wektor cen wzglednych ¢;, zestaw funkcji wartosci Vi (ai) spelniaja-
cych (4.18) i taki optymalnych polityk cj(a}), ai.,(s}), ze dla kazdego t spetnione sa
warunki (4.20) i (4.21).

Nalezy oczekiwaé, ze przy naturalnym zatozeniu V;aj) = 0 (na ,poczatku $wiata”
zaden z konsumentéw nie ma ani dlugéw ani wierzytelnosci) réwnowaga rekursywna
i rownowaga Arrowa-Debreu prowadzg do tej samej alokacji. Korzystajac z twier-
dzenia o obwiedni dla (4.19) uzyskujemy:

Vti,(ai) e (at—l—l)/Qt (4.22)
Z warunku pierwszego rzedu maksymalizacji po prawej stronie (4.19) mamy za$:
u'(cy) = BV (ai=) /ae- (4.23)

Poréwnujac prawe strony (4.22) i (4.23) otrzymujemy:
Vi'(ay) = u/(cy).

Podstawiajac w (4.22) u'(c}) 1 u'(cl, ) za V/(a}) 1 Vi, (a},,) odpowiednio, po prze-
ksztatceniach uzyskujemy réwnanie Eulera:

Bu'(¢iy1)
u'(cy)

= qt- (4.24)

Jednoczesnie przesuwajac do przodu (o jeden okres) warunek pierwszego rzedu mak-
symalizacji w problemie konsumenta majacego mozliwos¢ wymiany w okresie t = 0
(réwnanie (4.12)) i dzielac go obustronnie przez (4.12) otrzymujemy:

ﬁtﬂul(ciﬂ) _ Ptn

ﬂtul(ci) B e
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Po skréceniu mamy:

ﬁUI(CiH) _ Pi+1
u'(c) Dt

(4.25)
Warunek ten bedzie identyczny z (4.24) jesli tylko bedzie zachodzila réwnosé:

g = 2L, (4.26)
Dt

Niech (¢})°, bedzie Sciezka konsumpcji i-tego konsumenta w réwnowadze Arrowa-
Debreu. Pokazemy, ze w rownowadze rekursywnej z cenami danymi przez (4.26)
konsumenta sta¢ na te samag Sciezke. Zatézmy, ze konsument nasz ma nastepujaca
polityke w stosunku do aktywow:

i Z?—O: pT(Ei — y:—)
Ay = t+1pt+1 ) (4.27)

a wiec oszczedza tyle, ile jego przyszta konsumpcja przekracza przyszte dochody
(wycenione wedtug cen Arrowa-Debreu przeliczonych na okres ¢+ 1). Z miedzyokre-
sowego ograniczenia budzetowego (4.15) na okres t = 0 mamy:

‘ 2P (T —yr i
Ca_l_ﬁszlp( y):yt+0
Po b1

Stad:
p()Cé = Zpryfr - Zprar'
7=0 =1

Konfrontujac ten warunek z ograniczeniem budzetowym (4.10) (gdy zachodzi réw-
nos$¢) otrzymujemy:

ch = 7c. (4.28)

Wychodzac od ograniczenia (4.15) na okres t = 1 i postepujac podobnie uzyskamy
¢, = ¢ iprzez indukcje Vy»1 ¢ = ¢ . Oznacza to, ze $ciezka konsumpcji implikowana
przez polityke (4.27) pokrywa sie ze sciezka konsumpcji w réwnowadze Arrowa-
Debreu i jest dopuszczalna.

4.3 'Twierdzenia ekonomii dobrobytu

Ponizej prezentujemy dwa twierdzenia ekonomii dobrobytu w ogélnej wersji. No-
woczesne ich sformutowanie pochodzi od Arrowa [2], dow6d tych twierdzen w przy-
padku dowolnych (w tym nieskoriczeniewymiarowych) przestrzeni liniowych nalezy
do Debreu [9].!! Nasza prezentacja bazuje na artykule Debreu.

1 Artykuly Arrowa i Debreu zostaly przedrukowane w [3] i [10].
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4 Interakcje optymalizujgcych podmiotéow. Rownowaga ogdlna

4.3.1 Zalozenia i definicje

Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych R (patrz de-
finicja C.1). L interpretujemy jako przestrzen débr i czynnikéw produkeji wymienia-
nych w gospodarce. Konsumentéw indeksujemy elementami zbioru J = {1,...,m}
przedsiebiorstwa elementami zbioru J = {1, ..., n}. Kazdy konsument dokonuje wy-
boru swojej wiazki konsumpcji i wiazki wktadéw czynnikéw produkeji (ze znakiem
minus) z° ze zbioru X* C L. Zbiér X ograniczony jest warunkami przezycia konsu-
menta oraz warunkami nieujemnego poziomu konsumpcji i niedodatniego poziomu
naktadéw czynnikéw produkeji.!? Przedsiebiorstwo wybiera wigzke wktadéw czyn-
nikéw produkeji (ze znakiem minus) i produkowanych débr y? ze zbioru Y7 C L.
Zbiér Y w pelni opisuje ograniczenia technologiczne j-tego przedsicbiorstwa, mozna
o nim mysle¢ jako o geometrycznym odbiciu jego struktury input-output.

Definicja 4.6 Alokacjq nazywamy dowolny element [(z°), (y?)] € X1 x -+ - x X™ x
Yix.---xY" awiec dowolne przypisanie konsumentom i przedsiebiorstwom pozio-
mow konsumpcyi, nakiadow czynnikow produkcyi © wielkosci produkcyi.

Definicja 4.7 Niech z oznacza poczgtkowy zasob (lgczne wyposazenie poczgtkowe
wszystkich uczestnikéw wymiany) w gospodarce. Alokacja [(z°), (y?)] jest dopusz-
czalna, jesli Y, xt — >, Yy = 2z, a wiec popyt netto konsumentéw i przedsiebiorstw
zaspokajany jest przez egzogeniczny zasob poczgtkowy.

System cen bedziemy utozsamia¢ z pewnym funkcjonatem liniowym p na L (patrz
strona 159).1% Interpretacja p jest nastepujaca: pr’ okresla warto$é wiazki i-tego
konsumenta, za$ py’ zysk j-tego przedsiebiorstwa.

Celem konsumentow jest osiagniecie najwigkszej satysfakeji z konsumpcji opisa-
nej relacja stabej preferencji <’ na zbiorze X*, przy zadanym przez p ograniczeniu
budzetowym. Niech 2 bedzie wyposazaniem poczatkowym i-tego konsumenta.'* Be-
dzie on poszukiwal takiego 7° € X?, ze

pT =pzt AN Vexi T < 2" = pT < pa' (4.29)

Celem przedsiebiorstw jest wybodr takich naktadéw czynnikow produkeji i po-
ziomu produkcji by osiggnaé¢ maksymalny zysk. Przedsiebiorstwo poszukuje takiego
7’ €Y7, by

Vyiey: py' < py’. (4.30)

Definicja 4.8 Réwnowagq konkurencyjng nazywamy taki funkcjonat cen p i takg
alokacje dopuszczalng [(Z°), (§7)], przy ktérych spetnione sq warunki (4.29) i (4.30).

12 Naktady czynnikéw produkeji brane sa ze znakiem minus, a wiec ograniczenia na naktady
czynnikéw produkeji oznaczaja, ze np. nie mozna pracowaé mniej niz zero czasu.

13 W przypadku skoniczonej liczby k débr L jest przestrzenia RF i system cen to wektor k liczb
(p1,--.,pK), ktorego i-ta sktadowe interpretujemy jako cene i-tego dobra. Juz w poprzednim pod-
rozdziale prezentowaliSmy model, w ktérym L nie ma skoniczonego wymiaru. Wtasnie po to, by
nasze twierdzenia obejmowaly takze sytuacje tego typu musimy odwolywac sie do wynikéw analizy
funkcjonalnej i okreslaé¢ system cen jako funkcjonal liniowy na L. Oczywidcie w przypadku prze-
strzeni dobr R¥ funkcjonaty liniowe maja reprezentacje w postaci wektora (p1, ..., px) — przestrzen
sprzezona z RF jest izomorficzna z R, patrz strony 159-160.

14 Zakladamy, ze caly wyposazenie poczatkowe z jest w rekach konsumentéw, a wiec > 2=z
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Ponizsza definicja jest naturalnym rozszerzeniem definicji 4.5.

Definicja 4.9 Alokacje [(Z°), (¢7)] nazywamy efektywng w sensie Pareto jesli jest
dopuszczalna i nie istnieje taka alokacja dopuszczalna [(2°), (y7)], dla ktérej

Vies ' ' 2" AN dieg 7' <" 2"

W obu twierdzeniach ekonomii dobrobytu musimy wprowadzi¢ kilka dodatko-
wych zatozen o preferencjach konsumentow. Pierwszym z nich bedzie zatozenie, ze
alokacje w réwnowadze konkurencyjnej nie pokrywaja sie z punktami nasycenia zad-
nego konsumentow.

Definicja 4.10 Wigzke 2° € X nazywamy punktem nasycenia, jesli dla kazdego
2 € X' zachodzi x¥ <* .

Bardzo waznym zatozeniem jest zatozenie o wypuktosci preferencji.

Definicja 4.11 Mowimy, ze preferencje < okreslone na X sq wypukle, jesl dla
kazdych x' 2" € X takich, ze ' < 2" zachodzi:

\V/0<t<1 LE/ '< (]_ - t):)j/ + t.TH. (431)

Wypuktosé preferencji oznacza wiec, ze jesli wiazka x” jest lepsza od wigzki
x’, to wszystkie wiazki posrednie (na ,odcinku” taczacym z’ z z”) sa takze lepsze
niz z’. Jak ma sie zalozenie o wypuklosci preferencji do standardowego zalozenia
o wklestosci funkeji uzytecznosci? Rozpatrzmy przyktad z jednym dobrem w dwéch
okresach 1 dyskontowaniem uzytecznosci. Niech wiec L = R? i X = R?. Preferencje
na X zadane sa przez nastepujaca funkcje:

U(z) = u(zo) + Bu(zy),

gdzie u jest wklesty funkcja uzytecznosci chwilowej. Przyjmijmy, ze U(z) < U(x'),
czyli © < o'. Pokazemy, ze dla dowolnego t € (0, 1) zachodzi U(z) < U(tx+(1—t)z")
(czyli x <tz + (1 — t)2’). Mamy bowiem:

Ute + (1 — t)a") = u(txo + (1 — t)xg) + fu(tz; + (1 —t)z)) >

tu(wo) + (1 — t)u(xp) + Ptu(z:) + (1 — tu(zy) =
tU(x) + (1 —t)U(2") > U(x).

Pierwsza nieréwno$¢ wynika z wklestosci u, druga z zalozenia U(x) < U(x').'?

Cwiczenie 4.4 Niech L bedzie przestrzenia ciagéw ograniczonych [*° i niech X = {a; €
[°°:V; a; > 0}. Pokaz, ze preferencje zadane na X przez:

Z ﬂtU(Ct),
t=0

gdzie u jest wklesta funkcja uzytecznosci chwilowej, sa wypukte.

15 Niech a < bit € (0,1). Mamy wtedy: ta + (1 —t)b =ta+ (1 —t)b— (1 —t)a+ (1 — t)a =
a+(1—t)(b—a)>a.
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Wprowadzimy jeszcze jeden warunek regularnosci preferencji.

Jesli zbior X C L jest zbiorem wypukltym, wtedy dla kazdych dwoéch punktéw
o', 2" € X zbiér {t € R:ta’ + (1 —t)2” € X} jest przedzialem w R (by¢ moze bez
jednego lub dwéch punktéw koricowych).1©

Definicja 4.12 Niech =< bedg pewnymi preferencjami okreslonymi na X. Mowimy,
ze preferencje = spetniajg staby warunek ciggtosci, jesli dla wolnych trzech punktow
x, 2’ 2" € X zbiory

{t:1-t)' +ta" e X Nx 2 (1 —t)a’ + 2"}

{t:1-t)' +ta" e X N1 —t)2' +tz" Lz}
sq domkniete w:
{t: (1 —t)2’ +t2" € X}.

Lemat 4.1 Niech X bedzie wypuklym podzbiorem pewnej przestrzeni liniowej L,
< bedg okreslonymi na X wypuklymi preferencjami spetniajgcyme staby warunek
cigglosci. Wtedy dla kazdych o', 2" € X" takich, ze ' < 2" zachodzi:

Vo<i<t @ 2 (1 —t)a" +ta”. (4.32)
Dowdd. Ze stabej cigglosci preferencji wynika, ze zbioér
{t1-t)'+ta" e X N1 —t)2' +tz" <2’}
jest otwarty w
{t: 1 —t)a" +ta" € X}

i otwarte jest jego przeciecie z przedzialem (0, 1). Pokazemy, ze ta czesé wspélna jest
pusta. W przeciwnym przypadku nalezatyby do niej dwie liczby ¢; < t5. Odpowiada-
jace tym liczbom punkty z!, 22 musialyby spetiaé 2! < 2/ < 2" oraz 22 < 2/ < 2”.
Wypuklodci preferencji w potaczeniu z warunkiem 2! < 2” implikuje 2! < 22 (22 jest
pomiedzy z' i 2”). Analogicznie, z 2% < 2’ wynika 2> < z!. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi tezy. W

Dowdd ponizszego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt 4.1 Niech X bedzie wypuktym podzbiorem pewnej przestrzeni liniowej L, <
bedq okreslonymi na X wypuklymi preferencjami spetniajgcymi staby warunek cig-
glosci i niech x' bedzie dowolng wigzkq z X. Zbiory:

X()={re X:2' 21}
X()={reX:a <z}
sq wypukte (X (') moze by¢ pusty).

Cwiczenie 4.5 Korzystajac z lematu 4.1 udowodnij powyzszy fakt.

16 7Zbior {t € Rita’ + (1 — t)2” € X} jest zbiorem tych parametréw t, dla ktérych prosta
w L przechodzaca przez punkty z’ i z” przecina sie z X. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym
zadna prosta nie moze z niego ,,wyj$¢” i ponownie ,wej$¢”, a wiec zbiér parametrow dla ktorych
te’ + (1 —t)a” € X moze by¢ tylko odcinkiem, pdlprosta lub prosta.
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4.3.2 Pierwsze twierdzenie ekonomii dobrobytu

Twierdzenie 4.1 Niech bedq spetnione nastepujoce warunki:
1. dla kazdego i zbiér X jest wypukly,
2. dla kazdego i preferencie < sq wypukie.
Wtedy kazda taka alokacja w réwnowadze konkurencyjnej [(z*), (i’)], w ktérej Zadna
2 wigzek T' nie jest punktem nasycenia w X° jest efektywna w sensie Pareto.
Dowdéd. Z warunku optymalnosci wyboru konsumenta przy zadanym ograniczeniu
budzetowym mamy (7*, z° € X"):

<2t = pxi > pfi.
Niech wigzka 2 spelnia warunek:

Tt gt = (=) A (2f =TT,

czyli bedzie réwnowazna z 7°.!” Poniewaz Z° nie jest punktem nasycenia w X' istnieje
2" € X' preferowane nad Z, a wiec takze nad 2'. Z wypuklodci preferencji, dla
0 <t <1 mamy:
Tt <" (1 —t)a' +ta",
co w potaczeniu z zalozeniem optymalnego wyboru przy ograniczeniu budzetowym
daje:
pr’ < (1 —t)pa’ + tpx”.

Przechodzac do granicy przy t — 0 wnioskujemy, iz:
(z' " 2') = pa' > pa'.
Celem naszym jest pokazanie, ze zadna alokacja [(z°), (y7)], dla ktore;
Vieg @ <2t A T 7 <12
nie jest dopuszczalna. Niech ¢/ bedzie takim indeksem, ze z¥ <? z'. Z zalozenia

. . . s . . . , . . il g/
o maksymalizacji uzytecznosci oraz poprzednich rozwazan wynika, ze pz* > px*, a
dla i # ¢ zachodzi pz' > pz'. Dodajac stronami te nieréwnosci uzyskujemy:

Z pxi > Z piti.

7 warunku maksymalizacji zyskéw przedsiebiorstwa mamy:
dopy’ < _opy
J J

Powyzsze nieréwnosci tacznie daja:

Sopxt =D pyt > prt = i

17 Istnieje przynajmniej jedna taka wigzka, gdyz na mocy zwrotnoéci relacji stabej preferencji
Z' jest réwnowazna ze sobg.
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Z liniowoéci funkcjonatu p i dopuszczalnogei alokacji [(z%), (77)] wynika:

dop =) py =p (Zﬂ‘ci - Zz?j) = p2.
i j i j
Poniewaz:
p (in - Zyj) > p2,
( J
Sia' =3y’ # z 1 wnioskujemy, iz alokacja [(2*), (y?)] nie jest dopuszczalna. M

4.3.3 Drugie twierdzenie ekonomii dobrobytu

Twierdzenie 4.2 Niech L bedzie przestrzenig Banacha (ogdlniej: przestrzeniq li-
niowo topologiczng). Zaléimy, Ze spelnione sq warunki 1 i 2 twierdzenia 4.1 oraz:
3. preferencje spetniajq staby warunek ciggtosci,

4. 2bior Y =YV, ={ye L:y=3,y',y" €Y'} jest wypukly,

5. L jest skonczonego wymiaru lub Y ma niepuste wnetrze.

Wtedy kazdej alokacji [(Z°), (§7)] efektywnej w sensie Pareto, w ktérej dla pewnego i
wigzka T nie jest punktem nasycenia, odpowiada (nietrywialny, tj. nieréwny tozsa-
mosciowo zeru) funkcjonal liniowy p na L taki, Ze:

Y (" € XA (T 2 2") = pa’ > pa’ (4.33)

oraz
Viy €Y' = py' <py'. (4.34)

Dowéd. 7 faktu 4.1 wynika, ze zbiory:

Xi(z") ={2' € X" 7" < 2"}
Xi(7) = {a' € X': 7' < 2’}

s wypukte.
Niech i’ bedzie takim indeksem, dla ktérego wiazka Z* nie jest punktem nasycenia.

Wtedy F(a’cﬂ) jest niepusty. Okredlmy zbiér Z nastepujaco:

Z=X"z")+ Y Xi(z") - > Y.
i/ j

Z wypuktosci sktadnikéw sumy wynika, iz Z jest zbiorem wypuktym i jesli Y ma
niepuste wnetrze ma je tez i Z. Poniewaz wyjsciowa alokacja [(Z%), (77)] byta efek-
tywna w sensie Pareto, zasob poczatkowy z nie moze naleze¢ do Z. Twierdzenie
o oddzielaniu (twierdzenie C.15) zapewnia istnienie takiego funkcjonaltu liniowego
p, 7ze pz < pz': 2’ € Z. Poniewaz:

=y -> 7
i j
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dla kazdych 2% € ﬁ, rt € X1 (i £1i'), wiec:

p 2@ =) = —¢)| >0 (4.35)

i J

Rozpatrzmy punkty (1 —¢)z° + ta¥ € ﬁ, gdzie 0 < t < 1. Przechodzac do granicy
przy t — 0 stwierdzamy, ze powyzsza nierownos¢ zachodzi takze, dla ' e XV,
Wezmy teraz dowolne i’ i ustalmy @' = 7':7 # i, ¥ € X7 oraz V; y/ = ¢’. Z (4.35)
wynika wtedy

i,

pxr’ > pi:i,.

Poniewaz indeks ¢ byl wybrany dowolnie, wiec wykazalidémy (4.33). By wyka-

zaé (4.34) wystarczy przyja¢ V; o' = T' i ustali¢ wszystkie wiazki y/ poza jedna
na poziomie y/ = ¢'. N

Zwroémy uwage, iz twierdzenie 4.2 jest tylko czesciowym odwrdceniem twierdze-
nia 4.1. Maksymalizacja uzytecznosci oznacza, iz wszystkie lepsze wiazki konsump-
cji sa drozsze (konsumenta nie sta¢ na nie). W tezie drugiego twierdzenia ekonomii
dobrobytu mamy za$ stwierdzenie, iz wigzki niegorsze niz T' nie sy taisze. Pelne
odwrocenie tezy pierwszego twierdzenia dobrobytu jest mozliwe przy pewnych do-
datkowych zatozeniach i zawarte jest w ponizszym wniosku.

Whniosek 4.1 Niech [(z%), (37)] bedzie alokacjq efektywng w sensie Pareto i p bedzie
funkcjonatem, o ktérym mowa w tezie twierdzenia 4.2. Niech dodatkowo dla kazdego i
istnieje vV € X°, takie, Ze pxt > px?. Wtedy alokacje [(?), ()] mozna uzyskaé jako
wynik rownowagi konkurencyinej, przy takiej redystrybucyi zasobow poczgtkowych, by
dla kazdego i zachodzita nieréwnosé pz' > pz'.

Dowdd. Rozpatrzmy ' € X', takie, ze px’ < px'. Niech 0 < t < 1 wtedy

pl(1 —t)z" +t2"] < px'.
Stad i z (4.33) wynika (1 — t)x’ + ta¥ <* 7', Zbior
{tt(1—t)x' +ta" € X' AN(1 —t)a’ + ta” < 7'}

zawiera przedzial otwarty (0,1) i jest domkniety w {t: (1 — )z’ + ta” € X'}, a wiec
zawiera 0. Stad 2! < #'. Poniewaz wigzka ¢ byta wybrana dowolnie, pokazali$my, ze
kazdy niedrozszy koszyk jest nielepszy, co znaczy, ze ' jest optymalnym wyborem
przy ograniczeniu budzetowym zadanym przez p. Nieréwnosé (4.34) jest warunkiem
maksymalizacji zyskoéw przedsigbiorstw, a wigc system cen p i alokacja [(Z°), (7)]
spetniajg warunki definicji réwnowagi konkurencyjnej. MW

4.3.4 Uwagi

Nasze rozwazania bazowaly na pojeciu preferencji, a nie samej funkcji uzytecz-
nosci cho¢ jak wskazywaliSmy na stronie 53 uzyteczno$¢ w naturalny sposob za-
daje relacje preferencji. Czytelnik nie powinien jednak ulec wrazeniu, ze operowanie
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na preferencjach istotnie zwieksza ogdlno$¢ naszych rozwazan, gdyz przyjelismy cal-
kiem mocne zalozenia o preferencjach (wypukloéé i staby aksjomat ciagtosci).

W klasycznym artykule Debreu [9] jak i w wigkszosci podrecznikowych prezenta-
¢ji w definicji rownowagi konkurencyjnej nie méwi sie nic o rozktadzie poczatkowego
zasobu. Odwolywanie si¢ do rozkladu (2°) w definicji réwnowagi nie ma znaczenia
dla dowodu twierdzen 4.1 i 4.2. Rozktad zasobu poczatkowego pojawia si¢ tylko we
wniosku 4.1. Wydaje sie, ze takie odejscie od klasycznej prezentacji pozwala jednak
lepiej zrozumie¢ konsekwencje twierdzen ekonomii dobrobytu, szczegolnie drugiego
twierdzenia i ptynacego zen wniosku.

Geometryczna interpretacje pierwszego twierdzenia dobrobytu juz podawalismy
omawiajac rysunek 4.3b. Zauwazmy, ze idea stojaca za tym twierdzeniem jest cal-
kiem prosta: poprawa sytuacji ktoregokolwiek z konsumentéw tamiac jego ograni-
czenie budzetowe musiataby jednoczesnie tamaé¢ ograniczenie zasobow.

Przyjrzyjmy si¢ jeszcze przez chwile rysunkowi 4.2b. Drugie twierdzenie ekono-
mii dobrobytu méwi, ze przez kazdy punkt ' wspoéttworzacy alokacje efektywna
w sensie Pareto mozna przeprowadzi¢ prosta (w ogdlnym przypadku hiperptaszczy-
zne pxr' = pz'), tak, ze dla kazdego konsumenta wszystkie wigzki débr preferowane
nad wyjsciowy beda lezaly ,po jednej stronie” rzeczonej prostej (hiperplaszczy-
zny). Jednoczesdnie rysunek 4.2b pozwala zrozumieé¢ kwestie poczatkowych zasobéw
i ewentualnie redystrybucji, o ktorej mowa we wniosku 4.1. Jak juz zauwazylismy
wczedniej przy poczatkowym zasobie jak na rysunku 4.2b alokacja P, nie moze zo-
sta¢ osiggnieta w wyniku wymiany. By osiggnac alokacje P, nalezy najpierw dokonad
transferu od pierwszego konsumenta do drugiego. Oczywiscie sama kwestia wielkosci
transferu jest trywialna — wystarczy tak rozdzieli¢ zasoéb poczatkowy by odpowiadat
on oczekiwanej przez nas alokacji Pareto-efektywnej. Wtedy rownowaga konkuren-
cyjna ustali sie w tym samym punkcie (w przypadku czystej wymiany do handlu
de facto nie dojdzie). Zauwazmy, ze drugie twierdzenie ekonomii dobrobytu zupel-
nie oddziela kwestie efektywnosci od problemoéw sprawiedliwosci spotecznej i skali
redystrybucji.

Drugie twierdzenie ekonomii dobrobytu oprocz znaczenia dla ,ekonomii politycz-
nej” odgrywa takze duzg role praktyczna. Zatézmy, ze interesujacy nas model go-
spodarki spelnia odpowiednie zalozenia i wnioskujemy, iz kazda alokacje efektywna
mozna uzyskac¢ jako wynik réwnowagi konkurencyjnej. Jesli umiemy relatywnie pro-
sto okresla¢ efektywne alokacje, np. jako rozwigzania problemu ,centralnego plani-
sty”, mozna pominaé¢ o wiele trudniejsze (takze numerycznie) szukanie réwnowagi
konkurencyjnej, wiedzac, ze (przy odpowiedniej alokacji zasobéw poczatkowych)
osiagnelibyémy ten sam wynik.'® Powyzsze podejscie byto standardowo wykorzysty-
wane m. in. przez teoretykéw realnego cyklu koniunkturalnego, az do wprowadzenia
do modeli RBC elementéw tamiacych zalozenia twierdzenia ekonomii dobrobytu,
lub, inaczej moéwiac, do czaséw budowy modeli, w ktérych rownowaga konkuren-
cyjna nie jest efektywna w sensie Pareto.

18 Ten tok rozumowania prowadzi do ciekawego wniosku. W niniejszym rozdziale jak i w calej
ksiazce zakladamy istnienie réwnowagi konkurencyjnej. Jednak w sytuacji, w ktorej umiemy zna-
lez¢ alokacje Pareto-efektywne i spelnione sa odpowiednie zalozenia, drugie twierdzenie ekonomii
dobrobytu i plynacy zen wniosek dowodzg jej istnienia.
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4.4 Centralny planista i koncepcja reprezentatywnego podmiotu

4.4 Centralny planista i koncepcja reprezenta-
tywnego podmiotu

Rozpatrzmy jeszcze raz przyktad czystej wymiany z nieskonczonym horyzontem
ze strony 57. Gospodarka sktada sie z n konsumentéw zyjacych nieskonczenie dtugo.
Uzyteczno$é i-tego konsumenta, jaka zapewnia mu strumieii konsumpcji (¢£)52, je-
dynego dobra wynosi:

Ut = iﬁtu(ci), (4.36)
t=0

Konsument ten ma zapewniony strumient dochodéw (y!)52,,.
Zalozmy, ze alokacji dokonuje instytucja o charakterze nakazowo-rozdzielczym —
wcentralny planista”, ktory rozwiazuje nastepujacy problem (tzw. problem Pareto):

n n

maXU:ZHiUi pw. V, ZCKZ?JZ?

i=1 =1 i=1

s (4.37)

O wagach 0 zaktadamy, ze sa dodatnie i 37, 6” = 1. Centralny planista bierze pod
uwage catkowite zasoby w gospodarce (a wiec zbiér rozwigzan dopuszczalnych jego
problemu stanowia alokacje dopuszczalne) i rozdziela je tak, by maksymalizowaé
srednia wazona uzytecznos¢ catego spoteczenstwa.

Latwo zauwazy¢, ze alokacja dokonana przez centralnego planiste bedzie zawsze
efektywna w sensie Pareto. Niech [(¢})$2,]", bedzie rozwiazaniem problemu (4.37).
Jesli alokacja ta nie bytaby efektywna w sensie Pareto, wtedy istniataby taka alokacja

dopuszezalna, [(¢7)52,]™,, dla ktorej V; U ((/)52,) = U ((¢))52,) i dla pewnego i

(2

byloby U ((c})2,) > U'((¢}')2,). Oznaczaloby to, ze

U ([(@)2oli) > U ([@)ali)

co przeczy zalozeniu o [(¢})52,]™ ;.

Na mocy drugiego twierdzenia ekonomii dobrobytu i ptynacego zen wniosku alo-
kacje [(c})s2,)", mozna uzyska¢ jako wynik réwnowagi konkurencyjnej. W szcze-
gblnosci, jesli konsumenci majg identyczne preferencje i wyposazenia poczatkowe
(strumienie dochodéw) rozwiazanie problemu centralnego planisty (dla 6° = 1/n)
bedzie sie pokrywalo z rownowaga konkurencyjna, ktéra w tym szczegdlnym przy-
padku nosi nazwe symetryczne;j.'?

Niech u’(-) beda niekoniecznie identycznymi funkcjami uzytecznosci chwilowej
konsumentéw. Okreslmy nastepujaca funkcje:

u<c>:max{zeiui<ci> pw. c1+...+cn<c}. (4.39)
=1

Pokazemy, ze u(-) jest funkcja rosnaca i wklesta. Lagranzan problemu optymaliza-
cyjnego (4.38) ma postac:

L =maxy_ 0u'(c’)— A <Z ¢ — c) .
i=1

i=1

19 Oczywiscie, w czystej wymianie rozwigzanie problemu centralnego planisty z réwnymi wa-
gami, jak i okreélenie rownowagi symetrycznej sa trywialne.
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4 Interakcje optymalizujgcych podmiotéow. Rownowaga ogdlna

Warunkiem pierwszego rzedu, ze wzgledu na ¢ jest uktad réwnan:

0'u”(c') = A
Niech liczby ¢*!, ..., ¢*", A\* beda optymalne. Z definicji u(c) i twierdzenia o obwiedni
(patrz tez strona 24) otrzymujemy:

u'(c) = %L(C*l, L TN =
Mamy \* = 0'u”(c*). Z u” > 0 wynika wprost, ze u’ > 0. Wiemy tez, ze u" jest
funkcja malejaca. Jesli w problemie (4.38) wzrosnie ¢, wzrosnie tez ¢, wigc zmaleje
\*, 7 czego wnioskujemy o wklestosci u(-).
Korzystajac z funkcji u mozemy (odwotujac sie do odpowiednich wtasnosci mak-
simum) przeformutowaé problem centralnego planisty nastepujaco:

maXZu(Ct) pw. Ve <y (4.39)
i=1

Mozna powiedzie¢, ze centralny planista maksymalizuje uzytecznos$é reprezentatyw-
nego podmiotu.

Zadania

Zadanie 4.1 Na rynku spotyka sie dwoch konsumentéw o tym samym wspol-
czynniku dyskontujacym 0 < [ < 1 i chwilowej funkcji uzytecznosci u(c) =
Inc dysponujacych zasobami (y})2, = (1,0,G*0,G*0,G% ...) i (y})X, =
(0,G,0,G3,0,G%,0,...), przy czym G > 1. Podaj definicje réwnowagi konkuren-
cyjnej z wymiana tylko w okresie ¢t = 0. Zapisz warunki jakie ja okreslaja. Zgadnij,
ze konsumpcja obu konsumentéw bedzie rosta w staltym tempie G i znajdz réwno-
wage. Pokaz, ze jesli nada¢ wyrazeniu p;/p;11 — 1 interpretacje stopy procentowej ,
przyja¢ 0 = 37! — 1 (indywidualna stopy dyskontujaca) i ¢ = G — 1 (stopa wzro-
stu), to zachodzi r ~ 6 + g. Jaki wplyw na ten wynik ma przyjeta formuta funkcji
uzytecznodci, w szczegdlnosci, co by sie stato gdyby$my przyjeli u(c) = ¢'=7/(1 — o)
(c>0AN0 #£1)?

Zadanie 4.2 Warunek NPG czesto bywa zapisywany nastepujaca nieréwnoscia:

t—1

Jim (1_[0(]7> a; > 0, (4.40)

ktora interpretuje si¢ nastepujaco: zdyskontowane na dzis aktywa na ,koncu swiata”

(w nieskonczonosci) musza by¢ nieujemne. Przyjmij, ze zachodzi (4.26). Pokaz, ze:
3—_:1[) Pr (y‘r - C'r)

ay = )

yg;

jest rozwigzaniem réwnania
i i i i
Ct + Qg = Yp T ay

z warunkiem poczatkowym ay = 0, jesli tylko ¢, = p;—tl. Pokaz, ze przy tak okreslo-

nym a; spelienie (4.17) i (4.40) wynika wprost z ograniczenia budzetowego (4.10).
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Rozdziat 5

Konsumpcja 1 inwestycje w rownowadze
ogolnej

Celem niniejszego rozdziatu jest analiza kilku wariantéw zdecentralizowanej wer-
sji modelu Ramseya.! Rozdzial ten stanowi wprowadzenie do omawianych pdzZniej
stochastycznych modeli réwnowagi ogdlnej (w szczegélnosci teorii realnego cyklu
koniunkturalnego) i nowoczesnej teorii wzrostu.

Podstawowy nacisk polozony jest na zrozumienie roli poszczegdlnych zatozen,
pewne aspekty ,techniczne” i interpretacje uzyskanych wynikéw. Czytelnika zainte-
resowanego implikacjami ekonomicznymi czy tez sposobami wprowadzenia endoge-
nicznego postepu technologicznego odsytamy do literatury wzrostu.?

5.1 Podstawowe zalozenia

W gospodarce dziata wiele podmiotéw funkcjonujacych nieskoniczenie dtugo czer-
piacych uzytecznosé z konsumpcji jednego dobra. Zamiast okresla¢ je mianem konsu-
mentow i zaktadac¢, ze ludzie sg niesmiertelni, bedziemy utozsamiaé¢ owe podmioty
z gospodarstwami domowymi (rodzinami), ktérych liczebnos$é jest stala w czasie.
Zaktadamy, ze zyjacy cztonkowie rodziny cenig konsumpcje przysztych pokolen tak,
jak wlasna — odpowiednio odroczong w czasie. Uzytecznos¢ gospodarstwa domowego
jest funkcja strumienia konsumpcji reprezentatywnego cztonka rodziny i wyraza sie
wzorem:

ioﬁtu@f;). (5.1)

W kazdym okresie kazde gospodarstwo domowe sprzedaje na rynku jednostke pracy.

1 Gciglej: modelu Ramseya-Cassa-Koopmansa, patrz przypis na stronie 30.

2 Patrz np. Barro i Sala-i-Martin [5], Aghion i Howitt [1]. Czytelnikowi nalezy si¢ jedna uwaga:
wielu teoretykow wzrostu postuguje sie¢ modelami w czasie ciagltym, co wymaga znajomosci ra-
chunku wariacyjnego i/lub zasady maksimum (hamiltoniany). Nieco skrétowa prezentacje pod-
stawowych modeli wzrostu w czasie dyskretnym mozna znalezé u Sargenta i Ljungqvista [21],
rozdz. 11.
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5 Konsumpcja 1+ inwestycje w rownowadze ogolnej

Przedsiebiorstwa dysponuja technologia opisang ciggta i dwukrotnie rézniczko-
walng funkcja F(K, L), gdzie K to naktad kapitalu, L — naklad pracy. Funkcja
produkeji cechuje si¢ statymi korzyéciami skali (jest jednorodna stopnia 1):3

F(AK,\L) = AF(K,L).
Z twierdzenia Eulera o funkcjach jednorodnych* mamy:
F(K,L)=Fx(K,L)K + F1,(K,L)L. (5.2)

Tak wiec produkt przy technologii o statych korzysciach skali mozna podzieli¢ na cze-
Sci yotrzymane” dzigki naktadom pracy i kapitatu. Wyrazenia M PL = Fr(K,L) i
MPK = Fg(K, L) interpretujemy jako krancowy produkt pracy i kapitatu.

Naturalne jest zatozenie, iz krancowe produkty obu czynnikéw produkcji sa do-
datnie i maleja wraz z ich naktadami:

MPLEFK,MPKEFL>O, FKK:MPKK,FLL:MPLL<O.
Rézniczkujac réwnosé (5.2) po K mamy takze:
Fyx=FgxK+ Fx + Frxg L+ Fr L.

Z powyzszego réwnania i z zatozenia Fx < 0 wynika, ze pochodne mieszane funkcji
produkeji (na mocy twierdzenia Schwarza Fpx = Fkp) sa dodatnie, co ma prosta
interpretacje ekonomiczna: wzrost naktadéw jednego z czynnikow produkceji zwigksza
krancowy produkt drugiego (czynniki produkeji sa komplementarne).

Czesto przyjmuje sie takze dodatkowe zatozenia o funkcji produkcji:

IIQTOFK(K’l) = +OO> %{%FL(LL) :+OO>

Kl—lg-looFK(K’l) :0, LEI—&I}OOFL(LL) =0.
Warunki te (tzw. warunki Inady) maja charakter techniczny, ostanie dwa z nich
nalezy odczytywac nastepujaco: przy ustalonym poziomie jednego z czynnikéw pro-
dukcji i bardzo duzych naktadach drugiego, krancowy jego przychdd jest znikomy.

3 Ogolnie: méwimy, ze funkcja z(x1,...,2,) jest dodatnio jednorodna stopnia a, jedli dla kaz-
dych dodatnich 1, ..., z, 1 X spelniony jest warunek z(Az1,...,A\x,) = A%2(x1, ..., 24).
4 Niech z(z1,...,2,) bedzie funkcja dodatnio jednorodna stopnia «. Ustalmy z1,...,2,. Dla
dowolnego ¢ > 0 mamy:
z2(txy, ... txy) =t%2(x1, ..., zy).

Rézniczkujac powyzsza réwnosé po t uzyskujemy:
z1(tx, .. tep)zy + -+ zp(txe, .. tey) T, = ataflz(xl, ceey Tp).
W szczegdlnosei dla ¢ = 1 mamy:
z1(21, -y )T+ 2 (X1, T )T, = az(T, ., T).

Powyzsza réwnosé zachodzi dla dowolnych x1, ..., x,.
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5.2 Podstawowa wersja modelu

W wielu analizach korzysta sie z tzw. intensywnej postaci funkcji produkeji. Jest

ona okreslona nastepujaco (przyjmujemy k = %)

iy 1) _ BRI (5.3)

ﬂk)zF(f L

Funkcja produkcji w postaci intensywnej wyznacza wielkos¢ produkcji na jednostke
pracy w zaleznosci od przypadajacego na nig zasobu kapitatu. Prostym rachunkiem
mozna sprawdzi¢ nastepujgce rownosci:

Fr(K, L) = f'(k), Fu(K,L)= f(k)—kf'(k). (5.4)
Cwiczenie 5.1 Udowodnij powyzsze wzory.

Cwiczenie 5.2 Pokaz, ze funkcja Cobba-Douglasa okreslona réwnaniem:
F(K,L) = CK“L'™,

spelnia wszystkie warunki opisujace funkcje produkcji. Jaka jest elastycznosé produkcji
wzgledem nakltadow kapitatu i pracy?

5.2 Podstawowa wersja modelu

W najprostszym ujeciu zakladamy, ze konsumenci sg wlascicielami kapitatu
i wraz z pracg wynajmuja go dzialajacym w danym okresie przedsiebiorstwom.®
Kapital w posiadaniu i-tego gospodarstwa domowego ewoluuje zgodnie ze wzorem:

= (1= 0)k; + iy, (5.5)

gdzie ¢ to stopa deprecjacji, za$ it wielko$¢ poczynionych przez gospodarstwo inwe-
stycji (brutto). Dobro inwestycyjne jest tym samym co dobro konsumpcyjne (mozna
tez przyjaé, iz dobro konsumpcyjne zamienia si¢ na inwestycyjne w proporcji 1:1).

Rynki dobra finalnego i czynnikéw produkcji sg konkurencyjne. Dzialajace w t-
tym okresie j-te przedsiebiorstwo maksymalizuje zysk:

max I, = F (k] 1) — wd] — rk], (5.6)

gdzie w; okresla wynagrodzenie pracy, r; - wynagrodzenie kapitatu, zas ki i l{ to
decyzje przedsigbiorstwa o wielkosciach wynajetego kapitatu i pracy odpowiednio.
Zaréwno wy, jak i r, wyrazone sa w jednostkach konsumpcji w okresie t. Jest jasne,
ze w rownowadze zyski przedsiebiorstw bedag réwne zeru.

5 Mozna mys$leé, ze przedsiebiorstwa dzialaja tylko przez jeden okres. Alternatywnie mozna za-
lozy¢, ze dziataja one nieskonczenie dtugo i maksymalizuja zdyskontowany w jaki§ sposéb strumien
zyskow. Poniewaz jednak w kazdym okresie decyzje o wynajeciu czynnikéw produkeji podejmowane
sa na nowo i przedsiebiorstwa biora ceny i decyzje gospodarstw domowych jako dane (w szczegdlno-
$ci nie maja wplywu na zasob kapitatu), to maksymalizacja jakkolwiek zdyskontowanego strumienia
zyskow redukuje sie do maksymalizacji zysku w kazdym z okreséw, a wiec zachowanie przedsie-
biorstwa funkcjonujacego w okresie ¢ nie zalezy od tego czy istnialo wczedniej i czy bedzie istnialo
dalej. Moéwiac jezykiem programowania dynamicznego: w takim ujeciu przedsigbiorstwa nie maja
zmiennych stanu, wiec nie moga sie pojawi¢ miedzyokresowe efekty.
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5 Konsumpcja 1 inwestycje w réownowadze ogdlnej

5.2.1 Wymiana w okresie ¢t = (

Zalbézmy, ze konsumenci i przedsiebiorstwa przystepuja do wymiany w okresie 0
przed przystapieniem do produkeji i konsumpcji. Licytator proponuje ceny konsump-
cji i ceny czynnikéw produkeji w danym okresie py, wy i ry, ktore wszyscy uczestnicy
wymiany traktuja jako dane.

Problem i-tego gospodarstwa domowego mozna zapisa¢ nastepujaco:

max y_ Bu(c)) pw.  Ypilc+ip) < Yo pulwe+riki), ki = (1= 0)kj + 1.
= = =0

(5.7)
Lewa strona nierownosci okresla wartos¢ wydatkéw konsumpcyjnych i inwestycyj-
nych gospodarstwa domowego, prawa — jego dochody. Rozwigzaniem powyzszego
problemu jest okreslenie na podstawie zasobu poczatkowego kapitatu k) oraz ciagu
cen py, wy 1 1y, wielkosci konsumpcji ¢! i inwestycji ¢ (a wiec i kapitatu k! dla ¢t > 0)
w kazdym z okreséw.

Réwnowage w tej gospodarce mozemy okresli¢ nastepujaco: jest to taki ciag
cen (pg, we, 11)52,, takie ciagi konsumpcji, inwestycji i posiadanego przez gospodar-
stwa domowe kapitatu (¢}, i, k})°, oraz wielkosci wynajetych przez przedsiebiorstwa
czynnikéw produkeji (&7, 1)52,, ktére sa rozwigzaniem (przy danych cenach) proble-
méw konsumenta i przedsiebiorstwa odpowiednio i spetniaja globalne ograniczenia
zasobowe (indeks i odpowiada gospodarstwom domowym, j — przedsiebiorstwom):

S <Yy (: zmz,zz))
i J J

oraz warunki réwnowazenia sie popytu z podaza na rynkach czynnikéw produkcji:®

> ki =K,
i J

S1=>"1.
( J

Mozemy teraz wstepnie okresli¢c podstawowe wtasnosci réwnowagi. Warunki
pierwszego rzedu w problemie przedsiebiorstwa sa nastepujace:

FK:Tt, FL:wt.

Zauwazmy, ze z powyzszego wynika, ze w rownowadze wszystkie przedsichiorstwa
beda mialy te samag wielko$¢, niezaleznie od ewentualnego zrdéznicowania gospo-
darstw domowych. Bedziemy rozpatrywaé¢ réwnowage symetryczng (identyczne go-
spodarstwa domowe). Dla uproszczenia rachunkéw przyjmiemy, ze liczba gospo-
darstw domowych jest réwna liczbie przedsiebiorstw. W symetrycznej rownowadze,
w ktorej jednemu przedsiebiorstwu odpowiada jedno gospodarstwo domowe, kazde
przedsiebiorstwo zatrudni jednostke pracy i kapitat o tej samej wielkosci co zasob re-
prezentatywnego gospodarstwa domowego. Zasob reprezentatywnego gospodarstwa

6 Pamietamy, ze kazde gospodarstwo domowe wynajmuje jednostke pracy.
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5.2 Podstawowa wersja modelu

domowego jest rowny kapitatowi na jednostke pracy, a wiec produkt reprezentatyw-
nego przedsiebiorstwa bedzie opisany funkcja produkcji w postaci intensywnej. Na
podstawie (5.4) mozemy wyznaczy¢ ceny czynnikéw produkeji w zaleznosei od ka-
pitatu jakim dysponuje reprezentatywne gospodarstwo:

Ty = f/<kt)7 Wy = f(kt> - f/(kt>kt-

Zapiszmy funkcje Lagrange’a zagadnienia (5.7) (pomijamy indeksy gospodarstw do-
mowych):

L((c)20, (i) 20, (k)2y) = D Buler) + XD pe(we + riky — ¢ — iy)
=0

t=0

+ Zﬂt((l - 5>kt + it - kt—i—l)-
t=0

Roézniczkujac po ¢, iy 1 k; 1 przyréwnujac pochodne do zera otrzymujemy:

oL ,
0—ct = 0= g (c:) = Apy,
oL
— =0 =)\
ait = /“’l‘t pt
oL
— =0=A\pery 4+ (1 —0) = py—1.
Ok,

Z ostatnich dwoch warunkow wynika, ze:
p(l—6+7) =pi,

prra(1 =0+ 7)) = pr.
Z pierwszego z warunkéw otrzymujemy (dzielac stronami S%u/'(c¢;) = Ap; przez
ﬁtHU,(CtH) = )\pt-i-l):

“,(Ct) = ﬁﬁul<ct+1)-
DPi+1

Pamietajac, ze r, = f’(k;) otrzymujemy ostatecznie (pomijamy indeks gospodarstwa
domowego):
w'(cr) = B[ =6+ (k) (cran), (5.8)

co pokrywa sie z réwnaniem Eulera w problemie centralnego planisty (2.21).
Jednoczesnie: 7

i = W + ik — ¢ = f(k?t) - f,(kt)kt + f,(kt)kt —G= f(kt) - G

Ostatecznie:
k't_|_1 = (1 — 5>kt + f(kt) — C¢. (59)

Przed przystapieniem do analizy réwnan (5.8) i (5.9) okreslimy réwnowage re-
kursywna w opisywanej gospodarce.

7 Krahcowa uzyteczno$é¢ z konsumpcji jest dodatnia, wiec konsument nigdy nie zrezygnuje
z czesci dochodu i mamy prawo zapisaé¢ réwnosc.
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5.2.2 Roéwnowaga rekursywna

Rozpatrzmy sytuacje, w ktorej na poczatku kazdego okresu odbywa sie sprzedaz
dobra finalnego, ktérego cene przyjmujemy jako 18 oraz wynajem czynnikéw pro-
dukcji po cenach w; i ;. Konsumentom nie pozwalamy nabywac i sprzedawa¢ praw
do przysztej konsumpcji — jedyna dostepna mozliwoscig miedzyokresowej alokacji
dochodéw jest akumulacja kapitatu (patrz dalej). Ograniczenie budzetowe gospo-
darstwa domowego dysponujacego kapitatem k! mozna zapisa¢ nastepujaco:

b+ 1) < wj + k). (5.10)

O cenach w kazdym z okresow decyduje jedyna wspélna dla wszystkich zmienna
stanu: poziom zagregowanego kapitalu K. Zakladamy, ze poszczegdlni uczestnicy
rynku biorg ewolucje K jako dana (ich wptyw na nia jest minimalny). Ewolucja K
bedzie opisana pewnym réwnaniem rekursywnym:

Kt = g(K). (5.11)

Zmiennymi stanu gospodarstwa sg zatem: posiadany kapital i catkowity zasob kapi-
tatu w gospodarce. Réwnanie Bellmana ma postaé: *

V(K K,) = mb_af,?({u(ci) + BV (kiiq, K1)} (5.12)

t7t

przy czym maksymalizacja odbywa sie pod warunkami (5.10), (5.5) i (5.11).

Przez réwnowage rekursywna bedziemy rozumieé: funkcje wartodci V (k¢ K)
i funkcje polityki c¢(k*, K) i i(k*, K) bedace rozwiazaniem (5.12), decyzje przedsig-
biorstw o zatrudnieniu czynnikéw produkeji bedace rozwiazaniem (5.6), funkcje cen
r(K),w(K) oraz funkcje g(K) opisujaca ewolucje zagregowanego kapitatu spetnia-
jace warunki:

1. oczyszczania si¢ rynku dobr:

St <Yy (: zmz,m) |
% J

J

2. oczyszczania si¢ rynkow czynnikoéw produkeji:
doki= K,
( J
>o1=31H,
¢ J
3. spojnosci zachowan agregatéw z pojedynczymi decyzjami gospodarstw domo-
wych: 4
Kt - Z ]{z,
L => i,

g(K,) = (1 — &K, + 1.

8 Dobro takie okredla sie mianem numéraire.
9 Mimo, Ze na tym etapie nie wykluczyliémy jeszcze heterogenicznoéci gospodarstw domowych,
ze wzgledu na te same preferencje funkcja wartosci i polityki beda wspdlne.
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5.2 Podstawowa wersja modelu

Znanymi metodami mozemy z réwnania (5.12) wyprowadzi¢ réwnanie Eulera.
7 twierdzenia o obwiedni i warunkow pierwszego rzedu maksymalizacji po ¢; mamy
(po podstawieniu kf,, = (1 — 0)k} + wy + 1k} — ¢}):

Vl(kia Ki)=p(1-6+ Tt)‘/l(kiﬂa K1),

u'(c) = BVilkipq, Kis),
skad wynika: ' '
W(ciy) = B(1 =0+ r)u(c).

Po podstawieniu za r; z warunkéw pierwszego rzedu maksymalizacji zysku przedsie-
biorstw i przesunieciu indekséw do przodu ponownie uzyskujemy (5.8).

Zauwazmy, ze w powyzszej specyfikacji réwnowagi rekursywnej ograniczenia na-
rzucone na gospodarstwa domowe byty silniejsze niz w przypadku wymiany w okresie
t = 0, gdyz nie pozwalaliémy konsumentom sie¢ zadtuzaé. O ile ograniczenie (5.7)
oznacza, ze taczna wartos¢ wydatkow nie moze przewyzszaé¢ warto$ci dochoddow,
o tyle (5.10) wymusza, by w kazdym okresie wydatki nie przewyzszaty dochodéw.

Rekursywnym odpowiednikiem ograniczenia budzetowego (5.7) jest potaczone
z warunkiem NPG miedzyokresowe ograniczenie w postaci:

Gpatyq = ap +wy + 1ok — ¢ — i, (5.13)

gdzie a! to (by¢ moze ujemne) prawa do konsumpcji w okresie ¢, za$ q; okresla ceng
praw do jutrzejszej konsumpcji w jednostkach konsumpcji dzisiejszej. W takim sfor-
mutowaniu funkcja wartosci gospodarstwa domowego ma trzy argumenty i opisana
jest nastepujacym réwnaniem Bellmana:

V(ay, ki, K;) = max {u(c) + BV (aj,q, kipq, Kiva)}- (5.14)

7 51 1
Cr Ay q

Cwiczenie 5.3 Okredl rownowage rekursywna w tej gospodarce. Wskazéwka: cena ¢
bedzie (podobnie jak r i w) funkcja zmiennej stanu K. Pamigtaj o warunku oczyszczania
sie rynku kredytowego.

Jest jasne, ze w réwnowadze symetrycznej warto$¢ a w kazdym gospodarstwie
domowym bedzie réwna zeru, a wiec znow uzyskamy ten sam wynik.

Korzystajac z réwnania (5.14) wyprowadzimy warunki pierwszego rzedu. W tym
celu dokonamy nastepujacej zamiany zmiennych: przyjmiemy, ze sterowaniami sg
aj,y 1 ki,,. Konsumpcja jest wtedy okreslona wzorem:

¢, = aj +wy + rik) — qag ., + (1= 0)ki — ki, .
Twierdzenie o obwiedni zastosowane do (5.14) daje:
Vi(ag, ki, Ky) = o/(c}),
Va(al, ki, Ky) = (1 — 8 +r)u'(ch).

Z warunkéw pierwszego rzedu maksymalizacji po prawej stronie réwnania Bellmana
mamy:
g’ (c;) = BVi(agyr, ki, Kevn),
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/() = BVa(ahy, by, Kis)-

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy znowu réwnanie (5.8) oraz nastepujacy
warunek wiazacy q i r:
1

= 5.15
1 —0+7i4 ( )

4
Warunek ten stwierdza, iz w rownowadze stopy zwrotu z inwestycji w kapitat i ob-
ligacje musza by¢ rowne. (5.15) mozna wyprowadzié wprost korzystajac z réwna-
nia (5.13). Jesdli zwiekszymy inwestycje o jednostke kosztem zakupu obligacji, w ko-
lejnym okresie bedziemy mie¢ (1 —§) kapitatu wiecej i o tyle mozemy wiecej skonsu-
mowa¢ zamiast inwestowaé oraz uzyskamy dodatkowe r;.; zwrotu z kapitatu. Jed-
noczesnie nasze prawa z tytulu obligacji zmniejsza sie (w jednostkach jutrzejszej
konsumpcji) o ¢; *. Poniewaz taczny efekt tej operacji powinien byé zerowy musi
zachodzi¢ (5.15).

5.2.3 Uwaga na temat konwencji czasowej

W powyzszych rozwazaniach w zupelnie naturalny sposéb przyjmowalismy kapi-
tat indeksowany czasem ¢ jako czynnik produkcji w okresie t. Mimo swej naturalnosci
podejscie owo prowadzi do ustalenia stopy procentowej réwnej (pomniejszonej o de-
precjacje) kranicowej produktywnosci kapitatu jutro, tj. w okresie ¢ + 1. We wspot-
czesnej literaturze ekonomicznej coraz czedciej pojawia sie nastepujaca specyfikacja
funkcji produkcji:

Y, = F(K; 1, Ly). (5.16)

Réwnanie (5.16) mozna interpretowaé nastepujaco: gospodarstwa domowe w dniu
t decyduja o poziomie posiadanego kapitatu na koniec dnia. Nastepnego dnia rano
kapitatl ten jest przekazywany przedsiebiorstwom do dyspozycji i wraz z naktadem
pracy w okresie ¢t + 1 przyczynia si¢ do wytworzenia produktu Y.

Oproécz ustalenia stopy procentowej w okresie ¢t réwnej krancowemu produktowi
kapitatu indeksowanego momentem ¢ powyzsze podejscie pozwala ujednolici¢ in-
deksy czasowe zmiennych decyzyjnych — dla endogenicznej zmiennej x poziom z;
jest ustalany w okresie t. Z podobnej konwencji bedziemy jeszcze korzystali w p6z-
niejszych rozwazaniach.

5.3 Stan ustalony

Zajmiemy si¢ teraz analiza réwnan (5.8) i (5.9). Réwnanie (5.9) okresla jutrzej-
szy poziom kapitalu przy danym dzisiejszym jego poziomie oraz sterowaniu c;. Za-
uwazmy, ze dla f(k;) — ¢ > dk; kapital rosnie (inwestycje brutto przewyzszaja
amortyzacje), gdy f(k;) — ¢, < Oky, kapital maleje. Réwnanie Eulera (5.8) okresla
ewolucje optymalnej polityki. Zaréwno wystepujace w nim ¢ jak i ¢; sg przedmio-
tem wyboru, przyjmijmy jednak na chwile, iz ¢, jest okreslone. Wtedy warunek (5.8)
okresla w sposéb uwiklany ¢, jako funkcje ¢;. Gdy 1 < S[1—3d+ f/(ki11)], konsump-
cja roénie (pamietajmy, ze u'(c) jest funkcja malejaca), gdy G[1 — 9 + f'(ki1)] < 1,
konsumpcja maleje.
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5.8 Stan ustalony

Ctﬂ
Ct+1 = Ct
: -
|
<- - v
*
C
ki1 = ki
r—»
|
\4

Rysunek 5.1: Diagram fazowy przestrzeni stanéw w modelu Ramseya

Rysunek 5.1 przedstawia diagram fazowy odwzorowania (ki1 (cq, ki), cir1(ce, ki))-
Prosta B[1 —0+ f'(k)] = 1 i krzywa ¢ = f(k) — 0k dziela ¢éwiartke k, ¢ > 0 na cztery
czesci, w ktorych ¢ i k ewoluuja w réznych (zaznaczonych na rysunku) kierunkach.

Para punktow k*, ¢* okreslona uktadem réwnan

{ All=d+ f(k)] =1
¢t = f(k*) — 6k

jest punktem statym odwzorowania (kii1(cy, ki), cry1(ct, ki)). Pare te nazywa sie sta-
nem ustalonym.!°

Twierdzimy, ze przy zadanym k; optymalne ¢; bedzie tak dobrane, by gospodarka
zbiegata po (zaznaczonej na rysunku) $ciezce siodtowej. Do takiego wyniku prowadzi
ponizsze rozumowanie: na sciezce siodtowej spetnione jest réwnanie Eulera oraz wa-
runek transwersalnosci (V'(k)k zbiega do stalej, wiec 3'V’(k)k — 0), a zatem plan
ten (ciag sterowan ¢, ¢ii1,...) jest optymalny na mocy twierdzenia 3.5. Dla pel-
nego formalizmu nalezatoby pokazaé, ze dla kazdego k; istnieje Sciezka spelniajaca
rownanie Eulera i prowadzaca do stanu ustalonego. Dowdd ten pomijamy odsyta-
jac zainteresowanego Czytelnika do Stokey, Lucasa i Prescotta [13] (twierdzenia 6.8
16.9).

Przyjrzyjmy sie jeszcze réwnaniu okreslajacemu kapital w stanie ustalonym.
Mozna ten warunek zapisa¢ nastepujaco:

Py 5= 1.

Jak wskazywaliémy wczeéniej, wyrazenie 37! — 1 ma interpretacje indywidualnej
stopy dyskontujacej, zas f'(k*) — J jest stopa zwrotu z kapitalu w stanie ustalonym.

10 Ang. steady state.
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Podobnie jak w czystej wymianie, stopa procentowa (stopa zwrotu) w réwnowadze
ustala si¢ na poziomie odzwierciedlajacym preferencje gospodarujacych podmiotow.
Nieco sztucznie wygladajace zatozenie 5(14r) = 1, ktore pojawia sie czesto w mode-
lach réwnowagi czastkowej czy tez problemach pojedynczych podmiotow, jest wiec
niczym innym jak zapisaniem wyniku rownowagi ogolne;j.

5.4 Egzogeniczny wzrost ludnosci i postep tech-
nologiczny

Jednym z podstawowych ,stylizowanych faktoéw” makroekonomii jest stwierdze-
nie, iz w dlugim okresie produkt (zaréwno globalny jak i per capita) rosng w mniej
wiecej statym tempie. W naturalny sposob state zwiekszanie sie produktu per capita
interpretowane jest jako konsekwencja postepu technologicznego. Celem niniejszego
podrozdziatu jest rozszerzenie omawianego do tej pory modelu o wzrost ludnosci
i egzogeniczny postep technologiczny.

W dalszym ciagu zakladamy, iz gospodarke zaludnia wiele rodzin (gospodarstw
domowych), ktérych liczebno$é roénie z okresu na okres o czynnik 1 + n. Gospo-
darstwo domowe uwzglednia zdyskontowang uzytecznos¢ wszystkich cztonkéw ro-
dziny, tak wigc preferencje na strumieniu konsumpcji ¢! reprezentatywnego (jednego)
cztonka rodziny w okresie ¢t okreslone sa przez nastepujace wyrazenie:

ioﬂt(l +n)tu(cl). (5.17)

Naturalnie dla zbieznosci powyzszej sumy musi zachodzi¢ nieréwnosé 5(1+n) < 1.
Jedli dopuscimy wzrost gospodarczy zwiekszajacy konsumpcje per capita ¢ musimy
zabezpieczy¢ zbieznosé sumy jeszcze innym warunkiem. W szczegdlnosci, dla funkceji
uzytecznosci chwilowej CRRA:!!

cl=7-1
dlac>0A0#1
— l1-0o ’
g ) { Inc dlac=1 (5.18)

wzrost ¢i w tempie g implikuje wzrost uzytecznosci w tempie'? (1 —o)g i warunkiem
zbieznosci okreslajacej preferencje sumy jest nastepujaca nier6wnosc:

BL+n)1+(1-0)g) < 1.

Postep technologiczny zwicksza produkt przy tych samych naktadach pracy i ka-
pitalu. Niech A; oznacza poziom technologii w okresie t. Sg trzy metody uwzgled-
niania A; w funkcji produkc;ji:

— postep techniczny neutralny wedtug Hicksa zwiekszajacy produkt A, razy:'3
}/t - AtF(Kt, Lt), (519)

11 Ang. Constant Relative Risk Aversion. Geneze tego okreélenia wyjasnimy w czeéci drugiej.

12 Korzystamy z przyblizonej réwnosci (1 + )" ~ 1 + na dla malych z.

13 Zauwazmy, ze w zwiazku z dodatnia jednorodnoscia funkcji produkcji jest to réwnowazne
z przyjeciem, iz postep prowadzi do zwiekszenia efektywnych naktadéw obu czynnikéw produkcji
A; razy, mamy bowiem Y; = A, F(Ky, L) =Y, = F(A Ky, AcLy).
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5.4 Egzogeniczny wzrost ludnosci i postep technologiczny

— postep techniczny neutralny wedtug Harroda zwigkszajacy efektywny naktad

pracy:
}/;5 - F(Kt, AtLt) (520)

oraz

— postep techniczny neutralny wedlug Solowa zwigkszajacy efektywny naktad
kapitatu:
Sft = F(Ath, Lt) (521)

Wyjasnienie wystepujacych powyzej okreslen neutralnosci zawieraja ponizsze
¢wiczenia.

Cwiczenie 5.4 Niech F(K,L) = AF(K,L). Pokaz, ze dla K/L = const zachodzi
Fy /Fr, = const. Neutralnoéé postepu technologicznego wedtug Hicksa oznacza staly iloraz
krancowych produktywnosci przy statym ilorazie naktadéw czynnikéw produkeji.

Cwifzenie75.5 Niech F(K,L) = F(K, AL). Pokaz, ze dla F(K,L)/K = const zacho-
dzi Fx K/(F L) = const. Neutralnosé¢ postepu technologicznego wedlug Harroda oznacza
stala proporcje wktadéw czynnikéw produkeji przy stalym ilorazie produkt/kapital.

Cwifzzenie75.6 Przyjmij F(K,L) = F(AK, L). Pokaz, ze dla F(K,L)/L = const zacho-
dzi FxK/(F1 L) = const. Neutralno$¢ postepu technologicznego wedlug Solowa oznacza
stala proporcje wktadéw czynnikéw produkeji przy stalym ilorazie produkt/praca.

Ponizej bedziemy sie zajmowaé tylko postepem technicznym zasilajacym prace,
tj. neutralnym wedtug Harroda. Podstawowym powodem jest fakt, iz tylko w takim
wypadku mozemy uzyska¢ state stopy wzrostu wszystkich agregatow w dtugim okre-
sie.'* Czytelnikowi nalezg sie dwie uwagi: w modelach realnego cyklu koniunktural-
nego poziom szoku technologicznego pojawia si¢ przed funkcja produkcji, poniewaz
szok technologiczny w modelach RBC jest stacjonarny (jego dtugookresowy poziom
jest staly) nie jest to sprzeczne z dlugookresowym zachowaniem si¢ gospodarek;
w przypadku funkcji produkcji Cobba-Douglasa wszystkie trzy ujecia postepu sa
réwnowazne.'®

Bedziemy przyjmowacé, ze poziom technologii ewoluuje zgodnie z nastepujacym
rownaniem:

At—‘,—l = (1 + g)At (522)

Ograniczymy sie do okreslenia réwnowagi rekursywnej w przypadku, w kto-
rym jedynym aktywem jakim dysponujg gospodarstwa domowe jest kapitat. Tak
jak wezesniej przyjmujemy, ze ki oznacza kapital na jednego cztonka gospodarstwa
domowego. Ograniczenia, przy ktérych maksymalizowana jest funkcja celu (5.17)
sg nastepujace:

(1+n)ki, = (1— 0kl +1i, (5.23)

14 Dowéd tej tezy mozna znalezé u Barro i Sala-i-Martin’a [5], str. 54.

15 Niech F(K,L) = K“L'=* Mamy F(AK,L) = A°K“L'"* = A°F(K,L)i F(K,AL) =
AlmeKo[l=e = Al=e[ (K, L). Definicje postepu technologiczny neutralnego wedtug Harroda
i Solowa sa wiec rownowazne z definicja Hicksa, w ktérej miernikiem poziomu technologii jest
odpowiednio A’ = A% lub A” = A=,
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4 it < wy + 1kl (5.24)
Wystepowanie czynnika 1 4+ n po lewej stronie rownosei (5.23) wynika z prostego
rachunku. Niech w okresie ¢ gospodarstwo domowe ma N; cztonkéw. Wtedy taczny
kapital i inwestycje w tym gospodarstwie wynosza kiN} i it N}, za$ jutrzejszy taczny
kapital jest rowny [(1 — 0)ki + ii] N}. Liczba czlonkéw gospodarstwa w nastepnym
okresie wzrosnie do N/, = (1 + n)N}, skad mamy:

(A —0)ki + ] Ny (1= d)k; +1
L1 L+n '

T
kt—i—l -

Zmiennymi stanu gospodarstwa sa: posiadany kapital, catkowity zasob kapitatu
w gospodarce oraz poziom technologii A;. Rownanie Bellmana ma postaé:

V(kﬁ;, Kt, At) = II%&?({U(C;') + 5(1 -+ n)V(k:iH, Kt+1, At+1)}. (525)

ciyiy
Problem przedsiebiorstw jest nastepujacy:
max IT] = F(k], Al]) — wyl] — rikl. (5.26)

Na réwnowage skladaja sie: funkcja wartoéci V (k' K, A) i polityki c(k%, K, A)
i i(k', K, A) bedace rozwiazaniem (5.25), decyzje przedsiebiorstw o zatrudnieniu
czynnikéw produkeji bedace rozwiazaniem (5.26), funkcje cen (K, A), w(K, A) oraz
funkcja ewolucji kapitatu K1 = g(K;) spelniajace warunki oczyszczania sie rynkow
débr i czynnikow produkceji oraz warunki spojnosci zachowan agregatéow z pojedyn-
czymi decyzjami gospodarstw domowych.

Mozemy przejs¢ do okreslenia warunkéw pierwszego rzedu przedsigbiorstw i go-
spodarstw domowych. Ze wzgledu na fakt, iz interesuje nas rownowaga symetryczna,
w dalszych rozwazaniach pomijamy indeksy gospodarstw domowych i przedsie-
biorstw. Dokonajmy podstawienia:

(1—5)kt+wt+7’tkt—ct
1+n '

k’t+1 =

Z twierdzenia o obwiedni i warunku pierwszego rzedu maksymalizacji w réwnaniu
Bellmana mamy:

(1—=350+m)

Vi(ke, Kiy Ay) = B(1+n) 1+ n

‘/l (kt-i-la Kt—i—la At-l—l)

oraz:

u'(c) = B(1+n)

Z powyzszych rownan uzyskujemy znajoma posta¢ rownania Eulera:

Vi(kesr, Kipr, Aega)-

1+n

W'(cr) = B(1 =6 +ru'(cerr).
Przed przystapieniem do dalszych obliczen dokonamy nastepujacych podstawien:

:i—t’ k::ﬁ’
Ay Ay

Cy

:zt,

Wy

:Zt’

* <k *
G 2

*
Wy

ry =T

Narodowy Bank Polski



Konsumpgja i inwestycje w réwnowadze ogolnej

5.4 Egzogeniczny wzrost ludnosci i postep technologiczny

c*, 1" i k* oznaczajg konsumpcje, inwestycje i kapital na jednostke efektywnej pracy,
zas w* to wynagrodzenie jednostki efektywnej pracy. Korzystajac z powyzszych pod-
stawien problem maksymalizacji zysku przedsiebiorstwa mozemy przepisa¢ nastepu-
jaco:16

max [T, = A [F(k}, ) —wil, — r]k}].

Warunki pierwszego rzedu maja postaé¢ (korzystamy z (5.4)):
ri =1k, wi = f(k7) — f/(kD)kL

Przyjmijmy funkcje uzytecznosci chwilowej postaci CRRA. Korzystajac z faktu,

iz, u'(c) = ¢~7, mozemy przepisa¢ réwnanie Eulera nastepujaco:
= . 5.27
u (Ct) (1 + g)g u (Ct—l-l) ( )

Po odpowiednich podstawieniach uzyskujemy réwnanie opisujgce ewolucje kapitatu
na jednostke efektywnej pracy:
. QORI — g
! (1+n)(1+g)

Widoczne jest podobienstwo uktadu réwnan (5.27)-(5.28) i uktadu (5.8)-(5.9).
Analiza diagramu fazowego pozostaje bez zmian. Stan ustalony spetnia uktad réw-

nan: { BlL—d+ (k)] = (1+g)°, _
¢=f(k) = (6+n+g+ngk.

(5.28)

Zauwazmy, iz w tak okreslonym stanie ustalonym kapitat i produkt per capita rosng
w tempie g zas agregaty w tempie (1+¢)(1+n) —1 =n+ g+ ng.

Czy jestesmy w stanie zagwarantowaé zbieznoéé do stanu ustalonego k, &7 Znéw
odwotajmy si¢ do warunku transwersalnosci. Zachodzg ponizsze réwnosci:

5%1 + n)tvl(k’t, K, At)kt = ﬁt(l + n)tul<ct—1)kt = 5t(1 + n)tul(c;:k_lAt)k’:At =

BHL +n)'d (6 kA = BH(1 4+ n)d/ (¢ ki AL (1 + g) =),

Poniewaz
u'(c; )k Ay~ — const,

16 Ozytelnikowi nalezy sie tutaj jedna uwaga. Ponizszy zapis oznacza, iz opuszczajac indeksy
gospodarstw domowych i przedsiebiorstw implicite przyjeliSmy, ze w kazdym okresie jednemu
cztonkowi gospodarstwa domowego odpowiada jedno przedsigbiorstwo (z okresu na okres liczba
przedsiebiorstw zwicksza sie o czynnik 1 + n) i bedzie I; = 1. Alternatywne podejécie polega-
loby na ustaleniu stalej liczby przedsigbiorstw. Niech L; oznacza liczbe ludnosci w chwili ¢, J —
liczbe przedsiebiorstw. OznaczyliSmy przez k; kapital na jednego cztonka gospodarstwa domowego
(r6wny kapitalowi na mieszkanca K/L;) i przez kf — kapital na jednostke efektywnej pracy w go-
spodarstwie domowym (réwny kapitalowi na ,efektywnego” mieszkanca K/(AL:)). Przyjmujac
stala liczbe przedsiebiorstw musieliby$my przyja¢ dodatkowe oznaczenie na kapital na jednostke
efektywnej zatrudnianej w nich pracy, ktére wystepowaloby we wszystkich wzorach dotyczacych
przedsiebiorstw. Zatrudnienie w przedsiebiorstwie wynositoby Iy = L;/J i kapital na jednostke efek-
tywnej pracy w przedsiebiorstwie réwnalby sie KJ/(AL;). Oczywiscie wyniki naszych rozwazan
pozostalyby niezmienione.
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5 Konsumpcja 1 inwestycje w réownowadze ogdlnej

wiec dla spelnienia warunku transwersalnosci wystarczy zapewnic¢ zbieznosc¢:
BL+n) (1 +g) 7" =0,
ktora ma miejsce wtedy i tylko wtedy gdy:
BL+n)(1+g) 7= pB(1+n)(1+(1-0)g) < 1.

Jak wezesniej wskazywaliSmy, powyzszy warunek jest warunkiem koniecznym zbiez-
nosci sumy okreslajacej uzytecznos¢. Wnioskujemy wiec, iz nasza gospodarka zbiega
do $ciezki zréwnowazonego wzrostu, na ktoérej wszystkie agregaty rosna w statym
tempie.

Z warunku okreslajacego stan ustalony wynika, iz stopa zwrotu z kapitatu (a za-
tem i stopa procentowa) ustali sie w dtugim okresie na poziomie:

fl(k)=d=(1+g)76" -1

Pamietajac okredlenie 3 = (1 + 6)~!, gdzie 6 to stopa preferencji czasowej mamy
(patrz tez zadanie 4.1):

(k) =d=og+0. (5.29)

5.5 Wprowadzenie do wyceny aktywéw

Zrezygnujemy teraz ze sztucznego zaltozenia, iz gospodarstwa domowe sa bez-
posrednio wtascicielami kapitatu, ktory wypozyczaja powstajacym na jeden okres
przedsiebiorstwom. Przyjmujemy nastepujaco strukture wlasnosci: gospodarstwa do-
mowe dysponuja udziatami Z w przedsi¢biorstwach, ktére z kolei sa wlascicielami
kapitatu i podejmuja decyzje inwestycyjne. Dla uproszczenia rachunkéw zaktadamy
brak postepu technologicznego i staly liczbe ludnosci. Przyjmujemy konwencje cza-
sowg sygnalizowana na stronie 79, tak wigc Z! ;| oznaczaja udzialy posiadane na po-
czatku okresu ¢ (wykupione na koniec okresu t—1), za$ k!, oznacza kapitat okreglony
w okresie t — 1 uzywany do produkcji w okresie ¢.

Ograniczymy sie do analizy wymiany w okresie ¢t = 0. Niech p; bedzie ceng pro-
duktu wytworzonego (konsumpcji) w okresie t. Celem przedsiebiorstwa jest maksy-
malizacja jego wartosci:

Vi=3"pl, (5.30)
t=0
gdzie zysk II; to:
I = F(k]_, 1) —wd] —i. (5.31)

Kapital jakim dysponuje przedsiebiorstwo ewoluuje nastepujaco:
k= (1 —0)kl_ |+ (5.32)

Przedsiebiorstwa wyptacaja wygenerowane zyski w formie dywidendy.
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5.5 Wprowadzenie do wyceny aktywow

Gospodarstwo domowe czerpie przychody z pracy w; oraz z dywidend d; na jedna
akcje. Dodatkowo P, jest ceng jednej akcji, ktéra gospodarstwo moze sprzedac¢. Go-
spodarstwo domowe przeznacza swoje dochody na wydatki konsumpcyjne i zakup
akcji na nastepny okres. Ograniczenie budzetowe ma postac:

Zpt(Ci+PtZZ Zpt wt~|—Zt 1 Pt+dt)) (533)
t=0

t=0

Przyjmujemy, ze na kazde gospodarstwo przypada jedno przedsiebiorstwo i po-
czatkowo gospodarstwo domowe dysponuje jedng akcja Z_1 = 1.

Réwnowage stanowia; ceny (Pe)20, (P20, (we)52g oraz ilosci
()220, (Z1)520, (K1), (i), (d])32, bedace rozwiazaniami probleméw przed-
siebiorstw i1 gospodarstw domowych przy tych cenach, ktére speiniajg globalne
ograniczenia zasobow oraz warunki oczyszczania si¢ rynku pracy i rynku akcji.
W réwnowadze symetrycznej (kazde przedsiebiorstwo dysponuje tym samym
poczatkowym zasobem kapitatu), wartosci i wyptacane dywidendy wszystkich
przedsigbiorstw beda identyczne i otrzymamy Z; = 1 dla kazdego gospodarstwa.

Przejdzmy do okreslenia podstawowych cech réwnowagi. Pomijamy indeksy go-
spodarstw domowych i przedsigbiorstw. Funkcja Lagrange’a problemu maksymali-
zacji uzytecznosci gospodarstw domowych pod warunkiem (5.33) ma nastepujaca
postac:

L= Zﬂtu(ct) +A Zpt[wt + Zi (P + di) — ¢ — P Zy
t=0 t=0
Warunki pierwszego rzedu to:

oL
96 =0= g (c;) = Apy,
oL
— = 0= APy = Apey1 (Pigr + diya),
07,
skad otrzymujemy:
P, = p;“ (Prs1 + digr). (5.34)
t

Dzisiejsza cena akcji przedsigbiorstwa musi by¢ zatem rowna zdyskontowanej (iloraz
per1/pe okresla dzisiejsza wartosé jutrzejszej konsumpcji) jutrzejszej cenie i dywi-
dendzie.

Warunek (5.34) ma naturalna interpretacj@ jako warunek braku mozliwosci ar-
bitrazu miedzy rynkiem kredytowym!? a rynkiem akcji: rezygnacja z jednostki kon-
sumpcji w okresie ¢ pozwala zakupi¢ p;/p;11 jednostek konsumpcji jutro; jedno-
czeénie rezygnujac z jednostki konsumpcji gospodarstwo moze zakupi¢ P! akeji,
ktore jutro dadza wyptate P, (P + dyy1). Przyréwnanie (mierzonych jutrzejsza
konsumpcja) wyplat z obu strategii daje (5.34).

Réwnanie (5.34) mozna rozwigzywaé rekursywnie uzyskujac:

P, = p;rl (Pr1 + diyr) =
¢

17 Mozliwoéé¢ miedzyokresowej realokaciji konsumpcji przy ustalonej éciezce dochodéw zapisana
jest w ograniczeniu budzetowym (5.33).
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et (sz (Pt + diso) + dt+1> =

Dt \Pt+1
Pi+1 Pty 4 P42 D2y ot Di+2 P2p .
Pt Dt bt
Dalsze podstawienia prowadza do nastepujacej wyceny akcji:
T
p=Y g, B p (5.35)
=1 Pt Pt
Jesli: »
lim ““L Py =0, 5.36
fim 2L (5.36)

wtedy mozemy okresli¢ wartosé¢ przedsiebiorstwa jako sume zdyskontowanych dywi-
dend od ,,jutra” do nieskonczonosci:

P = Z Pt g, (5.37)

Tlpt

Cwiczenie 5.7 W réwnaniu (5.34) dokonaj podstawienia 14 r; = p;/pi+1. Znajdz odpo-
wiedniki réwnan (5.35)-(5.37).

Warunek (5.36) wyklucza tzw. bable spekulacyjne zréwnujac wycene akcji z jej
fundamentalng wartoscia okreslona przez (5.37). Niech P/ bedzie wartoscia funda-
mentalna akcji. Bedziemy poszukiwaé ogdlnych rozwiazan réwnania (5.34) w postaci
Pr + B;. Mamy:

P+ B, = p;rl (Pfy + By +diya).
t
Korzystajac z faktu, iz samo P} spelia (5.34) uzyskujemy réwnanie okreslajace
ewolucje By:
Dt
By = —B;.
P41

Babel musi wiec rosna¢ w tempie wyznaczonym przez stope procentowa. Jesli dzis
na rynku akcji cena przewyzsza warto$é¢ fundamentalng o By, to jutro musi ja prze-
wyzszac o Byy1 — babel jest wynikiem samospetniajacej si¢ przepowiedni. Zauwazmy,
ze poniewaz babel ro$nie szybciej niz gospodarka!® w pewnym momencie jedna akcja
musiataby by¢ warta wiecej niz wynosi zagregowany produkt.

Na koniec naszych rozwazan okreslimy, jak bedzie wygladata polityka inwesty-
cyjna przedsigbiorstw. Lagranzan w problemie maksymalizacji zysku przedsiebior-
stwa ma postac:

L= Zpt Flhi1) —wp — i) + > N[(1 = 0) koo +ip — ke

=0
Rézniczkowanie po i; oraz k; i przyrownanie pochodnych do zera daje:

oL
_ = — )\
ait 1% + ty

18 W modelu bez wzrostu PKB w dlugim okresie jest stale. W modelu ze wzrostem stopa
procentowa przewyzsza tempo wzrostu gospodarki, poza przypadkami szczegblnymi, np. o < 1-0/g
w réwnaniu (5.29).
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Zadania

oL
— = pra f(ke) + M (1= 6) — Ay,
Ok,
skad:
per1[l — 0+ f(k)] = pr.

Zauwazmy, ze podstawienie za p; z warunkow pierwszego rzedu konsumenta daje:

B (erpa) ’ _ Bl (cr)
e g ) = 25
co redukuje sie do rownania:
u'(cr) = Bu(cer)[1 — 0+ f'(Ky)]. (5.38)

Poniewaz I1; = d; odpowiednie przeksztatcenia rownan okreslajacych zysk i ewolucje
kapitatu daja
k‘t = (1 — 5)]{715_1 + f(kt—l) — dt — We.

W réwnowadze gospodarstwo domowe bedzie konsumowato w kazdym okresie swe
przychody z pracy i dywidend (portfel akcji nie bedzie sie zmienial), a wiec:

dt—i-wt:ct

ke = (1— ki + fki) — cu. (5.39)

Nietrudno zauwazy¢, iz polityka inwestycyjna przedsiebiorstw opisana réowna-
niami (5.38) 1 (5.39) pokrywa sie z polityka, jaka prowadzityby gospodarstwa do-
mowe, gdyby byty bezposrednimi wtascicielami kapitatu i polityka, jaka prowadzitby
centralny planista.

Zadania

Zadanie 5.1 Zalézmy, ze gospodarstwa domowe dzielg swbj zasdb czasu rowny 1
w kazdym z okresow miedzy prace [l; i przynoszacy uzyteczno$é¢ czas wolny 1 — [.
Preferencje gospodarstwa domowego okreslone sg przez nastepujace wyrazenie:

Zﬁtu(ct, 1—1).
t=0
1. Zapisz ograniczenie budzetowe gospodarstwa w przypadku wymiany w okresie
t=0.
2. Okresl réwnowage Arrowa-Debreu.

3. Zapisz ograniczenie budzetowe oraz réwnanie Bellmana w wymianie nastepu-
jacej co okres.

4. Okresl rownowage rekursywna.

5. Zmajdz warunki pierwszego rzedu: rownanie Eulera wigzace konsumpcje dzis
i jutro oraz wewnatrzokresowy warunek wigzacy konsumpcje i podaz pracy.
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5 Konsumpcja © inwestycje w rownowadze ogolnej

6. Znajdz warunki okreslajace stan ustalony.

Zadanie 5.2 Rozpatrz model z podrozdziatu 5.5 w przypadku, w ktorym wymiana
odbywa si¢ na poczatku kazdego okresu. Dopus¢ mozliwos¢ zadtuzania sie przez
gospodarstwa domowe. Napisz rownania Bellmana konsumentéw i przedsichbiorstw.
Okresl réwnowage rekursywna. Znajdz odpowiedniki réwnan (5.34)-(5.37).
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Rozdziat 6

Metoda kolokacji

W rozdziale tym prezentujemy metode kolokacji i jej zastosowanie w problemach
programowania dynamicznego z ciagta przestrzenig stanow i cigglym sterowaniem.
Metoda kolokacji jest szczegdlnym przypadkiem tzw. metod projekcyjnych,® jest jed-
nak sposréd nich najprostsza w implementacji i zapewnia bardzo dobre rezultaty.
Metody projekcyjne aproksymuja szukana funkcje globalnie (na pewnym przedziale)
i sa szczegblnie przydatne w zastosowaniu do zagadnien wzrostu, gdzie interesuje
nas zachowanie gospodarki daleko od stanu ustalonego. Numeryczne ograniczenia
pozwalaja na skuteczne stosowanie metod projekcyjnych tylko w wypadku kilku
zmiennych stanu. W modelach cyklu koniunkturalnego, gdzie kluczowe dla ana-
lizy jest zachowanie wokoét stanu ustalonego, lepsze sg metody lokalne prezentowane
w czescl trzeciej.

Przed lektura tego rozdziatu zalecane jest zapoznanie si¢ z dodatkiem B, gdzie
opisane sa wielomiany Czebyszewa i zakodowane funkcje MATLAB/OCTAVE wyko-
rzystywane ponizej.

6.1 Metody projekcyjne i metoda kolokacji

Rozpatrzmy problem znalezienia funkcji f: [a, b] — R spelniajacej réwnanie funk-
cyjne:

T(f)(x) = 0. (6.1)

Bardzo wiele zagadnien da sie zapisa¢ w postaci (6.1). Moze to byé¢ np. réw-
nanie rozniczkowe, réwnanie Bellmana czy rownanie okreslajace funkcje odwrotng
do pewnej funkcji.

Zalézmy, ze chcemy przyblizy¢ f funkcja f okreslong wzorem:

N-1

fl@) =3 andn(2), (6.2)

n=0

L Patrz Judd [11], rozdziat 7.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201

95



96

Metoda kolokacji
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gdzie funkcje ¢, () naleza do pewnej rodziny, np. wielomianéw z" czy wielomianéw
Czebyszewa T, (z). W ogblnosci chcemy dla danego N wyznaczy¢ takie wspolezyn-
niki ag,...,ay_1 aby f najlepiej przyblizata nieznang funkcje f z réwnania (6.1).
Nazwa ,metody projekcyjne” bierze sie wtasnie stad: ,rzutujemy” nieznane rozwia-
zanie na skoficzeniewymiarowa przestrzen funkeji 2" a, ¢, (z).

Jak poszukiwaé owego ,najlepszego” przyblizenia? Zdefiniujmy funkcje btedu
R(z;aq,...,ay_1) nastepujaco:

R(z;a9,...,axy_1) = T(f)(z). (6.3)

Funkcja R méwi nam jak bardzo f odbiega od doktadnego rozwiazania (6.1) w punk-
cie x.

Majac funkcje R mozemy okresli¢ wiele réznych kryteriow wyboru wektora wag
(an)X=). Moze to by¢ na przyktad minimalizacja btedu éredniokwadratowego:

aQ,--;aN—1

b
min / R(x;ag, ..., ay_1)%dx. (6.4)
Innym kryterium, w przypadku gdy ¢, (z) = 2", jest kryterium Galerkina:

b .
viEO,...,N—l/ R(l’, ap, . . - ,CLN_l)ZL‘ZdJZ =0. (65)

Wymienione kryteria doboru (a,) - wymagaja catkowania funkcji R. Metoda
kolokacji omija powyzszy problem poprzez zadanie aby réwnanie (6.1) byto doktad-
nie spetnione w N punktach 1, ...,zx. W metodzie kolokacji (a,))-) sa wyzna-
czone przez nastepujacy uktad réwnan nieliniowych:

R(%l, ap, - . . ,Clel) =0
R(x9;a9,...,an_1) =0
(2580, - an-) (6.6)
R(xzn;ag,...,any—1) =0
Najlepszym podejsciem jest wybranie x1, ...,y tak, by byly weztami Czebyszewa

na [a, b] i ustalenie funkeji bazowych ¢,,(x) wielomianami Czebyszewa. Taka metode
nazywa sie kolokacjg Czebyszewa. W dalszym ciggu bedziemy uzywaé¢ wytacznie tej
metody.

6.2 Przyktad zastosowania metody kolokacji

Pokazemy teraz jak zastosowaé metode kolokacji do przyblizenia funkcji arcsin y
na przedziale [—1, 1]. Funkcja ta okreslona jest ponizszym réwnaniem:

sin f(z) = z,
ktore mozna przepisa¢ nastepujaco:
sin f(x) —x =0. (6.7)

Zaczniemy od zakodowania funkcji MATLAB/OCTAVE zwracajacej reszte rowna-
nia (6.7) dla podanych x;, i f(z;).

2 Statystycznym odpowiednikiem metody Galerkina jest metoda momentéw.
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6.2 Przykiad zastosowania metody kolokacji

Plik eqasin.m

function y=eqasin(x, f)

y=sin(f)-x;

Koniec pliku egasin.m

Korzystajac z funkcji eqasin mozemy teraz zapisaé¢ funkcje zwracajaca dla za-
danych wspétezynnikow ao, . . ., ay_1 wektor reszt R(x;; ag, ..., an—1) w weztach ko-
lokacji. Przyjmujemy liczbe weztéow réwna 10. Do wyznaczenia weztéw Czebyszewa
na [—1, 1] korzystamy z funkcji chebnod. Dodatkowo korzystamy z tego, ze jesli x
jest wektorem weztéw Czebyszewa, wtedy wektor wartosci funkcji f(z;) przybliza-
nej szeregiem Czebyszewa (wzér (B-14)) z parametrami «; jest réwny Pa, gdzie
P, ; = T;_1(x;). Do wyznaczenia macierzy ® korzystamy z funkcji chebphi.

Plik residasin.m

function ret=residasin(v)

ret=eqasin(chebnod(10), chebphi(10)*v);
Koniec pliku residasin.m

Majac funkcje residasin mozemy wyznaczy¢ wektor rozwigzan réwnania (6.6)
w naszym problemie korzystajac np. z metody Newtona. Jako pierwsze przyblizenie
przyjmujemy wektor wspotczynnikéw szeregu Czebyszewa odpowiadajacy funkcji

f(@) = .

octave:1> a=newton (’residasin’, [0 1 0 00 0 00 0 0]’);

-1.5 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Rysunek 6.1: Rozwiazanie réwnania sin(f(z)) = = uzyskane metoda kolokacji

Majac wektor wspotezynnikéw a mozemy (korzystajac z funkeji chebval) okresli¢
wartosci naszego szeregu aproksymujacego na catym przedziale i sporzadzi¢ wykres
naszego przyblizenia (patrz rys. 6.1).

octave:2> x=(-1:.05:1)’;

octave:3> y=chebval (a, x);
octave:4> plot(x,y);
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Bardzo wazne jest sprawdzenie jak zachowuja sie reszty rownania poza weztami
kolokacji. To, ze w tych weztach z definicji btad bedzie réwny zero nie gwarantuje, iz
poza nimi bedzie satysfakcjonujaco maly. Ponizsze komendy korzystajace z funkcji
eqasin pozwalaja uzyskaé wykres bledu na catym przedziale (rys. 6.2).

octave:5> R=eqasin(x,y);
octave:6> plot(x,R);

0.005 y y y
0.004
0.003
0.002
0.001

0

-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

-0.005 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Rysunek 6.2: Reszta R(x;ao,...,an—_1) w problemie sin(f(x)) =z

Zauwazmy, ze btad przyblizenia wyraznie rosnie na krancach przedziatu. Jest
to spowodowane tym, ze wszystkie wezly Czebyszewa leza w $rodku przedziatu, a
pochodna naszej przyblizanej funkcji ([arcsinx] = 1/4/1 — 2?) zbiega do +oo, gdy
zblizamy sie do F1.

Nalezy zwroci¢ szczegbdlng uwage na doboér punktu startowego i analize wyniku
(zachowania sie reszt). W ogdlnosci réwnanie (6.6) ma wiecej niz jedno rozwiazanie
i to, czy nasz program do rozwigzywania réwnan nieliniowych zbiegnie (jesli w ogéle)
do poprawnego rozwigzania, zalezy od wyboru punktu startowego.

Cwiczenie 6.1 Znajdz zera funkcji residasin korzystajac z funkcji newton przyjmujac
jako punkt startowy wektor wspolczynnikéw szeregu Czebyszewa odpowiadajacy funkcjom
f(x) = =21 f(x) = 10z. Sporzadz dla uzyskanych rozwiazan wykresy szeregu aproksymu-
jacego i reszt.

Cwiczenie 6.2 Niech D(p) = pfé + 3p7% bedzie funkcja popytu. Znajdz uzywajac me-
tody kolokacji funkcje odwréconego popytu p(q) (speliajaca D(p(q)) = q).
6.3 Roéwnanie Eulera jako réwnanie funkcyjne

Najwyzszy czas pokazaé uzyteczno$¢ (z punktu widzenia programowania dyna-
micznego) rozwinietych do tej pory narzedzi. Kluczowa role odgrywa tutaj nadanie
nowej interpretacji réwnaniom Eulera — w modelach z nieskonczonym horyzontem
czasowym sg one nie tylko nieliniowymi réwnaniami rekurencyjnymi opisujacymi
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6.4 Numeryczne rozwigzanie modelu Ramseya

optymalng polityke, sa takze rownaniami funkcyjnymi, a wiec mozna zastosowac
do nich metody numeryczne dla probleméw funkcjonalnych, w tym metode koloka-
cji.

Roéwnanie Eulera, czy tez szerzej — zestaw warunkow pierwszego rzedu, mozna
w ogblnosci zapisa¢ nastepujaco:

F(c, 815 ey, 801) = 0, (6.8)

przy czym Si1 = (s, ¢;). W wielowymiarowym przypadku n zmiennych stanu, m
sterowan i k warunkéw pierwszego rzedu mamy: g:R" x R™ — R”, c:R" — R™ i
F:R™ x R x R™ x R* — RF,

W rozdziale 2 stwierdziliSmy, ze w modelach z nieskonczonym horyzontem jest
jedna, niezalezna od czasu funkcja polityki c(s). Wykorzystujac ten fakt mozemy
réwnanie (6.8) zapisa¢ nastepujaco:

F(c(st), st c(g(c(se), 51)), g (st ¢(s1)) = 0. (6.9)

W powyzszym réwnaniu F' i g sa okreslone, za$ c(-) jest poszukiwana przez nas
funkcja polityki. W oczywisty sposéb réwnanie (6.9) jest szczegdlnym przypadkiem
zagadnienia (6.1) i mozna do jego numerycznego rozwigzania zastosowaé metode
kolokacji.?

6.4 Numeryczne rozwigzanie modelu Ramseya

Punktem wyjscia bedzie dla nas réwnanie Eulera (5.8):

u'(cy) = Bl =0+ f'(kegr)]u (ceqa),

ktore zgodnie z wczesniejsza dyskusja mozna przepisaé jako rownanie funkcyjne
nastepujaco:

BIL =6+ f'(g(ke, (k)] (c(g(kr, c(kr))) — v (c(ke)) = 0, (6.10)

gdzie:
g(ke,cr) = (1= 0)ke + f(ke) — ca.

Numeryczne rozwigzanie (6.10) wymaga zakodowania najpierw funkcji uzytecz-
nosci i produkeji (i ich pochodnych) oraz funkcji przejscia g.

Pprzyjmujemy funkcje uzytecznosci postaci CRRA (ang. Constant Relative Risk
Aversion) ug(c) = c'=/(1 — 0) z parametrem 6 = 2. Funkcja utilramsey jako drugi
wynik podaje kraricowa uzytecznos$é (u'(c)).

3 Réwnaniami funkcyjnymi sa tez w oczywisty sposéb réwnania Bellmana. Szerokie oméwienie
zastosowania metody kolokacji do réwnan Bellmana znajdzie Czytelnik w podreczniku Mirandy i
Facklera [16]. W przypadku aproksymacji funkcji wartosci wspdtezynniki kolokacji uzyskuje sie ite-
rujac rownanie Bellmana. Nasze podejscie ma nastepujace zalety: jest tatwiejsze w implementacji
(jesli dysponujemy funkcja rozwiazujaca uktady réwnan nieliniowych), funkcje polityki uzyskujemy
od razu i, co najwazniejsze, operowanie na warunkach pierwszego rzedu pozwala bez przeszkod ana-
lizowa¢ modele, w ktérych réwnowaga konkurencyjna prowadzi do alokacji nieefektywnych w sen-
sie Pareto — analiza réwnan Bellmana ogranicza nas wtasciwie do probleméw centralnego planisty
(ogélniej: zagadnien optymalizacyjnych pojedynczego podmiotu).
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6 Metoda kolokacyi

Plik utilramsey.m
function [u, ull=utilramsey(c)

theta=2;

u=c.” (1-theta)/(1-theta);
ul=c.  (-theta);

Koniec pliku utilramsey.m

Ponizej prezentujemy kod funkcji prodframsey, ktéra zwraca f(k) i f'(k). Przy-
jelismy, ze funkcja produkcji jest funkcja Cobba-Douglasa z o = 1/3.
Plik prodframsey.m
function [f, fl]l=prodframsey (k)

alpha=1/3;

f=k."alpha;
fi=alphaxk. " (alpha-1);

Koniec pliku prodframsey.m

Funkcja transramsey okresla jutrzejszy poziom kapitatu dla podanego poziomu
dzisiejszego kapitatu i dzisiejszej konsumpcji. Jako drugi wynik transramsey podaje
1—=0+ f'(k) (rowne gy (k, c)), co przyda sie w kodowaniu réwnania Eulera, w ktérym
wystepuje wyrazenie 1—4J+ f'(k;11). Stope deprecjacji ustalamy na poziomie § = 5%.
Plik transramsey.m
function [g, gll=transramsey(k,c)

delta=.05;
[f, fil=prodframsey (k) ;

g=(1-delta)*k+f-c;
gl=(1-delta)+f1;

Koniec pliku transramsey.m

Majac powyzsze funkcje mozemy teraz zakodowadé funkcje eqeulerramsey poda-
jaca reszte rownania Eulera dla zadanych ky, ¢y, ki1, ¢o1. W funkeji tej pojawia sie
wspotezynnik dyskontujacy (3, ktory ustalamy na poziomie odpowiadajgcym stopie
dyskontujacej 4%.

Plik eqeulerramsey.m
function y=eqeulerramsey(kl, cl, k2, c2)

discount=1/1.04;

[ucl, uprimcil]=utilramsey(cl);
[uc2, uprimc2]=utilramsey(c2);
[gk2, gprimk2]=transramsey(k2, c2);

y=discount*gprimk?2.*uprimc2-uprimcl;
Koniec pliku eqeulerramsey.m
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6.4 Numeryczne rozwigzanie modelu Ramseya

Przed przystapieniem do podania funkcji zwracajacej reszte rownania Eulera
w weztach kolokacji warto najpierw okresli¢ poziom kapitatu i konsumpcji w stanie
ustalonym, by wiedzie¢ na jakim przedziale aproksymowaé funkcje polityki (prze-
dzial ten powinien zawieraé stan ustalony). Stan ustalony jest okreslony przez uktad
dwdbch rownan:

Bl =0+ f/(F)]u' (") —u'(c") =0

kE* = g(k*,c").

Funkcja ramseystst oblicza reszte obu réwnan korzystajac z funkcji eqeulerramsey
i transramsey. x(1) odpowiada poziomowi kapitatu, x(2) — konsumpcji.*

Plik ramseystst.m
function y=ramseystst(x)

y=zeros(2,1);
y(1)=eqeulerramsey(x(1), x(2), x(1), x(2));

y(2)=transramsey(x(1), x(2))-x(1);
Koniec pliku ramseystst.m

Korzystajac z funkcji newton mozemy rozwiazaé¢ uktad réownan okreslajacy stan
ustalony.

octave:1> newton (’ramseystst’, [1 1]°)
ans =

7.1278
1.5681

Wiedzac jaki jest stan ustalony mozemy przystapi¢ do napisania funkcji
resideulerramsey podajacej reszte rownania Eulera w wezltach kolokacji (lewe strony
uktadu réwnan (6.6)). Przyjmujemy, ze polityka jest aproksymowana dla pozioméw
kapitatu z przedziatu [4, 11] przy uzyciu wielomianu 9-go stopnia. Do réwnania Eu-
lera za dzisiejszy kapital podstawiamy wektor weztow Czebyszewa, zas$ dzisiejsza
konsumpcje obliczamy mnozac macierz ® (®;,;, = T;_1(z;)) przez wektor wspot-
czynnikéw szeregu Czebyszewa. Jutrzejszy kapitat wyznaczamy korzystajac z funk-
¢ji transramsey, za$ do obliczenia jutrzejszej konsumpcji uzywamy funkcji chebval
pozwalajacej obliczy¢ warto$¢ szeregu Czebyszewa aproksymujacego ¢(k) dla dowol-
nego k.

Plik resideulerramsey.m

function ret=resideulerramsey(v)

kmin=4;
kmax=11;

4 Oczywiscie stan ustalony modelu Ramseya dla przyjetych postaci funkeji produkeji i uzytecz-
nosci mozna wyznaczy¢ analitycznie, odpowiednio upraszczajac powyzsze réwnania. Procedura
stosowana przez nas w tym miejscu jest ogdlna i znajduje zastosowanie w przypadku, gdy anali-
tyczne znalezienie stanu ustalonego jest niemozliwe lub bardzo kosztowne.
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kl1=chebnod (10, kmin, kmax);
cl=chebphi (10) *v;
k2=transramsey(kl, c1);
c2=chebval (v, k2, kmin, kmax);

ret=eqeulerramsey(kl, cl, k2, c2);

Koniec pliku resideulerramsey.m

Mozemy teraz wykorzysta¢ funkcje newton do wyznaczenia wspotczynnikéw na-
szej aproksymacji. W startowym przyblizeniu przyjmujemy, ze konsumpcja jest
réwna 1,5 dla k = 7,5% i jest rosnacg funkcjg poziomu kapitatu.

octave:2> a=newton (’resideulerramsey’, [1.5 1 000000 0 0]%);
Mozemy sprawdzi¢ jak wyglada nasza funkcja polityki (rys. 6.3a).

octave:3> x=(4:.05:11)’; y=chebval (a, x, 4, 11); plot(x,y)

1.8 - ,

1.7 - B

1.6 - B

1.5 - B

14 - B

1.3 - b

1.2 1 1 1 1 1 1

Rysunek 6.3: Model Ramseya: a) optymalna polityka c(k), b) reszta réwnania Eulera

Ponizsze komendy pozwalaja sprawdzi¢ zachowanie si¢ btedu réwnania Eulera
na catym przedziale. Jak wida¢ z rys. 6.3b uzyskane przez nas przyblizenie jest
catkiem dobre.

octave:4> z=transramsey (x,y);
octave:5> R=eqeulerramsey (x, y, z, chebval (a, z, 4, 11));
octave:6> plot(x, R)

Oczywiscie bardziej nawet niz sama funkcja polityki interesuje nas ewolucja mo-
delowanej gospodarki. Ponizsze komendy pozwalaja zasymulowaé¢ ewolucje kapitatu
w czasie zaprezentowang na rysunku 6.4a. PrzyjeliSmy poczatkowy poziom kapitatu
rowny 5. Symulacja trwa 100 okresow.

octave:7> K=zeros(100,1); K(1)=5;

octave:8> for i=(2:100)

> K(i)=transramsey (K(i-1), chebval (a, K(i-1), 4, 11));
> end

® Przy liniowej transformacji przedziatu [4,11] na przedziat [—1,1] 7,5 przechodzi na 0.
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Zadania

Majac ewolucje kapitatu, korzystajac z funkcji produkeji, aproksymacji funkcji
polityki c(k) i prostej tozsamosci rachunkowej mozemy zobaczy¢ jak zmieniaja sie
w czasie produkt, konsumpcja i inwestycje (rys. 6.4b-d).
octave:9> Y=prodframsey (X);

octave:10> C=chebval (a, K, 4, 11);
octave:11> I=Y-C;

7.5 1.95

[ i

6.5 B

6 -

55

1.6 T T 0.372

0.37

0.368

0.366

0.364

0.362

0.36

0.358

1.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.356

Rysunek 6.4: Model Ramseya: ewolucja a) kapitatu, b) produkeji, ¢) konsumpcjiid) in-
westycji

Z.adania

Zadanie 6.1 Rozwiaz numerycznie model Ramseya z endogeniczng podaza pracy.
Czas wolny wchodzi do funkcji uzytecznosci chwilowej w nastepujacy sposob (I €
[0, 1] oznacza podaz pracy):
(CT<1 _ 1)1—7)1—9
1—-6 '
Funkcja produkeji to funkcja Cobba-Douglasa:
f(k, 1) = ko1t

Problem ma standardowa postac:

u(e,l) =

maXZﬁtu(Ct, lt) Pw. C + it < f(ktv lt)7 ]’ft+1 = (1 — (S)k’t + it'
t=0
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6 Metoda kolokacyji

1. Zapisz rownanie Bellmana.
2. Wyprowadz warunki pierwszego rzedu.

3. Zmien odpowiednio funkcje prodframsey, transramsey i utilramsey. Napisz
funkcje obliczajaca reszte réwnania Eulera i rozwiaz numerycznie rownanie
kolokacji. Sprawdz zachowanie sie reszt. Przyjmij 7 = 0,35, zas pozostate pa-
rametry takie, jak w tresci rozdziatu.

4. Dokonaj symulacji kapitatu, podazy pracy, produkcji i konsumpcji.

Wskazéwka: Optymalne sterowania c i [ sg ze soba zwigzane warunkiem pierwszego
rzedu, wiec wystarczy aproksymowac tylko jedna funkcje polityki ¢ lub [ (jesli mamy
jedna, druga mozemy znalez¢ z warunku pierwszego rzedu, ktory w tym przypadku
ma bardzo prosta postac.)
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Dodatek A

Podstawy obstugt programow MATLAB
i OCTAVE

Ponizsza prezentacja programéw MATLAB i OCTAVE jest sita rzeczy bardzo
skrotowa i ograniczona do niezbednego dla samowystarczalnosci ksigzki minimum.
Wiecej informacji na temat dzialania programéw MATLAB i OCTAVE mozna zna-
lez¢ w dotaczonej do nich dokumentacji lub na stronach http://www.mathworks.com
i http://www.octave.org.

A.1 Operacje arytmetyczne. Zmienne

Najprostszym zastosowaniem programéw MATLAB/OCTAVE sg obliczenia aryt-
metyczne na liczbach rzeczywistych i zespolonych. Wystarczy zapisa¢ nasze dziatanie
i nacisna¢ <ENTER>. Popatrzmy:

octave:1> 3/4-1

ans = -0.25000
octave:2> (1+1)/(1-1)
ans = 0 + 1i

W drugim przykladzie i oznacza jednostke urojong czyli +/—1. MAT-
LAB/OCTAVE majg zapisane podstawowe stale matematyczne m i e. Przy okazji
zwro6émy uwage, ze MATLAB/ OCTAVE korzystaja z angielskiego sposobu zapisu liczb
dziesietnych z kropka jako separatorem.

octave:3> pi

pi = 3.1416
octave:4> e
e = 2.7183

Oprocz podstawowych dziatan arytmetycznych uzytkownik ma dostep do prak-
tycznie wszystkich najwazniejszych funkcji (pamietajmy o angielskim nazewnic-
twie!), w tym funkeji trygonometrycznych (sin, cos, tan, asin, acos, atan), lo-
garytmu (log) i eksponenty (exp).
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A.2 Wektory i macierze

octave:5> cos(pi)

ans = -1
octave:6> log(e)
ans = 1

Bardzo wazna operacjg jest potegowanie i pierwiastkowanie. Do potegowania
stuzy operator ,°”, pierwiastek kwadratowy wyciggamy przy uzyciu funkcji sqrt
(ang. square root).

octave:7> 2710

ans = 1024
octave:8> sqrt(1024)
ans = 32

Pokazemy teraz jak korzysta¢ ze zmiennych. Najprostsze przypisanie (i jedno-
czesna deklaracja zmiennej) zaprezentowane jest ponizej.

octave:9> a=3
a=3

Zauwazmy, ze OCTAVE pokazalo wynik operacji (przypisanie zmiennej a
liczby 3). Jedli, jak ponizej, po przypisaniu postawimy $érednik ,;” wynik opera-
c¢ji nie bedzie pokazany.

octave:10> b=4;

W ponizszym przyktadzie obliczamy srednia z liczb a i b i zapisujemy wynik
W zmiennej c.

octave:11> c=(a+b)/2
c = 3.5000

Cwiczenie A.1 Zapisz w zmiennej d liczbe 7/2, nastepnie dokonaj przypisania
d=sin(d) /2. Jaka bedzie nowa warto$¢ d?

A.2 Wektory i macierze

Najwazniejsza cecha programéw MATLAB i OCTAVE jest sprawne operowanie
wektorami i macierzami odbywajace sie dzieki odwotaniom do bibliotek BLAS
(ang. Basic Linear Algebra Subroutines) i LAPACK (ang. Linear Algebra PAC-
Kage). Pokazemy teraz jak deklarowaé wektory i macierze, odwoltywaé sie do nich
1 wykonywac najprostsze operacje.
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Dodatek A. Podstawy obstugi programéow MATLAB i OCTAVE

A.2.1 Deklaracje i przypisania wektoréw i macierzy

Wektory, podobnie jak zmienne, deklarujemy przez przypisanie. Wspoétrzedne
wektora podajemy w nawiasach kwadratowych , [1” oddzielajac je od siebie prze-
cinkiem lub spacjg.! Oto przyklad:
octave:12> x=[-1, 0, 3]

X =

-1 0 3

Do wspélrzednych odwolujemy sie podajac ich numer w nawiasach zwyktych

MOLF

octave:13> x(1)

ans = -1

octave: 14> x(2)

ans = 0

octave:15> x(3)

ans = 3

Cwiczenie A.2 Jaki bedzie wynik przypisania x(2)=-47
Deklaracja i przypisanie macierzy wyglada podobnie jak w przypadku wekto-

row. Kolejne kolumny w wierszu oddzielamy spacja lub przecinkiem, za$ wiersze
srednikiem ,;”. Ponizej pokazujemy inicjalizacje macierzy 2 x 2.

octave:16> A=[-3, 4; 1, 2]

Odwotanie do konkretnej pozycji macierzy takze przypomina odwotania do wek-
toréw. W nawiasie zwyklym podajemy najpierw numer wiersza, potem kolumny:

octave:17> A(1,2)
ans = 4

Czesto przydaje sie¢ odwotanie si¢ do calego wiersza/kolumny macierzy. W takich
sytuacjach podajemy numer wiersza (kolumny), zas w miejsce numeru kolumny
(wiersza) wpisujemy dwukropek ,:”.

octave:18> A(1,:)
ans =

-3 4

octave:19> A(:,2)
ans =

4
2

I Nalezy uwazaé przy oddzielaniu wyrazen spacjami ze wzgledu na mozliwoéé wystepowania
dwuznacznosci. Np. [1 -2 3] to wektor (1,—2,3), za$ [1 - 2 3] to wektor (-1, 3).
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A.2 Wektory i macierze

A.2.2 Wektory i macierze specjalne

Whpisywanie za kazdym razem recznie macierzy (np. przy deklaracji) jest uciaz-
liwe i w wielu przypadkach niewykonalne.? Najczesciej macierze i wektory inicjalizuje
sie wykorzystujac pewne funkcje, ktorych wynikiem sg macierze jakich oczekujemy.
Ponizej podajemy kilka najwazniejszych funkcji generujacych macierze i wektory.

Macierz jednostkowa n X n tworzymy uzywajac komendy eye (od brzmienia an-
gielskiego I — standardowego oznaczenia macierzy jednostkowej).

octave:20> eye(3)

ans =
1 0 O
0 1 0
0 0 1

Macierze n x m sktadajace sie z samych zer lub jedynek tworzymy uzywajac
funkcji zeros i ones podajac liczbe wierszy i kolumn. W przypadku podania jednej
liczby funkcje te tworzg macierze kwadratowe o zadanym wymiarze.

octave:21> zeros(3,2)

ans =
0 O
0 O
0 O

octave:22> ones(2,4)

ans =
1 1 1 1
1 1 1 1

Czesto wykorzystuje sie (np. w petlach) wektory ktorych kolejne wyrazy sa ele-
mentami ciagu arytmetycznego. Taki wektor tworzy si¢ podajac w nawiasie zwyklym
pierwsza i ostatnia liczbe ciagu oddzielone dwukropkiem.

octave:23> (1:6)
ans =

1 2 3 4 5 6

Jesli zalezy nam na utworzeniu ciggu arytmetycznego o innej réznicy nalezy ja
poda¢ pomiedzy pierwsza i ostatnia liczba ciggu oddzielajac dwukropkiem.

octave:24> (-2:0.5:2)

ans =

-2.0000 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0.0000 0.5000 1.0000 1.5000
2.0000

2 Jak wygladaloby wpisanie macierzy jednostkowej 100 x 1007
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Ostatnig bardzo uzyteczna klasa macierzy (i wektoréw) sa macierze wypelnione
liczbami pseudolosowymi. Funkcja rand stuzy do wypetniania liczbami pseudoloso-
wymi z rozkladu jednostajnego na (0,1), zas funkcja randn liczbami ze standardo-
wego rozktadu normalnego N (0, 1).

octave:25> rand(2)
ans =

0.011155 0.193487
0.053544 0.545317

octave:26> rand(2,3)
ans =

0.98109 0.10993 0.92111
0.70334 0.29451 0.78699

octave:27> randn(2,3)
ans =

-0.60000 1.22904 -0.87689
-0.42401  0.49441 -0.85250

A.2.3 Dziatania na wektorach i macierzach
Mnozenie przez skalar

Operacje mnozenia wektorow i macierzy przez skalary przeprowadza si¢ natu-
ralnie uzywajac zwykltego operatora mnozenia ,*”. Ponizej prezentujemy dwa przy-
ktady.

octave:28> x=[1 -4 3 2.5]
X:

1.0000 -4.0000 3.0000 2.5000

octave:29> 2x*x
ans =

2 -8 6 5

octave:30> 3xeye(2)

ans =

3 0

0 3
Dodawanie

Macierze i wektory dodajemy naturalnie uzywajac znaku ,+’. W przypadku
niezgodnosci wymiaréw wektoréw (macierzy) operacja zakonczy sie btedem.
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octave:31> [1 2 3]+[-4 -3 -2]
ans =

-3 -1 1

octave:32> [1 2 3]+[-4 -3 -2 0]

error: operator +: nonconformant arguments (opl is 1x3, op2 is 1x4)
error: evaluating binary operator ‘+’ near line 30, column 8
octave:32> eye(2)+ones(2)

ans =

2 1

1 2
Mnozenie

Macierze n x m i m X k mnozymy uzywajac zwyktego operatora mnozenia ,*”.
W przypadku niezgodnosci wymiaréw operacja zakonczy sie btedem.

octave:33> A=[1 3; 2 5]
A=

N o~
[S2 V)

octave:34> B=[1 4 5; 3 4 3]
B=
1 4 5
3 4 3

octave:35> A*B

ans =
10 16 14
17 28 25

octave:36> B*A
error: operator *: nonconformant arguments (opl is 2x3, op2 is 2x2)
error: evaluating binary operator ‘*’ near line 34, column 2

Mnozenia wektora przez macierz dokonuje si¢ podobnie. W ponizszym przykta-
dzie préba pomnozenia macierzy A przez wektor wierszowy (macierz 1 x 2) zakonczy
sie btedem.

octave:36> x=[-3 4]
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octave:37> Axx
error: operator *: nonconformant arguments (opl is 2x2, op2 is 1x2)
error: evaluating binary operator ‘*’ near line 35, column 2

Mozemy dokonaé¢ transpozycji wektora x uzywajac pojedynczego znaku cudzy-
stowa ,,’”. Wtedy operacja mnozenia macierzy A i wektora x stanie si¢ mozliwa.

octave:37> Ax*x’
ans =

9
14
Dzialania ,,wyraz po wyrazie”

Czasami zachodzi potrzeba wykonania dziatan na wektorach lub macierzach wy-
raz po wyrazie. Np. wyobrazmy sobie, ze chcemy podnie$¢ kazda liczbe w pewnym
wektorze do kwadratu (przemnozy¢ przez nig sama). Uzycie operatora mnozenia
zakonczy sie w takiej sytuacji btedem:

octave:38> [1 2 3]*[1 2 3]
error: operator *: nonconformant arguments (opl is 1x3, op2 is 1x3)
error: evaluating binary operator ‘*’ near line 36, column 8

Aby programy MATLAB lub OCTAVE wiedzialy, ze naszym celem jest dziatanie
wyraz po wyrazie, musimy przed znakiem dziatania da¢ kropke. W naszym przy-

2

padku uzywamy operatora ,,.*".

octave:38> [1 2 3].x[1 2 3]
ans =

1 4 9

Oczywiscie, rownie dobrze zamiast mnozy¢ wektor przez siebie mozna podnies¢
go do kwadratu. Znowu musimy jednak pamigta¢ o kropce.

octave:39> [1 2 3]."°2
ans =

1 4 9

Funkcje arytmetyczne standardowo dziataja wyraz po wyrazie. Oto przyktad.

octave:40> sin([-pi -pi/2 0 pi/2 pil)
ans =

-0.00000 -1.00000 0.00000 1.00000 0.00000

Warto wiedzie¢, ze do wektora (i macierzy) mozna dodaé skalar i operacja taka
nie zakonczy si¢ btedem — skalar zostanie dodany do kazdego z wyrazow.
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octave:41> zeros(1,5)-2
ans =

-2 -2 -2 -2 -2

Jesli na przyktad chcemy utworzy¢ wektor (nazwijmy go z) majacy na pierwszych
9-ciu pozycjach 7w zas na ostatniej 10-tej e wystarczy wykona¢ nastepujace operacje:

octave:42> z=zeros(1,10)+pi
Z=

3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416
3.1416

octave:43> z(10)=e
Z=

3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 3.1416
2.7183

A.3 Programowanie w jezyku Matlab/Octave

Programy MATLAB i OCTAVE sa czyms wiecej niz tylko zaawansowanymi kalku-
latorami przeznaczonymi do operacji na macierzach, sa takze interpreterami bardzo
prostego i elastycznego jezyka programowania przeznaczonego do zagadnien nume-
rycznych. Ponizej pokazemy jak deklarowaé i zapisywaé proste funkcje w jezyku
MATLAB/OCTAVE oraz przyblizymy podstawowe konstrukcje tego jezyka.

A.3.1 Skrypty i funkcje

MATLAB i OCTAVE pozwalaja zapisywa¢ zestawy swoich polecen w plikach z roz-
szerzeniem .m. Taki plik tekstowy zawierajacy liste polecen MATLAB/OCTAVE na-
zywamy skryptem. Aby wykonaé zestaw polecen w skrypcie nalezy po prostu wpisaé¢
jego nazwe (bez rozszerzenia .m) i nacisnaé¢ <ENTER>. Aby plik zostal wykonany, musi
znajdowaé si¢ w jednym z katalogéw wskazywanych przez zmienna path (w MAT-
LABie) lub zmienna LOADPATH (w OCTAVE). Jedli np. uzywamy OCTAVE pod Linu-
xem i chcemy zapisywac¢ swoje skrypty i programy w podkatalogu mfiles/ katalogu
domowego (np. /home/gklima/mfiles/) najlepiej wykonaé¢ na poczatku kazdej sesji
ponizszg komende.

octave:1> LOADPATH = [DEFAULT_LOADPATH ’:’ ’~/mfiles//’]

Jesli uzywamy MATLABa pod MS Windows i zapisujemy swoje pliki .m w katalogu
c:\mfiles nalezy wykonaé na starcie ponizsza komende.?

3 Powyzsze operacje mozna zautomatyzowaé. W przypadku korzystania z OCTAVE wystarczy
utworzy¢ plik .octaverc w katalogu domowym i wpisa¢ tam komende ustawiajaca LOADPATH
(najlepiej dodajac na koniec $rednik). Jesli uzywamy MATLABa musimy znalezé w strukturze ka-
talogéw instalacji plik matlabrc i tam dopisaé¢ komende odpowiednio ustawiajaca Sciezke.
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>> path(path, ’c:\mfiles’)

Nalezy pamietaé, ze pliki funkcji i skryptéw sa plikami tekstowymi, a wiec nie
nalezy ich tworzy¢ w zadnym procesorze tekstu, np. MS Word czy Open Office
Writer, tylko w zwyktym edytorze.

Najczesciej skrypty przydaja sie do zautomatyzowanej inicjalizacji zmiennych.
Oto przyktad bardzo prostego skryptu, ktéry inicjalizuje zmienne alpha, beta
i delta. Nasz plik nosi nazwe exampleO.m.

Plik exzampleO.m

alpha=1/3;
beta=1/1.04;
delta=0.0198;

Koniec pliku exzampleO.m

Ponizsze komendy wykonuja nasz skrypt i wykorzystuja zmienng alpha do pro-
stych obliczen.

octave:1> exampleO
octave:2> 100~ alpha
ans = 4.6416

Cwiczenie A.3 Napisz skrypt inicjalizujacy macierz A 2 x 10, ktérej pierwszy wiersz
to liczby od 0 do 9 za$ drugi to liczby od 9 do 0. Nie wpisuj elementéw tej macierzy
recznie, tylko uzyj polecenia zeros i skorzystaj z operatora ,,:”.

Funkcje sa zestawami polecen, ktére dziataja na pewnych podanych przez uzyt-
kownika argumentach i zwracajg wynik. Funkcje tworzone przez uzytkownika sa,
podobnie jak skrypty, zapisywane w plikach z rozszerzeniem .m, ktore nalezy umie-
sci¢ w odpowiednim katalogu. Do tej pory poznaliémy kilka standardowych funk-
cji MATLAB/OCTAVE, np. funkcje sin czy eye. Czes$é standardowych funkcji jest
skompilowana z MATLABem czy OCTAVE, czes¢ jest dostarczona w postaci plikow
7 Tozszerzeniem .m, napisanych w ten sam sposéb, w jaki piszemy funkcje ponizej.*

Aby interpreter poprawnie zrozumial i wykonal oczekiwane przez nas operacje
musimy poda¢ mu kilka podstawowych informacji. Po pierwsze, deklaracja funkcji
musi zaczynaé sie od stowa kluczowego function. Po drugie, kazda funkcja musi
mie¢ unikalng nazwe, ktéra musi sie zgadzaé z nazwa pliku, w ktorym funkcje za-
pisujemy. W wigkszosci jezykow programowania wynik funkcji jest zwracany przez
odwotanie do specjalnego stowa kluczowego, w MATLABie i OCTAVE tak nie jest —
zwrdcenie wyniku odbywa sie dzieki przypisaniu go do pewnej lokalnej (czyli ro-
zumiane] tylko wewnatrz funkcji) zmiennej, zadeklarowanej w preambule funkcji.
Argumenty, na ktorych funkcja dziata musza tez mie¢ swoje lokalne nazwy zadekla-
rowane w preambule. W odréznieniu od wiekszosci jezykéw programowania nie ma
koniecznosci deklarowania typu (np. macierz, wektor, liczba) ani argumentu, ani wy-
niku. Jesli typ argumentu podanego przez uzytkownika nie pozwala na wykonanie
operacji zakodowanych w funkcji jej wykonanie zakonczy sie btedem.

Oto schemat pliku .m zawierajacego funkcje:

4 Kod funkcji zawartej w pliku .m, lub informacje, ze jest to funkcja skompilowana mozna uzy-
skaé korzystajac z komendy type, po ktérej (po spacji) nalezy podaé nazwe interesujacej nas funk-
cji.
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function lokalna nazwa wyniku = nazwa funkcji (lokalna nazwa argumentu)
komendy

lokalna nazwa wyniku = . ..

Ponizsza przykladowa funkcja examplel zwraca iloczyn argumentu przez jego

transpozycje.
Plik exzamplel.m

function y=examplel(x)

= ) .
y=x*x’;

Koniec pliku exzamplel.m

Oto przyktady jej dziatania:

octave:1> examplel ([1 2 3])

ans = 14
octave:2> examplel ([1 2 3]°)
ans =

1 2 3

2 4 6

3 6 9

octave:3> examplel (ones(2,3))
ans =

3 3
3 3

Nalezy pamietac¢, ze zmienne x i y sa zmiennymi lokalnymi dla funkcji examplel
i nastepujace przypisania w obszarze roboczym nie beda miaty wplywu na jej dziata-
nie, ani tez jej wykonanie nie bedzie miato wptywu na zawartos¢ tychze zmiennych.

octave:4> x=5; y=3;
octave:5> examplel ([1 2 3])
ans = 14

octave:6> x

x =5

octave:7> y

y=3

Cwiczenie A.4 Napisz funkcje, ktéra dla podanej macierzy A obliczy (A+A’)/2. Zauwaz,
ze dziatanie to ma sens tylko gdy A jest kwadratowa. Sprobuj wykonaé te funkcje na jakiejs
macierzy niekwadratowej lub wektorze. Co si¢ stanie?

Funkcje w MATLABie i OCTAVE moga, podobnie jak we wszystkich standardo-
wych jezykach programowania, bra¢ wiecej niz jeden argument. Jedna z ciekawych
cech jezyka MATLAB/OCTAVE, jest to, ze funkcje moga zwracaé¢ wiecej niz jeden
wynik. Ogoélny schemat funkcji bioracej n argumentéw i zwracajacej m wynikow
podajemy ponize;j.
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function [wynikl,. .., wynikm] = nazwa funkcji Cargl, ...,argn)
'k.o‘mendy
'u.)g;m'kl =...

Ponizsza funkcja jest niejako rozszerzeniem funkcji examplel. Jako drugi wynik
zwraca iloczyn transpozycji argumentu przez samego siebie.

Plik exzample2.m
function [y, yyl=example2(x)

y=x*x";
YY=X*X;

Koniec pliku exzampleZ.m

Przy standardowym wywotaniu podawany jest tylko pierwszy wynik.

octave:1> example2([1 2 3])
ans = 14

octave:2> a=example2([1 2 3])
a=14

Jesli chcemy na raz przypisa¢ oba wyniki do dwoch zmiennych wystarczy zrobié¢
jak ponizej.

octave:3> [a,b]=example2([1 2 3])
a=14
b =

o DN
© O W

3

Cwiczenie A.5 Napisz funkcje sredwar, ktéra dla danego wektora wierszowego pewnych
obserwacji oblicza érednig z préby i wariancje. Wskazowka: do okreélenia wielkosci préoby
uzyj funkcji size. Funkcja ta zwraca wektor 1x 2 (najpierw liczbe wierszy, potem kolumn),
wiec najlepiej uzyé przypisania n=size(x,2) (patrz help size). Do zsumowania liczb
w wektorze uzyj funkcji sum.

Cwiczenie A.6 Napisz funkcje korelacja, ktéra dla dwéch wektoréw wierszowych obli-
cza ich korelacje. Do obliczenia wartosci $redniej i wariancji obu wektoréw uzyj napisanej
przez siebie wczesniej funkcji sredwar.

A.3.2 Konstrukcje warunkowe i petle

Warunkowe wykonywanie polecen oraz petle sa najwazniejszymi konstrukcjami
kazdego jezyka programowania — pozwalajg programom podejmowaé decyzje i au-
tomatyzowa¢ powtarzanie operacji.
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if, else i elseif

Najprostsza konstrukcja warunkowa sprowadza sie do uzaleznienia wykonania
polecenia (serii polecen), od spelienia pewnego warunku. Schemat takiej konstruk-
cji przedstawiamy ponize;j.

if warunek
komendy, ktore majqg byé wykonane jesli warunek jest spetniony

end

Najprostsze warunki maja postaé¢ relacji, np. a>b, a<b, a==b (a réwne b), a<=b
(mniejsze lub réwne), a>=b, a~=b (rézne). Bardziej zlozona posta¢ warunku mozna
uzyskaé korzystajac z operatoréw logicznych & (i), | (lub) i ~ (nie). Np. konstruk-
cja (a>=0) | (b>=0) oznacza ,przynajmniej jedna z liczb a, b jest nieujemna”, za$
(a<0)&(b>1) — ,a jest mniejsze od zera i b wieksze od 1”.

Najczesciej chcemy wskazaé¢ dziatania, ktére maja zosta¢c wykonane przy spet-
nieniu warunku i alternatywne dziatania, ktore majg by¢ wykonane w przeciwnym
przypadku. Do konstrukeji tego typu uzywany stowa kluczowego else.

if warunek

'/f.o'mendy, ktore majg bycé wykonane jesli warunek jest spetniony
else

./f.o'mendy, ktore majg bycé wykonane jesli warunek nie jest spetniony
end

Ponizsza funkcja losuje liczbe (pseudolosowa) ze zbioru {0,1} z prawdopodo-
bienstwem p sukcesu (jedynki) korzystajac z generatora liczb pseudolosowych o roz-
ktadzie réwnomiernym na [0, 1] wbudowanego w funkcje rand.

Plik exzample3.m
function ret=example3(p)

if rand(1,1)<p
ret=1;
else
ret=0;
end

Koniec pliku ezample3.m

Cwiczenie A.7 Uzupelnij funkcje korelac ja z ¢wiczenia A.6 o kontrole zgodnosci wy-
miaréw obu wektoréw danych. Gdy wymiary si¢ nie zgadzaja funkcja powinna obliczaé
korelacje pierwszych n wyrazéw, gdzie n to liczba danych w wektorze z mniejsza liczba ob-
serwacji. Wskazéwka: do wybrania pierwszych n wyrazéw wektora x o dlugosci wiekszej
niz n wykorzystaj operator : piszac x(1:n).
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Czasami wystepuja sytuacje, w ktorych chcemy w razie niespetnienia jednego
warunku sprawdzi¢ jaki$ inny i wykona¢ odpowiednie dziatanie wedlug schematu:
»jesli spetnione a to zréb to, jesli nie a i spetnione b, to zréb co$ innego. Do ta-
kich konstrukeji uzywa sie stowa kluczowego elseif. Ogodlna konstrukcja z uzyciem
elseif pokazana jest ponizej.

if warunekl
komendy, ktore majq by¢ wykonane jesli warunekl jest spetniony
elseif warunek?

komendy, ktore majg byé wykonane jesli warunekl nie jest, a warunek?2 jest
spetniony

end

Konstrukcje warunkowe mozna zagniezdza¢ jedna w drugie;j.

Petle while

Czesto — np. w iteracyjnych algorytmach numerycznych — pojawia sie potrzeba
powtarzanie pewnej operacji tak dtugo jak dtugo spetniony jest pewien warunek, lub
tez do momentu spetnienia pewnego warunku. Petle tego typu tworzy sie uzywajac
stowa kluczowego while wedlug prezentowanego ponizej schematu.

while warunek
komendy, ktore majq byc wykonywane jak diugo warunek jest spetniony
end

Ponizsza funkcja oblicza pierwiastek réwnania cosx = x z zadang doktadnoscig
uzywajac tzw. metody bisekcji. Szukanie pierwiastka naszego rownania jest réwno-
wazne 7z szukaniem miejsca zerowego funkcji f(z) = cosz — x. Wiemy, ze f(0) > 0
i jednoczesnie f(5) < 1. Z ciaglosci f wynika, ze pierwiastek lezy gdzies miedzy 0 i
%. Zatoézmy, ze mamy dwie liczby a,, i by, o ktérych wiemy, ze f(a,) > 01 f(b,) < 0.
Obliczamy y = f (@) (wartos$¢ funkeji w srodku przedziatu). Jesli y > 0 to znaczy,
ze pierwiastek, lezy miedzy % ib,, wiec przyjmujemy a,,, = @ ibpi1 = by,
gdy y < 0 przypadku bierzemy a,+1 = a, i b1 = % Jesli y = 0, to znaczy, ze
znalezliSmy doktadnie szukany pierwiastek. W kazdej iteracji przedziat zawierajacy
szukany pierwiastek (przedzial (a,,b,) zmniejsza sie o potowe. Jedli b, —a, <cie
jest satysfakcjonujaca nas doktadnoscig procedure konczymy.

Plik example4.m

function ret=example4(tol)

a=0;

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201

119



120

Dodatki

A.3 Programowanie w jezyku MATLAB/OCTAVE

b=pi/2;
y=1;

while ((b-a)>tol)&(y~=0)
c=(a+b)/2;
y=cos(c)-c;
if y>0
a=c;
else
b=c;
end
end

ret=b;

Koniec pliku exzample4.m

Uzywajac petli while nalezy sprawdzac, czy nie zakodowaliSmy petli nieskon-
czonej, czyli takiej, w ktorej warunek bedzie zawsze spetiony. Jesli podejrzewamy,
ze warunek moze by¢ zawsze spetliony lub obliczenia w jednej petli trwajg dtugo,
a nasz iteracyjny schemat moze zapewni¢ wyjscie z petli dopiero po bardzo wielu
iteracjach, najlepiej wprowadzi¢ pewna zmienna zliczajaca iteracje (np. n) i uzupel-
ni¢ warunek wyjsciowy dodatkowym warunkiem n<N, gdzie np. N=1000. Przyktadowy
schemat takiego zabezpieczenia prezentujemy ponizej.

N=1000; n=0;

while ( warunek )&(n<N)
n=n+1;
komendy

end

Petle for

Petli for uzywamy, gdy chcemy wykona¢ z gory zadana liczbe iteracji, z kto-
rych kazda jest indeksowana elementami pewnego wektora lub macierzy. W kolejnej
iteracji zmienna indeksujaca przyjmuje kolejna warto$¢ z zadanego wektora (lub
macierzy). Oto ogdlny schemat petli for.

for zmienna indeksujgca = wektor
komendy
end

Ponizsza funkcja wyznacza pierwszych n wyrazow ciggu zadanego rekurencyjnie
ap = Qp_1 + ay_o 7z warunkiem poczatkowym a; = as = 1.
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Plik exzampleb.m

function ret=example5(n)
x=ones(1,n);

if n>2
for i=(3:n)
x(D)=x(1-D)+x(i-2);
end
end

ret=x;

Koniec pliku ezampleb5.m

A.3.3 Pare uwag o dobrym stylu programowania
Wektoryzacja

Jezyk programowania MATLAB/OCTAVE jest jezykiem interpretowanym i petle
dziataja w nim bardzo wolno. Najwazniejsze dla zapewnienia wydajnosci progra-
méw jest maksymalne wykorzystanie wkompilowanych bibliotek BLAS i LAPACK
bardzo efektywnie operujacych na wektorach i macierzach. Wszedzie, gdzie operujac
na macierzach i wektorach mozna wykorzystywac¢ takie funkcje jak sum, operator :,
czy dziatania wyraz po wyrazie, nie nalezy stosowaé petli for.

W wielu przypadkach niewielki wysitek programistyczny pozwala zapewnic¢ by
nasza funkcja przyjmowata jako argumenty nie tylko liczby, lecz takze wektory wyko-
nujac na kazdej liczbie te samg operacje, lub zamiast wektora przyjmowata macierz
i wykonywata na kazdej kolumnie (lub wierszu) te sama operacje.

Przejrzystosé kodu

Najwazniejszym zaleceniem przy pisaniu w kazdym jezyku programowania jest
jasne prezentowanie hierarchizacji kodu poprzez stosowanie wcigé, tym wickszych im
nizej w hierarchii kodu jest dana komenda. Taki sposéb pisania kodu utatwia szybkie
rozpoznanie, gdzie rozpoczyna i koniczy sie petla czy konstrukcja warunkowa. Warto
tez oddziela¢ pustymi liniami kolejne czesci algorytmu, np. inicjalizacje pomocni-
czych zmiennych od gtéwnej petli.

Komentarze

Piszac wieksze funkcje lub zestawy funkcji warto w formie komentarza dodac
kilka uwag, o tym, co dana funkcja robi, jakie przyjmuje argumenty, jaki zastoso-
wano algorytm itp. Komentarze rozpoczynaja sie od znaku % W srodowisku uzyt-
kownikéw MATLABa i OCTAVE przyjeto si¢ umieszcza¢ wszelkie informacje przed
lub tuz pod deklaracja funkcji, przed jej kodem.

Cwiczenie A.8 Znajdz w strukturze katalogéw swojej instalacji MATLABa
(np. c:\matlab) lub OCTAVE (np. /usr/share/octave) pliki .m i przejrzyj ich
strukture.
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A.4 Kilka dodatkowych mozliwos$ci programoéw
Matlab i Octave

A.4.1 Weczytywanie i zapisywanie danych z/do plikéw

Zdarza sie, ze dane, na ktorych chcemy pracowaé zapisane sa w pewnym pliku.
Do ich wezytywania stuzy funkcja load. load obstuguje kilka formatéw zapisu da-
nych, ® my ograniczymy sie do przypadku, gdy dane sg zapisane w formacie teksto-
wym.

Zatozmy, ze w katalogu, z ktorego uruchomiliémy MATLABa lub OCTAVE
(ew. w ktoryms z katalogow w Sciezce dostepu) znajduje sie plik data0 o naste-
pujacej zawartosci:

Plik dataO
14
b4 4
45 68
345 8
2 -1
Koniec pliku data0

Aby wezytaé zawarto$é tego pliku do zmiennej o takiej samej nazwie jak nazwa
pliku (w naszym przyktadzie data0) wystarczy napisaé¢ ,load nazwapliku” i mozemy
juz normalnie operowa¢ na naszej zmiennej.

octave:1> load data0l
octave:2> data0O’
ans =

1 54 45 345 2
4 4 68 8 -1

Aby zapisa¢ wektor lub macierz w pliku korzystamy z komendy save podajac
najpierw nazwe pliku, potem nazwe zmiennej. Oto przyktad prostego zastosowania
tej funkcji.

octave:3> x=[1 943 2 13];
octave:4> save datal x

MATLAB i OCTAVE majg rozne domyslne typy plikow, w ktorych zapisuja
zmienne. W przypadku MATLABa jest to plik binarny z rozszerzeniem .mat, w przy-
padku OCTAVE — plik tekstowy ze specjalnym nagtowkiem. Szczegdtowe informacje
na ten temat (w tym liste dodatkowych opcji save pozwalajacych zapisa¢ zmienne
w formacie innym niz domyslny) mozna uzyskaé piszac help save. Niezaleznie jed-
nak od programu (i jego wersji), ktéry uzywamy, wywolanie load datal w nowej
sesji spowoduje, ze zostanie zadeklarowana zmienna x a nie datal.

Cwiczenie A.9 Utwérz dwie macierze a i b, np. wykorzystujac funkcje randn i wyko-
naj polecenie save data2 a b. Co si¢ stanie, gdy w nowej sesji MATLABa lub OCTAVE
napiszesz load data2?

® Sprébuj napisaé ,help load”
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A.4.2 Laczenie wektoréow

Czesto zdarza sie, ze na bazie dwbch lub wiecej wektorow chcemy utworzy¢ jeden
duzy wektor zawierajacy potaczone dane z kazdego z nich. Ponizej podajemy dwa
przyktady takiej operacji.

octave:1> x=[1, 2, 3]; y=[4, 5, 6, 7]; [x, vyl
ans =

1 2 3 4 5 6 7

octave:2> x=[1; 2]; y=[3; 4]1; [x; yl
ans =

SwWw N -

Przy rozszerzaniu wektoréw np. w petli, jako poczatkowy wektor mozna przy-
ja¢ wektor pusty okreslony przez dwa nawiasy kwadratowe []1. Polaczenie wektora
z wektorem pustym zwraca wektor wyjsciowy.

octave:3> z=[]

z = [1(0x0)
octave:4> [z, x]
ans =

1 2 3

Laczenie macierzy odbywa sie na takich samych zasadach jak taczenie wektordw.

octave:5> a=ones(2); b=zeros(2,3);
octave:6> [a, b]
ans =

A.4.3 Operacje na zmiennych tekstowych

Tekst wprowadzamy zawierajac go w pojedynczych cudzystowach. Ponizej poka-
zujemy przyktadowa deklaracje zmiennej tekstowe;j.

octave:1> a=’funkcja exp(x) jest ’
a = funkcja exp(x) jest

Teksty mozna, podobnie jak wektory, taczy¢.
octave:2> [a, ’wypukta’]

ans = funkcja exp(x) jest wypukta
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Do wyswietlania tekstu (takze macierzy i wektoréw) stuzy funkcja disp.

octave:3> disp(a)
funkcja exp(x) jest

Do wys$wietlenia w trakcie wykonywania funkcji komunikatu o btedzie lub ostrze-
zenia przydaja sie funkcje error i warning.

octave:4> error(’To jest komunikat o bledzie’)
error: To jest komunikat o bledzie

octave:4> warning(’To jest ostrzezenie’)
warning: To jest ostrzezenie

Cwiczenie A.10 Zmien funkcje korelacja z éwiczenia A.7, tak by wyswietlala ostrze-
zenie w przypadku, gdy dlugosci wektoréw danych sa rézne.

A.4.4 Tworzenie wykreséow

Wykresy dwuwymiarowe tworzymy przy uzyciu komendy plot, ktérej najczesciej
podaje sie dwa argumenty: wektor odcietych i wektor rzednych punktéw do umiesz-
czenia na wykresie. Domyslnie punkty te sa taczone linia ciagta.

Oto prosty przyktad wykorzystania komendy plot. Jako wynik uzyskujemy wy-
kres funkeji cos x na przedziale (—2, 27).

octave:1> x=(-2%pi:0.1:2xpi); y=cos(x); plot(x,y)

MATLAB i OCTAVE dysponuja szerokim zestawem funkcji i opcji umozliwiaja-
cych tworzenie wykresow (w tym tréjwymiarowych) i ich zapis w réznego rodzaju
formatach graficznych, jednak kompatybilnosé tych programoéw jest ograniczona. Za-
interesowanego Czytelnika odsylamy zatem do dokumentacji dostarczonej z opro-
gramowaniem, ktorego uzywa.

A.4.5 Sprawdzanie czasu wykonania operacji

MATLAB i OCTAVE pozwalajg bardzo prosto sprawdza¢ i porownywaé czasy
(w sekundach) wykonywania réznych operacji uzywajac stéw kluczowych tic i toc
wedlug ponizszego schematu.

tic; komendy; toc

Oto kilka przyktadéw pozwalajacych zobaczy¢ znaczenie wyboru metody dla
czasu obliczen.

Jak juz wezesniej pisaliémy petle sa bardzo wolne w poroéwnaniu z wbhudowanymi
funkcjami, takimi jak sum.

octave:1> x=rand(1,100000);

octave:2> tic; sl=sum(x); toc

ans = 0.0082500

octave:3> tic; s2=0; for i=(1:100000)
> s2=82+x(i);

> end; toc

ans = 1.6771
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Zatézmy, ze chcemy policzy¢ sume kwadratéw liczb w wektorze wierszowym. Oto
porownanie trzech podejs¢é do tego problemu.

octave:4> tic; sum(x."2); toc
ans = 0.018674

octave:5> tic; sum(x.*x); toc
ans = 0.0044490

octave:6> tic; x*x’; toc

ans = 0.0021030

Cwiczenie A.11 Sprawdz ile na Twoim komputerze trwa operacja sum(x.*x). Poréwnaj
to czasem obliczen przy wykorzystaniu petli for. Jesli masz malo pamieci operacyjnej
przyjmij x=rand (1,10000) ; zamiast x=rand(1,100000) ;.

Nalezy pamietac, ze czas wykonania konkretnej operacji zalezy od systemu, kto-
rego uzywamy i obcigzenia procesora innymi zadaniami.

A.4.6 Funkcja feval

W wielu zastosowaniach natrafiamy na problem napisania funkcji, ktéra jako
swoj argument ma bra¢ jakas inna funkcje. Wyobrazmy sobie, ze chcemy napi-
sa¢ funkcje, ktora ma rysowaé¢ wykres podanej funkcji na podanym przedziale. Je-
zyki programowania takie, jak Pascal, czy C/C++ pozwalaja na korzystanie z tzw.
wskaznikow, uzywajac MATLAB/OCTAVE musimy korzysta¢ z funkcji feval. Funk-
cja feval jako pierwszy argument bierze nazwe funkcji podang jako tekst zas kolejne
argumenty feval stajg si¢ argumentami funkcji, ktorej wartos¢ chcemy obliczy¢.

Oto kilka przyktadow.

octave:1> feval(’sin’, pi/6)
ans = 0.50000

octave:2> feval(’cos’, pi/6)
ans = 0.86603

octave:3> feval(’sum’, (1:10))

ans = b5
octave:4> feval(’max’, [1 4 -5 7 3])
ans = 7
octave:5> feval(’min’, [1 4 -5 7 3])
ans = -5

Ponizej prezentujemy kod funkcji rysujacy wykres zadanej funkeji na okreslonym
przez uzytkownika przedziale, z zadanym odstepem miedzy kolejnymi punktami,
w ktorych wartosé funkceji jest obliczana.

Plik exzample6.m
function example6(funkcja, x0, x1, dx)

x=(x0:dx:x1);
y=feval (funkcja, x);
plot(x,y);

Koniec pliku exzample6.m
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Oto dwa przyktadowe wywotania naszej funkc;ji.

octave:1> example6(’sqrt’, 0, 4, 0.01)
octave:2> example6(’sin’, -pi, pi, 0.1)

Cwiczenie A.12 Przepisz funkcje example4 (obliczajaca zero funkcji f(z) = cosz —
metoda bisekcji) tak by przyjmowala nazwe funkeji i poczatkowy przedzial ograniczajacy
pierwiastek. Nagléwek tej funkcji powinien mieé postac:

function ret=bisekcja(funkcja, a, b)

Zapewnij kontrole bledéw, a wiec sprawdz czy znaki f(a) i f(b) sie réznia. Wskazéwka:
aby funkcja dzialata poprawnie w przypadkach f(a) > 0, f(b) < 01 f(a) < 0,f(b) >0
jako testu uzywaj znaku wyrazenia f(a)f (aTer) zamiast znaku f (“T‘H’)

A.4.7 Opcjonalne argumenty funkcji. Zmienna nargin

Czasami uzywanie funkcji majacych kilka argumentéw jest uciagzliwe i chcieliby-
smy, aby cze$¢ argumentow byta opcjonalna, tzn. by w przypadku ich niepodania,
program podstawil pewne domyslne wartosci. Taka mozliwos¢ daje uzycie zmienne;j
nargin (ang. number of input arguments).

Ponizej prezentujemy kod poprawionej przy uzyciu nargin funkcji example6 (ry-
sujacej wykresy zadanych funkcji). Uzytkownik moze podaé albo sama nazwe funkcji
(wtedy narysowany zostanie wykres na przedziale [—1,1]), albo podaé takze prze-
dzial, albo poda¢ takze odstep miedzy kolejnymi punktami, w ktorych obliczana
jest warto$¢ funkceji. Domyslna wielko$é¢ odstepu to szerokos¢ przedziatu podzielona
przez 100.

Warto sie przyjrze¢ wykorzystaniu w tej funkcji komendy error. W ko-
dzie funkcji zamieszczono dodatkowo komentarz, ktéry mozna wyswietli¢ piszac
help example7

Plik exzample7.m

function example7(funkcja, x0, x1, dx)

%function example7(funkcja, x0, x1, dx)

b

%example7 sluzy do rysowania wykresow zadanej funkcji
%x0, x1 - poczatek i koniec przedzialu (opcjonalne)
%dx - gestosc podzialu odcinka (x0, x1) (opcjonalne)
b

%(c) Grzegorz Klima 2004

if nargin==
error (’Musisz podac nazwe funkcji’);
end

if nargin==
x0=-1;
x1=1;
end
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end

if nargin==2
error(’Jesli podajesz poczatek przedzialu, podaj jego koniec’);

if nargin<4
dx=(x1-x0)/100;

end
x=(x0:dx:x1);
y=feval (funkcja, x);
plot(x,y);
Koniec pliku exzample7.m

Oto kilka przyktadéw uzycia funkcji example?.
octave:1> example7()
error: Musisz podac nazwe funkcji
error: evaluating if command near line 3, column 1
error: called from ‘example7’ in file ‘/home/gklima/mfiles/example7.m’
octave:1> example7(’sin’)
octave:2> example7(’sin’,-pi)
error: Jesli podajesz poczatek przedzialu, podaj jego koniec
error: evaluating if command near line 12, column 1
error: called from ‘example7’ in file ‘/home/gklima/mfiles/example7.m’
octave:2> example7(’sin’,-pi,pi)
octave:3> example7(’sin’,-pi,pi,0.5)
octave:3> help example7

example7 is the user-defined function from the file
/home/gklima/mfiles/example?.m

function example7(funkcja, x0, x1, dx)

example7 sluzy do rysowania wykresow zadanej funkcji

x0, x1

- poczatek i koniec przedzialu (opcjonalne)

dx - gestosc podzialu odcinka (x0, x1) (opcjonalne)

(c) Grzegorz Klima 2004
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Elementy metod numerycznych

Metody numeryczne sg bardzo rozlegta i dynamicznie rozwijajaca sie dziedzing
matematyki stosowanej. Celem niniejszego dodatku nie jest zastgpienie lektury ja-
kiegokolwiek podrecznika traktujacego o analizie numerycznej. Zamieszczono tutaj
jedynie kilka klasycznych algorytmoéow numerycznych i ich implementacje w jezyku
MATLAB/OCTAVE. Wszystkie prezentowane programy sa bezposrednio wykorzysty-
wane w ksigzce do numerycznego rozwigzywania problemoéw programowania dyna-
micznego pojawiajacych sie w ekonomii.

Czytelnik pragnacy szerzej korzysta¢ z metod numerycznych i glebiej je po-
znaé¢ powinien siegnagé¢ do bogatej literatury tematu. Swietnym, choé troche leci-
wym podrecznikiem podstawowych metod numerycznych jest ksiazka Ralstona [17].
Obszerng i nowoczesng prezentacje metod numerycznych w ekonomii zawiera mo-
nografia Judda [11]. Miranda i Fackler [16] przedstawiaja implementacje réznych
algorytmow w jezyku MATLAB i pokazuja na wielu przyktadach ich zastosowanie
w naukach ekonomicznych.

B.1 Podstawy. Uklady réwnan liniowych

B.1.1 Reprezentacja zmiennoprzecinkowa liczb w kompute-
rze

Pamie¢ komputeréw (podobnie jak miejsce na kartce, na ktérej zapisujemy ja-
kas liczbe) jest skonczona. W zwiazku z tym prawie kazda liczba zapisywana jest
w sposob przyblizony. Jest kilka réznych sposobéw zapisywania liczb w kompute-
rze, najpopularniejszym jest (stosowany miedzy innymi przez programy MATLAB
i OCTAVE) format zmiennoprzecinkowy. Ten sposéb zapisu mozna w przyblizeniu
przedstawi¢ nastepujaco (w rzeczywistosci komputery uzywaja binarnego a nie dzie-
sietnego formatu zapisu liczb):

rxrx...x x10Y,
—_——

n razy
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gdzie x-y to cyfry zas$ y pewien wyktadnik. Jesli np. n = 10, to liczba 1,00000000001
nie moze zosta¢ doktadnie zapisana i bedzie reprezentowana jako 1.

W programach MATLAB i OCTAVE najmniejsza liczba ¢, taka, dla ktorej 1 + ¢
nie zostanie (btednie) zapisane jako 1 nosi nazwe eps. Popatrzmy:

octave:1> eps

eps = 2.2204e-16
octave:2> 1l+eps-1
ans = 2.2204e-16
octave:3> 1+eps/2-1
ans = 0

W ostatnim przypadku wynik dziatania 1+eps/2 zostal btednie zapisany jako 1
i zamiast uzyskac jako wynik dziatania eps/2=1.1102e-16 otrzymali$my 0.

Ograniczona doktadnos$é¢ reprezentacji liczb i potencjalne btedy, ktére moze to
powodowaé, sprawiaja, ze nalezy uwaznie konstruowac¢ algorytmy. Wyobrazmy so-
bie np. zagadnienie dodania bardzo wielu liczb, wahajacych sie od 107 do 10%.
Kolejnos¢ sumowania ma w takim przypadku duze znaczenie i nalezatoby zaczaé
dodawanie od liczb najmniejszych.

B.1.2 Liczba operacji

Oproécz ograniczonej doktadnosci drugim waznym zagadnieniem przy korzystaniu
z metod numerycznych jest liczba operacji prowadzacych do wyniku. Wyobrazmy
sobie problem obliczenia wartosci wielomianu o wspétczynnikach (a, )= w punkcie
1
x:

w(x) = ap + a1z + apa® + -+ ay_ 2N (B-1)

Naturalna metoda obliczenia w(z) polega na obliczeniu a;x i dodaniu wyniku do ay,
potem obliczeniu 2 przemnozeniu przez as i dodaniu do ag + a;x itd. Na obliczenie
kazdego sktadnika sumy a;x* musimy wykonaé i mnozen, czyli acznie potrzebujemy
N(N — 1)/2 mnozen. Jesli pamietaliby$smy wynik dziatania z=! (i > 2) to do ob-
liczenia a;x° wystarczylyby tylko 2 mnozenia, a wiec minimalna zmiana algorytmu
wymaga tacznie 2N — 3 mnozen. Okazuje sie, ze mozna te liczbe jeszcze zmniejszy¢
(do N —1). Wystarczy zauwazy¢, ze:

w(z) = ap+ (a1 + (aex + (- - - + (any—2 + ay_12)z .. .)2)T)2.

Jak widaé¢, z powyzszego przykladu dwa matematycznie rownowazne zapisy
w implementacji wigza sie z bardzo réznymi liczbami dzialan, a wiec i tacznym
czasem obliczen.

B.1.3 Uktady réwnan liniowych

Rozwiazywanie uktadow réwnan liniowych jest podstawowym problemem nume-
rycznym pojawiajacym sie jako jeden z elementéw bardzo wielu innych zagadnien

I Przyklad ten podajemy za Juddem [11].
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numerycznych. Algorytmy rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych sg wkompilo-
wane w programy MATLAB i OCTAVE, zas w przypadku korzystania z innych jezy-
kéw programowania zawsze zaleca sie korzystanie z biblioteki LAPACK.? W zwiazku
7 powyzszym prezentacja metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych bedzie
ograniczona do podstawowych zagadnien.

Kolejne podstawienia i rozklad LU

Rozpatrzmy problem rozwiazania rownania:
Az =D, (B-2)

gdzie A jest macierza n xn, b danym a x szukanym wektorem kolumnowym. W przy-
padku, gdy A jest macierza goérno- lub dolnotréjkatna, rozwigzanie réwnania (B-2)
jest bardzo proste. Popatrzmy na przyktad, w ktérym A jest gérnotréjkatna:

11 QGir2 -+ QAin xq by

0 Q29 -+ Q2n X2 by
= . (B-3)

0 0 - anpp Tn by,

Jesli (B-3) nie jest ukladem sprzecznym, wtedy (z ostatniego rownania) mamy:

Postepujac dalej mozemy wyliczy¢ kolejno x,, o, 5,3, ..., x1. W przypadku, gdy A
jest macierza dolnotrojkatng algorytm jest podobny. Obliczamy x;, potem x5 itd.

Oczywiscie najczesciej A nie jest macierza tréjkatna. Metoda eliminacji (operacji
elementarnych) Gaussa pozwala sprowadzi¢ A to takiej postaci. Niech A bedzie
pewna dowolng macierza:

@11 Air2 - Alg
G21 dAg22 -+ d2gq
A=
Qp1 Ap2 - Qpnp
Odejmujac pierwszy wiersz przemnozony przez a; /a1 od i-tego (i = 2,3,...,n)
wiersza wyzerujemy wszystkie wyrazy w pierwszej kolumnie pod diagonala. Nastep-
nie nalezy dlai = 3,4, ..., nnalezy od i-tego wiersza odja¢ wiersz drugi przemnozony

2 Biblioteka LAPACK jest napisana w jezyku FORTRAN, jest tez jej wersja w jezyku C. Patrz
http://www.netlib.org.
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przez a;2/as . Ta metoda mozna wyzerowac (jesli macierz nie jest osobliwa) wszyst-
kie elementy pod diagonala. Jesli nasze operacje przeprowadzalibysmy na macierzy
rozszerzonej:

11 QAirz2 - Qinp by
G21 dAg2 -+ dgn by

. . )
Qp1 Ap2 - Qpnp bn

)

to sprowadziliby$my nasz uktad réwnan do postaci (B-3).
Operacje elementarng na macierzy A polegajaca na odjeciu od j-tego wiersza
i-tego wiersza przemnozonego przez « mozna zapisa¢ nastepujaco:

BA,

gdzie B jest macierzg z jedynkami na diagonali i zerami wszedzie indziej poza i-
tym wierszem i j-tg kolumng, gdzie stoi —a. By to zauwazy¢ wystarczy zapisaé
B jako sume macierzy jednostkowej i macierzy samych zer poza pozycja t,; gdzie
stoi —a i1 pamietaé¢ o rozdzielnosci mnozenia macierzy wzgledem dodawania. Dalej,
operacja odwrotna do odjecia od j-tego wiersza i-tego wiersza przemnozonego przez
a jest dodanie do j-tego wiersza i-tego wiersza przemnozonego przez «, ktéoremu
odpowiada macierz réznigca sie od B tylko znakiem na pozycji i, j.

Niech (B;)!", bedzie ciagiem macierzy odpowiadajacych wierszowym operacjom
elementarnym prowadzacym do zredukowania A do postaci gornotréjkatnej. Mamy
oczywista réwnosc:

Bi'By'-- B \B.'B.B,_1--ByB, =1,
z ktorej wynika:
B'By'---B' \B.'B,By_1-- BB A= A. (B-4)

Oznaczmy
L=B"'By" B, B

U == BmBmfl v BQBlA.

Macierz U jest macierza gérnotrojkatna. Twierdzimy, ze macierz L jest macierza dol-
notrojkatna.> Mnozenie przez macierze operacji elementarnych B; ! z prawej strony
sprowadza si¢ do odpowiednich operacji nie na wierszach a na kolumnach, z ta r6z-
nica, ze jesli jakas macierz dziata na wierszach dodajac j-ty wiersz do i-tego, to
na kolumnach dziala dodajac i-tg kolumne do j-tej.* Poniewaz macierze B; sprowa-
dzajace A do macierzy gérnotrojkatnej odpowiadaja operacjom odejmowania niz-
szego (numerem) wiersza od wyzszego, operacje B; ' beda odpowiadaly dodawaniu
wyzszej kolumny do nizszej, a poniewaz L jest wynikiem dziatania takich operacji

3 Oznaczenia L i U pochodzg od angielskich lower- i uppertriangular.

4 By to dostrzec wystarczy znéw przedstawi¢ macierz B; (czy tez B ) jako sume macierzy
jednostkowej i macierzy z jednym wyrazem réznym od zera i skorzystaé z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania.
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na macierzy jednostkowej, L bedzie dolnotrojkatna. Inny argument sprowadza sie
do zauwazenia, ze wszystkie B; ! sa dolnotréjkatne, a iloczyn macierzy dolnotréj-
katnych jest macierza dolnotrojkatna.

Majac powyzszy przepis na rozktad LU zauwazamy, ze skoro Az =bi A= LU,
to x jest rozwiazaniem rownania Uz = z, gdzie z spelnia warunek Lz = b. Oba te
rOwnania rozwigzuje sie przez kolejne podstawienia.

Nalezy jeszcze zwroci¢ uwage na dwie potencjalne sytuacje. Po pierwsze, moze sie
zdarzy¢, ze podczas redukowania A na diagonali pojawi sie 0. Wtedy, albo pod dia-
gonalg w tej kolumnie tez beda same zera, co znaczy, ze macierz A jest osobliwa, albo
bedziemy zmuszeni do zamiany wiersza, w ktorym natrafiliSmy na zero na diagonali,
z innym wierszem ponizej. Tej operacji musi odpowiada¢ zamiana kolumn macierzy
L, ktora bedzie dalej trojkatna w tym sensie, ze réwnanie Lz = b dalej bedzie mozna
rozwigzywaé podstawieniami. Po drugie, w pewnym momencie na diagonali moze
pojawié sie liczba mata w poréwnaniu z elementami ponizej i dzielenie a;;/a;; da
w wyniku duzg liczbe, przez ktérg mnozymy wiersze co moze prowadzi¢ do propa-
gacji btedu numerycznego. Wtedy zamiana wierszy tez jest wskazana. Operacja ta
nosi nazwe wyboru elementéw podstawowych (ang. pivoting).

Metoda LU jest podstawowa metoda numeryczna rozwiazywania réwnan linio-
wych, choé¢ w specjalnych sytuacjach lepsze sa inne rozktady macierzy A. Poni-
zej pokazemy jak zaimplementowana jest metoda rozwigzywania réwnan liniowych
w programach MATLAB i OCTAVE.

Rozwigzanie rownania Ax = b zapisujemy w MATLABie i OCTAVE uzywajac
znaku \, jak w ponizszym przyktadzie. Przed proba rozwigzania rownania oba pro-
gramy sprawdzajg najpierw, czy macierz A nie ma specjalnych wtadciwosci utatwia-
jacych jego rozwiazanie (np. niepotrzebny jest rozklad LU, gdy A jest trojkatna).

octave:1> A=randn(3); b=randn(3,1);
octave:2> x=A\b
X=

-12.2162
4.7060
20.7053

Mozemy sprawdzi¢ jaki jest btad naszego wyniku.

octave:3> A*x-b
ans =

2.3315e-15
-1.9984e-15
2.2204e-16

Nalezy pamigtac, aby nie zapisywac¢ rozwigzania rownania w postaci x=inv (A)*b
(r = A7'b), gdyz wyznaczenie odwrotnoéci i wykonanie mnozenia zabiera wiecej
obliczen (i czasu) niz rozwigzywanie rownania wprost poprzez podstawianie.® Popa-
trzmy.

5 Obliczanie odwrotnosci A ma sens tylko wtedy, kiedy potrzebujemy rozwiagzaé kilka uktadéw
réwnan Ax; = b;.
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octave:4> A=randn(100); b=randn(100,1);
octave:5> tic; x=inv(A)*b; toc

ans = 0.0042890

octave:6> tic; x=A\b; toc

ans = 0.0022530

Cwiczenie B.1 MATLAB i OCTAVE dysponuja funkcja 1u stuzaca do bezposredniego wy-
znaczania rozktadu LU. Oblicz rozktad LU dla kilku macierzy uzywajac tej funkcji.

Uwarunkowanie macierzy

Rozpatrzmy przyktad nastepujacego uktadu rownan:

1 1,00001 )
( 1 0,99999 ) r=b (B-5)

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzié, ze gdy b, = (4,00002, 3,99998)
rozwigzaniem jest x; = (2,2), za$ gdy by = (3,9999,4,0001)" rozwiazaniem jest
xe = (14, —10)". Jak widaé¢ rozwiazanie naszego ukladu réwnan jest bardzo czule na
zmiane prawej strony. Przed wprowadzeniem miary tej wrazliwosci zwr6¢émy uwage,
ze macierz naszego uktadu rownan jest ,bliska” macierzy osobliwej samych jedy-
nek i gdyby doktadnos¢ naszego systemu zapisu liczb zmiennoprzecinkowych byta
ponizej 107° nasz uklad réwnan nie bytby rozwigzywalny numerycznie.

Niech ||-]| bedzie norma (np. euklidesowa) w R™. Sensowna miarg czutosci wyniku
jest liczba moéwiaca ile zmieni sie norma wyniku jesli norma prawej strony zmieni
si¢ o jeden procent, a wigc iloraz:

|22 — 21 ||b2 — bi]|
||| |[01]]

Niech ||A]| = sup, = [|Az|| oznacza norme¢ macierzy (patrz dodatek C.2).
Wtedy dobrym oszacowaniem ilorazu (B-6) jest uwarunkowanie macierzy okreslone
wzorem cond A = ||A|[|]A7Y].

(B-6)

Cwiczenie B.2 Jakie jest uwarunkowanie macierzy jednostkowej?

Sprawdzmy w MATLAB lub OCTAVE uwarunkowanie macierzy w naszym wyj-
Sciowym réwnaniu.

octave:1> a=[1 1.00001; 1 0.99999];
octave:2> cond(a)
ans = 200000.000006024

Dlaczego uwarunkowanie jest takie zte? Wystarczy sprawdzi¢ jaka jest odwrot-
no$¢ naszej macierzy.

octave:3> inv(a)
ans =

-49999.4999999500  50000.4999999500
49999.9999999500 -49999.9999999500
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Jakie bedg numeryczne rozwigzania naszego uktadu?®

octave:4> a\[4.00002 3.99998]°
ans =

1.99999999998890
2.00000000001110

octave:5> a\[3.9999 4.0001]"’
ans =

13.99999999998890
-9.99999999998890

Wida¢, ze w przypadku, w ktorym doktadnos$é reprezentacji jest duzo lepsza
niz uwarunkowanie problemu, nawet gdy to ostatnie jest duze, btad otrzymanego
wyniku jest relatywnie maty.

Cwiczenie B.3 Przykladem zawsze nieosobliwej, lecz bardzo zle uwarunkowanej macie-
rzy jest tzw. macierz Hilberta H; j = 1/(i+j—1). Uzywajac funkcji hilb sprawdz uwarun-
kowanie macierzy Hilberta dla rzedéw 2, 3, 5, 10, 20, 30. Sprébuj obliczyé¢ H ~1 korzystajac
z polecenia inv a nastepnie sprawdz jak hilb(n) *inv(hilb(n)) rézni sic od macierzy jed-
nostkowej dla kilku n. Dla jakiego n norm(hilb(n)*inv(hilb(n))-eye(n)) jest wigksze
od 0.0017

B.2 Aproksymacja funkcji. Wielomiany Czeby-
szewa

B.2.1 Podstawowy problem aproksymacji wielomianami

Rozpatrzmy problem aproksymacji wielomianami pewnej ciagtej funkeji f(z) na
przedziale [a,b]. Zatbézmy, ze znamy warto$¢ funkcji f w pewnych punktach a <
T < Xy < ...<z, < b Jesli przyjmiemy, ze stopien wielomianu aproksymujacego
ma by¢ nie wiekszy niz n — 1, wtedy mozna tak dobra¢ wspotezynniki «;, aby:

Qo+ i+ .. a2 = f(x).

Zauwazmy, ze problem doboru wektora wspotczynnikéw a = (a;)}; sprowadza

sie do rozwigzania réwnania:

1z - :cY“” Q f(x1)
1 g oo 2™y ar || fla2) (B-7)
1 Ty :Cgln_l) p—1 f(l'n)

6 W dalszym ciagu, ze wzgledu na fakt, iz interesuja nas potencjalnie mate btedy numeryczne
(na dalekich miejscach po przecinku) uzywamy formatu wydruku, ktéry mozna uzyskaé wydajac
polecenie format long.
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Macierze postaci V; ; = xf ~! nosza nazwe macierzy Vandermonde’a. Macierze ta-
kie sa odwracalne, tj. zawsze istnieje rozwigzanie réwnania (B-7). Niestety, w zalez-
nosci od precyzji reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych w naszym komputerze,
od pewnego n macierze Vandermonde’a stajg sie nieodwracalne numerycznie, co jest
konsekwencjg ich ztego uwarunkowania.”

Cwiczenie B.4 Przyjmij wezly z; w punktach 0;0,1;0,2;...;2 (n = 21). Utwérz ma-

cierz Vandermonde’a dla tych weztéw i sprobuj ja odwrocié numerycznie w MATLABie lub
OcTAVE. Czy w wyniku dzialania A*inv(A) uzyskuje si¢ macierz jednostkowsa?

B.2.2 Dwie definicje wielomianéw Czebyszewa

Okazuje sie, ze w zagadnieniach aproksymacji i pochodnych zagadnieniach nume-
rycznych (np. kwadratury) o wiele lepiej jest zamiast z bazy (1, x, 22, ..., ") korzy-
sta¢ z bazy wielomianow ortogonalnych, w szczegdlnosci z wielomianéw Czebyszewa.
Ponizej podajemy ich definicje. Rysunek B.1 przedstawia wykres pierwszych pieciu
wielomianéw Czebyszewa.

Definicja B.1 Wielomianem Czebyszewa n-tego rzedu na przedziale [—1,1] nazy-
wamy funkcje:

T, (z) = cos(n arc cos(z)). (B-8)
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Rysunek B.1: Pierwsze pig¢ wielomianéw Czebyszewa

Cwiczenie B.5 Pokaz, ze wielomiany Czebyszewa tworza rodzine ortogonalng z funkcja

wagowa w(x) = 1/v1 — 22, tzn.

/11 w(z)Tp(z) T (z)de #0 <= m #n. (B-9)

Wskazdéwka: dokonaj w calce podstawienia ¢ = arc cos(z).

7 Wektor a mozna wyznaczy¢ inaczej, korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a.
Nie bedziemy tu rozwijaé¢ tej mysli. Zainteresowanego Czytelnika odsylamy do Ralstona [17]
i Judda [11].
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W powyzszej definicji wielomiany Czebyszewa sa okreslone na przedziale [—1, 1]
a wiec uzyteczne tylko w zagadnieniach aproksymacji na tym samym przedziale.
Aby nasze nowe narzedzie bylo uzyteczne w ogdlnym przypadku wystarczy dokonaé
liniowej transformacji z przedziatu [a, b] na przedziat [—1, 1] zgodnie ze wzorem:

Tr—a

=2
N b—a

—1. (B-10)

Cwiczenie B.6 Jak wyglada transformacja odwrotna?

W obliczeniach numerycznych korzysta sie z innej (rekurencyjnej) definicji wielo-
mianéw Czebyszewa. Jest ona zawarta w ponizszym fakcie (przy okazji pokazujemy,
ze T, (x) jest rzeczywiscie wielomianem).

Fakt B.1 Spelnione sq nastepujace zwigzksi:

To(z) =1, (B-11)
Ty(z) =z, (B-12)
T (z) = 22T, 1 (x) — T,,—o(x). (B-13)

Dowdd. Pierwsze dwie rownosci sg trywialne. Trzecia wynika z whasnosci funkeji
trygonometrycznych. Oznaczmy y = arc cos(z). Mamy:

T, (2) = cos(ny) = cos((n — 1)y +y) =

cos((n — 1)y) cos(y) — sin((n — 1)y) sin(y) =
aTy-1(z) —sin((n — 2)y + y) sin(y) =
21,1 (x) — (sin((n — 2)y) cos(y) + cos((n — 2)y) sin(y)) sin(y) =
2T,_1(x) — sin((n — 2)y) cos(y) sin(y) — cos((n — 2)y) sin*(y) =
2T, _1(x) — sin((n — 2)y) cos(y) sin(y) — cos((n — 2)y) + cos((n — 2)y) cos*(y) =
2T —1(x) — Th—o(z) + (cos((n — 2)y) cos(y) — sin((n — 2)y )sm(y)) cos(y) =
2l 1(x) = Tho(x) + xcos((n —1)y) = 22T, _1(x) — T—2(x). A

Aproksymujac funkcje przy wykorzystaniu wielomianéw Czebyszewa bedziemy
spotykali sie z zagadnieniem obliczenia ponizszego szeregu Czebyszewa:

g:o a;Ti(x). (B-14)

Ponizsza funkcja MATLAB/OCTAVE oblicza wartos¢ (B-14) dla podanych a i x
korzystajac z faktu B.1. Przyjmujemy konwencje, ze wektor wspotczynnikéw jest
wektorem kolumnowym i (inaczej niz w konwencji MATLAB/OCTAVE) wspOlczyn-
niki sg uporzadkowane ay, ..., a,_1. Funkcja jest tak napisana, ze wylicza wartosé¢
wielomianu Czebyszewa od razu dla catego wektora (kolumnowego) x wartosci x.
Opcjonalnymi argumentami sa poczatek i koniec przedziatu, na ktérym szereg (B-
14) jest okreslony.
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Plik chebwval.m

function ret=chebval(alpha, x, a, b)

%function ret=chebval(alpha, x, a, b)

h

%chebval oblicza wartosc szeregu Czebyszewa

%halpha - wspolczynniki przy Tn(x) n=0,1,2,.. (wektor kolumnowy)
%x - punkty, w ktérych ma byc obliczony szereg (wektor kolumnowy)
%a, b (opcjonalne) - poczatek i koniec przedzialu, ktorym
%szereg jest okreslony, domyslnie a=-1, b=1

h

%(c) Grzegorz Klima 2004

if nargin<4
a=-1;
b=1;

end

x=2*(x-a)/(b-a)-1; %normalizacja

n=size(alpha, 1);
m=size(x, 1);

t=ones(m, n);
t(:,2)=x;
for i=(3:n)

t(:,i)=2*%x.*xt(:,i-1)-t(:,i-2);
end

ret=t*alpha;

Koniec pliku chebval.m

Cwiczenie B.7 Korzystajac z funkeji chebval zréb wykresy takie, jak na rysunku B.1.

B.2.3 Wezly Czebyszewa

Do tej pory przemilczelismy kwesti¢ doboru weztow, w ktérych obliczamy war-
tos¢ aproksymowanej funkcji f. Jak dowodzi teoria i pokazuje doswiadczenie nume-
ryczne, ,naturalne” podejécie polegajace na podzieleniu przedziatu na n+ 1 rownych
czesci nie jest najlepsza strategia. Korzystajac z wielomianéw Czebyszewa najlepie;j
wybiera¢ wezty w punktach okreslonych jak nizej.

Definicja B.2 Wezlami Czebyszewa na przedziale [—1,1] nazywamy punkty (i =

1,...,n):
n—i+z
r;=cos | —27|. (B-15)
n

Cwiczenie B.8 Pokaz, ze wezly Czebyszewa sa miejscami zerowymi T, ().
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Cwiczenie B.9 Jak zdefiniowaé¢ wezly Czebyszewa na arbitralnym przedziale [a, b]?

Zauwazmy, ze wezty Czebyszewa sg bardziej skoncentrowane przy granicach prze-
dziahu, co istotnie zmniejsza btad aproksymacji, ktory w przypadku réwnomiernego
roztozenia weztéw moze (nawet dla relatywnie gtadkich funkcji) przy koncach prze-
dziatu wzrasta¢ wielokrotnie.

Ponizej prezentujemy funkcje MATLAB/OCTAVE wyznaczajaca wezly Czeby-
szewa dla zadanych n, a, i b. W sytuacji gdy podany jest tylko jeden argument

(n) funkcja zwraca wezty na [—1,1].
Plik chebnod.m

function ret=chebnod(n,a,b)

%function ret=chebnod(n,a,b)

h

%chebnod zwraca wektor kolumnowy n wezlow Czebyszewa na a,b
%hdomyslnie a=-1, b=1;

h

%(c) Grzegorz Klima 2004

if nargin<3
a=-1;

b=1;

end

x=(a+b)/2+(b-a)*cos(pi*((n-1:-1:0)+.5)/n)/2;
ret=x’;

Koniec pliku chebnod.m

Jesli teraz cheielibyémy dobraé¢ wspotezynniki « tak aby Y00 o Ti(z;) = f(x;),
gdzie x; sa weztami Czebyszewa, to réwnanie okreslajace wektor o jest podobne do
réwnania (B-7):

To(x1) Ti(x1) -+ Taoa(an) Q f(z1)
TO(.:Q) h (513'2) h Tnil.(a&) Ofl = f(l'z) . (B-16)
TO(mn) Tl (mn) e Tn—l(xn) (07% f(mn)

Macierz ®; ; = Tj_1(x;) rézni sie jednak zasadniczo w swych wlasnosciach od macie-

rzy Vandermonde’a. Jest bardzo dobrze uwarunkowana i to niezaleznie od n. Proste
podstawienie pozwala stwierdzi¢, ze:

51
B, ; = cos (ww(]’ - 1)) . (B-17)
n

Zauwazmy, ze macierz ® nie musi by¢ dobierana do przedziatu [a, b], na ktérym
aproksymujemy funkcje f, bo obliczajac jej elementy najpierw przy wyliczaniu we-
ztow transformujemy z-ty z [—1,1] na z-y z przedzialu [a,b], a potem obliczajac
T(x) transformujemy x-y (wezly) z powrotem na przedziat [—1,1].

Ponizej podajemy funkcje MATLAB/OCTAVE zwracajaca macierz ¢ dla zada-
nego n. Warto zrozumie¢, w jaki sposéb macierz ® jest w tej funkcji obliczona.
Korzystamy tutaj z funkcji diag, ktora dla danego wektora zwraca macierz z tym
wektorem na diagonali.
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Plik chebpht.m

function ret=chebphi(n)

%function ret=chebphi(n)

h

%chebphi zwraca macierz wartosci wielomianow Czebyszewa
%w wezlach Czebyszewa

h

%(c) Grzegorz Klima 2004

ret=cos((n-.5:-1:0.5) >*ones(1,n)*diag((0:n-1))*pi/n);

Koniec pliku chebphti.m

Pokazemy teraz jak wykorzysta¢ podane funkcje do przyblizenia funkcji f(x) =
re~® na przedziale [0, 5]. Przyjmujemy n = 10. Zaczniemy od wyznaczenia weztéw
na [0, 5].

octave:1> w=chebnod (10, 0, 5);

Nastepnie obliczymy wartos¢ funkcji f w tych weztach.
octave:2> f=w.*exp(-w);

Pozostaje tylko rozwiaza¢ uktad réwnan (B-16).
octave:3> a=chebphi(10) \ f;

Majac wyznaczone wspotczynniki, mozemy obliczy¢ wartosci szeregu aproksy-
mujacego f na zadanym przedziale i np. narysowa¢ wykres naszej aproksymacji.

octave:4> x=(0:0.1:5)’; y=chebval(a, x, 0, 5);
octave:5> plot(x,y)

B.3 Rozwigzywanie ré6wnan nieliniowych

W dodatku A oméwilidémy najprostszg metode znajdowania zer funkcji f: R — R
zwang metoda bisekcji. Ponizej przedstawimy dwie bardzo popularne metody roz-
wigzywania rownan nieliniowych: metode Newtona i metode siecznych i ich uogélnie-
nia na przypadek wielowymiarowy. Oczywiscie, jest kilka innych metod rozwigzywa-
nia uktadow nieliniowych, ktére w pewnych sytuacjach moga okazaé sie duzo lepsze
(cho¢ trudniejsze w implementacji) niz te przedstawione ponizej. Szeroki przeglad
metod numerycznych dla uktadéw réwnan nieliniowych mozna znalez¢ u Judda [11].

B.3.1 Roéwnania nieliniowe w jednym wymiarze

Metoda Newtona

Idea metody Newtona przedstawiona jest na rysunku B.2. Zatézmy, ze startujemy
z punktu zy jako pierwszego przyblizenia naszego pierwiastka. Jesli f'(z¢) # 0,
wtedy styczna do wykresu funkeji w punkcie (zg, f(zo)) przecina os z-6w w pewnym
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punkcie z1, ktory bierzemy jako nowe przyblizenie szukanego pierwiastka. W kazdej
iteracji majac x,, kreslimy styczna do wykresu f w punkcie (z,, f(x,)) i ustalamy
nowe przyblizenie x,, .1 W punkcie jej przeciecia z osia x. Procedure konczymy, gdy
uzyskamy satysfakcjonujace przyblizenie, tj. gdy |f(z,)| < €, gdzie € jest pewnym
ustalonym przez nas poziomem tolerancji.

A
Y

Rysunek B.2: Metoda Newtona znajdowania pierwiastka f(x*) =0

Réwnanie stycznej przechodzacej przez punkt (z,, f(z,)) ma postaé:

y=f(n) + [ (zn) (2 — 22)
Przyrownujac y = 0 uzyskujemy regutle iteracyjna dla metody Newtona:

f(zn) (B-18)

Tpt1 = Ty — f’(l’ )
n

Ponizej prezentujemy prosty kod w jezyku MATLAB/OCTAVE wyznaczajacy v/2
metodg Newtona zastosowang do funkcji f(z) = 2®—2 z punktem startowym zy = 2.

octave:2> x=2;

octave:3> while abs(x~3-2)>eps
x=x-(x"3-2)/(3*x"2)

end

.50000000000000
.29629629629630
.26093222474175
.25992186056593
.25992104989539
.25992104989487

MM XM X XM X VvV V
[}
e e

Jak wida¢ zbieznosé metody Newtona (jesli metoda ta zbiega) jest bardzo dobra.

Zbiezno$¢ metody Newtona jest zagwarantowana tylko gdy funkcja f jest wy-
pukla (wklesta) lub startujemy odpowiednio blisko pierwiastka z* i |f”(z*)/f"(x*)|
jest skonczone.

Metoda Newtona wymaga obliczenia wartosci pochodnej w kazdym punkcie ite-
racji. Opisana ponizej metoda siecznych omija ten problem.
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Metoda siecznych

Metoda siecznych wychodzi od dwoch punktéw startowych (przyblizen pier-
wiastka) xq 1 2. Trzecie przyblizenie pierwiastka (x9) uzyskuje sie przeprowadzajac
sieczng przez punkty (zq, f(zo)) i (z1, f(x1)) 1 znajdujac punkt jej przeciecia z osia
x-6w. W kolejnych iteracjach majac z,, i x,,_1 przyblizenie x, 1 wyznaczamy znajdu-
jac przeciecie siecznej przechodzacej przez (T,_1, f(n_1)) 1 (Tn, f(2,)) z osig z-6w.
Metoda siecznych przedstawiona jest na rysunku B.3.

A
Y

Rysunek B.3: Metoda siecznych znajdowania pierwiastka f(x*) =0

Réwnanie siecznej przechodzacej przez punkty (z,_1, f(xn-1)) i (zn, f(2,)) to:

f(xn)'_,f(xnfl)

Tn — Tp—1

y = f(zn) + (z — 2,),

skad (po przyjeciu y = 0) wynika reguta iteracyjna dla metody siecznych:
S (@) (@n — Tn1)

T @) = )

Ponizszy kod wyznacza v/2 metodg siecznych.

(B-19)

octave:1> x0=3; x1=2;
octave:2> while abs(x173-2)>eps
> x=x1-(x1"3-2)*(x1-x0)/(x1°3-x0"3) ;

> x0=x1;

> x1=x

> end

x1 = 1.68421052631579
x1 = 1.41205211726384
x1 = 1.29892714350933
x1 = 1.26419346754830
x1 = 1.26005034713575
x1 = 1.25992148732506
x1 = 1.25992104993976
x1 = 1.25992104989487
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Jak wida¢ metoda siecznych jest wolniejsza od metody Newtona. Jest to koszt
zwigzany z uniknieciem obliczania pochodnej f.

Przyjrzyjmy sie na koniec zwigzkom metody siecznych i Newtona. Podstawmy
w réwnaniu (B-19)
_ f(@n) = flzna)

Tp — Tp—1

Pozwala to przepisa¢ (B-19) nastepujaco:

Tnt1 = Tp — a
n

Dalej przyjmijmy:

R Y N (O
f(ngr) = flen)  flen)  f(@ng) = f(20)
f(xn) anrl — Ty xn+1 — Tn .

Przy tak okreslonym a,,; mamy:

Powyzsze przeksztatcenia pozwalajg zinterpretowaé¢ metode siecznych jako zmody-
fikowang metode Newtona ze schematem rekurencyjnym

Tyl = Ty — @, (B-20)

w ktorym pochodna f/(z,) jest zastapiona pewnym przyblizeniem a,,, poprawianym
w kolejnych iteracjach wedtug formuty:

_ f(@n41)
(py1 = Qp — m n- (B-21)

Cwiczenie B.10 Znajdz /2 korzystajac z powyzszego sformulowania metody siecznych.
Przyjmij xg = 2. Sprawdz zachowanie metody dla kolejno: ag = 19 (= (f(3)—£(2))/(3—2)),
apg = 12 (: f/(Q)) i ag = 1.

B.3.2 Uktady réwnan nieliniowych
Metoda Newtona

Niech f:R*¥ — R¥. Metoda Newtona znalezienia pierwiastka réwnania f(z) = 0
w takim przypadku sprowadza sie do nastepujacego schematu iteracyjnego (przyj-
mujemy, ze x i f(x) sa wektorami kolumnowymi):

Tpt1 = Tn — Jl;imnf(xn)u (B_22)
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gdzie J oznacza macierz Jacobiego pochodnych czastkowych

~Of (... ap)

Ji,j |$:xn - 8x ] |.Z’:JZ‘n'
J

Uzasadnienie wzoru (B-22) jest podobne do uzasadnienia (B-18). Ze wzoru Tay-
lora dla funkcji z R* w R¥ mamy:

flx) =~ f(2") + J|o=a, (v — 2").

Przyjmujac w powyzszym (przyblizonym) réwnaniu f(z) = 0 uzyskujemy (B-22).

Przed podaniem kodu funkcji rozwigzujacej uktad rownan nieliniowych metoda
Newtona musimy odnieS¢ sie¢ do kwestii okreslenia macierzy J; ;. Reczne zrézniczko-
wanie f i zakodowanie funkcji zwracajacej macierz Jacobiego w wiekszosci zastoso-
warn jest procesem bardzo ucigzliwym i obarczonym duzym ryzykiem btedu.® W na-
szej implementacji metody Newtona bedziemy sie odwotywaé¢ do funkceji obliczajacej
pochodne numerycznie. Skorzystamy z nastepujacego przyblizenia pochodnej (tzw.
metody réznic dwustronnych): ©

COf () fY, by ) = [y, — Dy 1)

Ji ;= ~
" al'j 2h

Ponizej podajemy kod funkcji jacob wyznaczajacej macierz Jacobiego numerycznie.
W implementacji przyjmujemy h na poziomie pierwiastka trzeciego stopnia z do-
ktadnosci reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych w naszym systemie; dodatkowo
zamiast dzieli¢ przyrost funkeji przez 2h dzielimy go przez (z; + h) — (z; — h) dla
minimalizacji btedu zwigzanego z dodawaniem i odejmowaniem potencjalnie ma-
lego w stosunku do z; h.'® Funkcja jacob w jednej iteracji wyznacza calg kolumne
macierzy J.

Plik jacob.m

function ret=jacob(fun, x)

%function ret=jacob(fun, x)

h

%jacob oblicza numeryczne przyblizenie macierzy Jacobiego
%funkcji fun w punkcie x metoda roznic dwustronnych

T

%(c) Grzegorz Klima 2004

m=size(x,1);
h=eps~(1/3);

jac=[1;

8 Jednym z potencjalnych rozwiazan tego problemu jest wykorzystanie jednego z programéw ob-
liczen symbolicznych i przekonwertowanie wyniku rézniczkowania symbolicznego na funkcje MAT-
LAB/OCTAVE.

9 Patrz np. Ralston [17].

10" Szersze uzasadnienie tych regut Czytelnik znajdzie u Mirandy i Facklera [16].
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for j=(1:m)

x1=x;

X2=X;

x1(j)=x(j)+h;

x2(j)=x(j)-h;

fi=feval (fun, x1);

f2=feval (fun, x2);

jac=[ jac, (£f1-£2)/(x1(j)-x2(j)) 1;
end

ret=jac;

Koniec pliku jacob.m

Majac funkcje obliczajaca numerycznie macierz pochodnych mozemy przystapi¢
do zaimplementowania metody Newtona.
Plik newton.m

function sol=newton(fun, x0, maxiter, tol)

%function sol=newton(fun, x0, maxiter, tol)

h

%funkcja newton rozwiazuje uklad n rownan nieliniowych
%z n niewiadomymi metoda Newtona

h

%fun - funkcja, ktorej zero ma byc znalezione

%x0 - punkt starowy iteracji

Jmaxiter (opcjonalne) - max liczba iteracji (dom. 100)
%tol - poziom tolerancji (dom. eps)

h

%(c) Grzegorz Klima 2004

if nargin<4
tol=eps;
end;

if nargin<3
maxiter=100;
end;

x=x0;
n=0;
f=feval (fun, x);

while (f’*f>tol)&(n<maxiter)
j=jacob(fun, x);
dx=-j\f;
x=x+dx;
f=feval (fun, x);
n=n+1;
end

if (£2*f>tol)
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warning (’Funkcja newton nie zbiegla do rozwiazania’)
end

sol=x;
Koniec pliku newton.m

Zastosujemy funkcje newton do rozwiazania nastepujacego ukltadu réwnan (jest
to uktad réwnan okreslajacy stan ustalony modelu Solowa wyznaczany przez ztota
regule):

sf(k) = dk
f'(k) =6 7
gdzie f(k) = Vkid=0,02.
W ponizszym kodzie x(1) odpowiada s, x(2) odpowiada k, y(1) pierwszemu, zas

y(2) drugiemu réwnaniu.
Plik solow.m

function y=solow(x)

y=zeros(2,1);
y(1)=x(1)*x(2)~(1/3)-.02*x(2);
y(2)=1/3*%x(2)~(-2/3)-.02;

Koniec pliku solow.m

Mozemy teraz wywota¢ funkcje newton aby uzyskaé¢ rozwiazanie. Jako punkt
startowy przyjmujemy k=11s=1/2.

octave:2> newton (’solow’, [0.5 1]°)
ans =

0.333333331751857
68.041381179943443

Metoda Broydena

Metoda Broydena jest uogoélnieniem metody siecznych w wersji opisanej przez
réwnania (B-20)-(B-21). Uogdlnienie to jest jednak mniej oczywiste niz w przy-
padku metody Newtona. Zauwazmy, ze w przypadku ogélnym (f: R¥ — R¥) réwna-
nie

fly) = f(z) = Ay — z),

ma wiele rozwigzan A, gdyz jest to uktad k réwnan liniowych z k? niewiadomymi.
Stwarza to problem okreslenia metody poprawiania A, ktéra ma by¢ przyblizeniem
macierzy Jacobiego. Idea metody Broydena jest taka, by dokonywaé¢ najmniejszej
mozliwej poprawki zgodnej z warunkiem siecznej, tj. A, musi speliaé

f($n+1) - f(xn) = An+1(xn+1 - xn)

i jednoczesnie by¢ bliska A,,. Formute poprawki Broydena podajemy bez formalnej
definicji, co znaczy ,blisko” w odniesieniu do macierzy i bez wyprowadzenia. Oto
ona:

[f(Zni1) = f(2n) — An(Tnia _’xn)]cxn+1'_’xn)<

A1 = A, +
+1 (xn—i-l - xn)/(xn—i—l - xn)

(B-23)
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Kolejne przyblizenie pierwiastka jest obliczane w naturalny sposob:
Tpi1 = T — A f(2). (B-24)

Ponizej podajemy prosta implementacje metody Broydena.!! Jako pierwsze przy-
blizenie macierzy Jacobiego Ay przyjmujemy numeryczna pochodna w z, obliczona
dzieki odwotaniu do funkcji jacob.

Plik broyden.m

function sol=broyden(fun, x0, maxiter, tol)

%function sol=broyden(fun, x0, maxiter, tol)

h

%funkcja broyden rozwiazuje uklad n rownan nieliniowych
%z n niewiadomymi metoda Broydena

h

%fun - funkcja, ktorej zero ma byc znalezione

%x0 - punkt starowy iteracji

Jmaxiter (opcjonalne) - max liczba iteracji (dom. 100)
%tol - poziom tolerancji (dom. eps)

h

%(c) Grzegorz Klima 2004

if nargin<4
tol=eps;
end;

if nargin<3
maxiter=100;
end;

x=x0;
n=0;
f=feval (fun, x);
j=jacob(fun, x);

while (f’*f>tol)&(n<maxiter)
dx=-j\f;
x=x+dx;
fold=f;
f=feval (fun, x);
df=f-fold;
j=j+(df-j*dx)*dx’/(dx’*dx) ;
n=n+1;

end

if (f’*£>tol)
warning (’Funkcja broyden nie zbiegla do rozwiazania’)

end

11 Metode Broydena mozna ulepszyé dokonujac przyblizenia nie samej macierzy Jacobiego tylko
jej odwrotnosci. Takie podejscie omija problem rozwiazywania uktadu réwnan liniowych.
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sol=x;
Koniec pliku broyden.m

B.3.3 Kilka uwag na temat rozwigzywania réwnan nielinio-
wych

O metodach numerycznych moéwi sie, iz sg jednocze$nie nauka i sztuks. Na-
uka podpowiada pewne algorytmy, pozwala okresli¢ warunki zbieznosci i jej tempo.
W wiekszosci przypadkéw albo zatozenia odpowiednich twierdzen dotyczacych zbiez-
nosci algorytméw nie sg spetnione, albo tez nie jesteSmy w stanie tego sprawdzié
(skad mamy wiedzie¢, ze nasz punkt startowy jest w otoczeniu pierwiastka, skoro go
nie znamy?). Korzystajac z metod takich jak te opisane powyzej (niegwarantujacych
globalnej zbieznosci) nalezy pamietaé¢ o tych problemach. W szczegdlnoscei, jesli na-
sza metoda nie zbiega trzeba sprobowac znalez¢ lepszy punkt startowy. Podpowiedzi
moze dostarczy¢ albo struktura matematyczna problemu, albo intuicja lub wiedza
na temat wlasnosci rozwiazania. Jesli mamy do czynienia z zagadnieniami ekono-
micznymi, to trudno oczekiwaé zbieznosci, gdy wystartujemy ze stopa oszczednosci
powyzej 1 lub ujemna stopa procentowa. Czesto sprawdza sie heurystyczna metoda
polegajaca na uprzednim rozwigzaniu prostszego problemu i potraktowaniu wyniku
jako punktu startowego w problemie trudniejszym.!?

W problemach réwnan nieliniowych i optymalizacji w przypadku, gdy nie stosu-
jemy (np. ze wzgledu na kwestie predkosci czy tez problemy z implementacja) al-
gorytméw zapewniajacych globalng zbieznos$¢, skutecznos$é jest mocno skorelowana
z doswiadczeniem i zdrowym rozsadkiem uzytkownika.
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Analize funkcjonalng mozna najkrécej (choé¢ z duzym uproszezeniem) okresli¢
jako dzial matematyki uogélniajacy wyniki klasycznej (uprawianej w przestrzeniach
R™) analizy, algebry liniowej i geometrii. Najwazniejsze analogie budowane sa przez
uogdlnienia standardowych poje¢ wartosci bezwzglednej, dlugosci, odlegltosci, ope-
racji liniowej i pochodnej. Ponizej prezentujemy podstawowe wyniki analizy funk-
cjonalnej wykorzystywane w toku wywodu oraz pewne jej zastosowania rozszerza-
jace dyskusje z niektorych rozdziatéw podrecznika. Prezentacja ma bardzo ,geome-
tryczny” charakter, co powinno uczynié ja przystepna dla Czytelnika bez wczesniej-
szego przygotowania z zakresu teorii mnogosci i topologii. Rozszerzenie ponizszych
tredci zawieraja m.in. podreczniki (adresowane do fizykéw i matematykow) Mau-
rina [15] i Rudina [19], [20].

C.1 Przestrzenie Banacha

C.1.1 Przestrzenie liniowe

Zacznijmy od podstawowej definicji.

Definicja C.1 Zbior X elementow x,y, z, ... zwanych wektorami nazywamy prze-
strzenig liniowg nad ciatem skalarow R (lub cialem liczb zespolonych C) jesli okre-
slone sq w niej dziatania dodawania wektorow i mnozenia wektorow przez skalary
spetniajgce sq ponizsze warunki:

— warunek przemiennosci dodawania wektorow:

r+y=y+uz, (C-1)
— warunek tgcznosci dodawania wektorow:
(x4+y)+z=y+(x+2), (C-2)

— istnieje wektor zerowy 0 € X (element neutralny dodawania wektoréw), ktory
spetnia
Veex 4+ 0=z, (C-3)
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— dla kazdego x € X istnieje element przeciwny (—x), taki, ze:
r+(—x) =0, (C-4)

— dziatania dodawania wektorow 1 dodawania skalarow sq rozdzielne wzgledem mmno-
zenia przez skalar, tj.:

a(r +y) = (ax) + (ay), (C-5)
7
(a+ B)x = (ax) + (Bx), (C-6)
- mnozenie przez skalar spetnia dodatkowo wiasnosci:
(af)x = a(fx), (C-7)
Veex Ox =0, (C-8)
Veex lz = 1. (C-9)

Uzywalismy tych samych oznaczen na dodawanie wektoréw i skalaréw, nalezy
jednak pamietac, ze a + (: «, 3 € R oznacza inne dzialanie niz x + y: x,y € X, za$
0eRi0e X todwa rézne ,zera”.

Przestrzeniami liniowymi sg m.in.: n-wymiarowa przestrzen wektorowa R", prze-
strzen ciagéw liczb rzeczywistych (a,,)2,, przestrzen funkcji ciagltych na odcinku
[a, b]. Przestrzenia liniowa nie jest np. zbiér ciagéw nieujemnych.

Cwiczenie C.1 Pokaz, ze zbiér ciggdw o skonczonej liczbie wyrazéw réznych od zera jest
przestrzenia liniows.

Cwiczenie C.2 Pokaz, ze zbiér ciagbéw ograniczonych (takich, ze istnieje pewne M, ze
Vi lan| < M) jest przestrzenia liniowa.

Cwiczenie C.3 Pokaz, ze zbiér ciagéw takich, ze dla kazdego n lan| < M i M jest pewna

wspolng dla wszystkich ciagéw liczba nie jest przestrzenig liniows.

C.1.2 Przestrzenie unormowane
Norma jest uogélnieniem pojecia wartosci bezwzglednej i dtugosci wektora w R™.
Definicja C.2 Niech X bedzie pewng przestrzenig liniowq. Funkcje z X w R przy-

porzadkowujgcq wektorowi x liczbe ||z|| nazywamy normq jesli spelnia nastepujgce
warunki:

|z +yll < ]l + Iyl (C-10)
||| = |af []z]] (C-11)

Y [|z]| > 0, (C-12)

lz|]| =0 < = =0. (C-13)

Nier6wnosé (C-10) nazywana jest nieréwnoscia trojkata.
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Definicja C.3 Par¢ (X, ||-||) spelniajacqg warunki (C-1)-(C-13) nazywamy prze-
strzenig unormowang.

Cwiczenie C.4 Pokaz, ze przestrzen R” z norma okreslona wzorem:

lzlly = /23 + 23 + -+ 23
jest przestrzenia unormowana.

Cwiczenie C.5 Pokaz, ze przestrzen R” z normg okreslong wzorem:
lzlly = fea] + |22| +- - 4 [
jest przestrzenig unormowanag.

Waznym przyktadem przestrzeni unormowane;j jest przestrzen ciagéw ograniczo-
nych z tzw. norma supremum okre§lona nastepujaco (a jest pewnym ciagiem):

llallo = sup{|an|}- (C-14)

Pokazemy, ze norma supremum rzeczywiscie spetnia warunki (C-10)-(C-13). Spel-
nianie warunkow (C-12) i (C-13) jest jasne. Niech « bedzie pewna liczba, zas (a,,)02,
pewnym ciggiem. Wtedy:

llaal] = sup{jaan|} = sup{|af]as|} = |a|suplan|} = |of[al]
Przedostatnia réwno$é¢ wynika z odpowiednika réwnosci (1.2) dla supremum. Nie-
réwnosé trojkata pokazuje sie réwnie tatwo (korzystamy z nieréwnosci tréjkata dla
wartosci bezwzglednej i odpowiednikéw nieréwnosci (1.8) i (1.6) dla supremum):

lla +0|| = Sgp{lan + b} < Sgp{lanl + [bn|} < Sgp{lan!} +Sglp{|bn|} = lal| + [[b]] .

Przestrzen ciagéw ograniczonych z norma zadana przez (C-14) nazywa sie przestrze-
nig [*°.

C.1.3 Metryka i zbieznosé

Metryka jest naturalnym uogoélnieniem pojecia odlegtosci punktow w R™.

Definicja C.4 Niech X bedzie pewnym zbiorem. Funkcje d: X x X — R nazywamy
metrykq jesli spetnia nastepujgce warunks:

d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2), (C-15)
d(z,y) = d(y, z), (C-16)
d(z,y) >0 (C-17)

dz,y) =0 < z=y. (C-18)

Definicja C.5 Pare (X,d(-,-)) nazywa si¢ przestrzeniq metryczng.
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Podobnie jak w przypadku normy (patrz éwiczenia C.4 i C.5) na tym samym
zbiorze mozna zdefiniowa¢ wiele metryk. Podstawowe znaczenie metryki w matema-
tyce sprowadza sie do wyznaczanej przez nig zbieznosci. Niech x, bedzie pewnym
ciagiem elementow X i g pewnym wyréznionym elementem X. Jesli

lim d(z,, g) =0,
to interpretujemy to jako wyraz tego, ze elementy ciagu x, sa coraz blizej (zbie-

gaja do) g. Rozwijajac definicje granicy ciagu liczbowego mozemy poprzez metryke
zdefiniowaé granice ciggu w przestrzeni metrycznej.

Definicja C.6 Niech x,, bedzie ciggiem elementéw przestrzeni (X, d(-,-)) i g pew-
nym jej elementem. Mowimy, Ze g jest granicqg ciggu x,, w metryce d(-,-) jesli:

v6>03an>N d(l‘n,g) <e. (C_lg)

Zbieznos¢ ciggu do granicy g oznacza, ze odpowiednio dalekie jego wyrazy sa
dowolnie blisko g. Podamy jeszcze jedng definicje.

Definicja C.7 Kulg otwartg o promieniu r i Srodku x nazywamy zbior:
K(z,r)={y € X:d(z,y) <r}. (C-20)
Cwiczenie C.6 Narysuj ,kule” otwarta K (0,1) w przestrzeni R? z metryks:
di(z,y) = 1 —y1| + |x2 — Y2l

do(,y) = \/ (21 — y1)? + (22 — 12)?,
doo(7,y) = max{|z1 — y1|, |22 — 2|}

Korzystajac z pojecia kuli nieréwnosé (C-19) mozna zinterpretowaé nastepujaco:
od pewnego N wyrazy ciggu x, leza w arbitralnie matej kuli otwartej o $rodku g.
Zbiory otwarte definiuje sie jako zbiory, ktérych kazdy punkt jest srodkiem pewnej
kuli otwartej zawierajacej si¢ w tym zbiorze. Zbior otwarty zawierajacy punkt x
nazywamy otoczeniem tego punktu. Zauwazmy, ze definicje granicy mozna uogélni¢
nastepujaco: x,, ma granice g jesli od pewnego N wyrazy z, leza w arbitralnym
otoczeniu ¢g. Taka ogdlna definicja granicy postuguje sie dzial matematyki zwany
topologia.

Uwazny Czytelnik z pewnoscia zauwazyl, ze norma w naturalny sposob zadaje
metryke. Dowdd tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt C.1 Przestrzen unormowana (X, ||-||) jest przestrzeniq metryczng z metrykq
gENErowany przez norme:

d(z,y) = |z =yl (C-21)
Cwiczenie C.7 Udowodnij powyzszy fakt sprawdzajac warunki (C-15)-(C-18). Wska-
zowka: r —z=x—y+y— 2.
Cwiczenie C.8 Niech (an)22, bedzie ciagiem stalym a, = 1. Czym jest kula K(a;1)
w przestrzeni [*°? Czy ciag a, = 1/n nalezy do K(a;1)?

Nalezy sie jeszcze jedna uwaga. W przestrzeniach R™ wszystkie normy (m.in.
-5 1l s 1]l ) zadaja taka sama zbieznod¢ (taka sama topologie), to znaczy, jesli
x, zbiega do g w jednej z norm zbiega tez we wszystkich innych. W nieskonczenie-
wymiarowych przestrzeniach tak nie jest.
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C.1.4 Ciagi Cauchy’ego i zupelnosé

Fundamentalnym zagadnieniem pojawiajacym sie w wielu zastosowaniach jest
okreslenie czy pewien ciag x, ma granice w X. z, moze np. by¢ ciagiem funk-
¢ji uzyskanych metoda kolejnych przyblizen, szeregiem funkcyjnym czy tez ciggiem
ciggow.

Rozpoczniemy od definicji.

Definicja C.8 Cigg x, nazywamy ciggiem Cauchy’ego jesli:
Ve 03NV msn d(Tn, Tm) < €. (C-22)

Wszystkie odpowiednio dalekie wyrazy ciagu Cauchy’ego sa wiec dowolnie blisko
siebie.

Fakt C.2 Niech cigg x, ma granice g. Wtedy x,, jest ciggiem Cauchy’ego.
Dowéd. Ustalmy € > 0. Z definicji granicy istnieje takie N, ze dla n > N kazde x,

spetlia warunek:
€
d(x,,g) < =.
(2n, 9) < 3

Niech n i m beda dowolnymi indeksami wigkszymi niz N. Z nieréwnosci trojkata (C
-15) mamy:
d(xp, Tm) < d(Tp, g) + d(Tm, 9) < €.

Poniewaz liczbe € wzieliémy dowolna, wiec ciag x,, spetnia warunki definicji C.8. B

Beda nas interesowaly przestrzenie, w ktérych zachodzi twierdzenie odwrotne,
a wiec ciagi Cauchy’ego maja granice.

Definicja C.9 Przestrzeri metryczng (X, d(-,-)) nazywamy przestrzeniq zupeing, je-
sli kazdy cigg Cauchy’ego ma w niej granice.

Przestrzenia zupetlna mnie jest np. przestrzen liczb wymiernych Q z metryka
d(xz,y) = |z —y|. By to dostrzec wystarczy wzia¢ dowolny ciag liczb wymiernych
zbiegajacy do liczby niewymiernej (np a,, = (1 +1/n)").

Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.

Twierdzenie C.1 Przestrzen liczb rzeczywistych R z metrykq zadang przez warto$é
bezwzgledng jest zupeina.

Podamy teraz podstawowsa definicje.

Definicja C.10 Przestrzen unormowanqg (X, ||-||) nazywamy przestrzeniq Banacha
jesli jest zupelna (w metryce generowanej przez norme).

Standardowa procedurg przy rozpatrywaniu zagadnien istnienia granicy pewnego
ciggu bedzie zapewnienie, iz jest on ciggiem elementéw przestrzeni Banacha i poka-
zanie, ze ma wtasnos¢ Cauchy’ego. Przed pokazaniem przyktadéw zastosowania tej
metody udowodnimy, ze dwie bardzo wazne przestrzenie sg przestrzeniami Banacha.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201

153



Dodatki

Dodatek C. Podstawy analizy funkcjonalnej

Twierdzenie C.2 Przestrzen ™ jest przestrzeniq Banacha.
Dowéd. Wezmy ciag Cauchy’ego ciagdéw a”. Z definicji mamy:

ve>03an,m>N sup{|a§” - am} <E&.
i

Wynika stad wprost, ze:
ViVes0INYnmsn |af — af'| <,

a wiec ciagi liczb a* (i ustalone) sa ciagami Cauchy’ego. Z zupelosci przestrzeni
liczb rzeczywistych R wynika, ze kazdy taki ciag ma granice. Oznaczmy:

a; = lim a?.
n—oo

Pokazemy, ze (a) lim, . ||a —a"|| ., =01 (b) a jest ciaggiem ograniczonym.

(a) Ustalmy e > 0. Z wlasnosci Cauchy’ego ciagu a™ mozemy wybraé taka liczbe
naturalna N, ze dla kazdych n,m > N ||a" — a™|| < ¢/2. Ustalmy teraz pewne i.
Mamy:

3 n m
lim |a} — a;

n
7
m—0o0

Ciag liczb mniejszych niz £/2 ma granice nie wieksza od €/2. Poniewaz indeks ¢ byt
wybrany arbitralnie mamy:

VesoINVnsnVilal —ai| < /2,
skad wynika, ze:

v5>[)3an>N ||a - an”oo = Sup{|af - aZ|} < 8/2 <é&.
i

(b) Pokazemy, ze istnieje taka liczba rzeczywista M’, ze sup,{|a;|} < M’'. Ustalmy
liczbe € > 0 i wezmy taka liczbe naturalng n, by bylo ||a — a;||, < €. Poniewaz a”
jest ciagiem ograniczonym, istnieje taka liczba rzeczywista M, ze sup,{|a?|} < M.
Mamy wéwczas:

sup{la;[} < sup{la; — a| + o} |} <sup{la; — af[} +sup{la}} <e+ M. W
(2 (2 (2 (2
Cwiczenie C.9 Pokaz, ze przestrzeni wektorowa R™ z kazda z norm:

n
[lelly =D lail,
i=1

n
lally = | D27,
i=1

||z]| o, = sup{|z:|} (= m?X{’l’i\})
7
jest przestrzenia Banacha.

Uwaga: w ogélnosci (nieskoniczeniewymiarowych przestrzeniach) to, czy dana
przestrzen jest lub nie przestrzenia Banacha zalezy istotnie od obranej normy.
Dowod ponizszego twierdzenia jest bardzo podobny do poprzedniego.
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Twierdzenie C.3 Przestrzenn B(X) funkcji cigglych i ograniczonych na X C R!
w R 2z normg supremum?

1 £1] =§1€1§{!f(x)\}

jest przestrzeniq Banacha.
Dowdéd. Niech f, bedzie ciagiem Cauchy’ego funkeji z B(X) Z definicji mamy:

Vo0 nm>n SUD{|fu(7) = fin (@)} < &

Wynika stad wprost, ze:
v:J:VE>UE|NVn,m>N ’fn(m) - fm(m)‘ < g,

a wiec ciagi liczb f,(x) sa ciggami Cauchy’ego. Z zupelosci przestrzeni liczb rze-
czywistych R wynika, ze kazdy taki ciag ma granice. Oznaczmy:

f(x) = lim fu(z).

Pokazemy, ze (a) lim, . ||f — ful| = 01 (b) f jest ciagta na X. To, ze f jest
ograniczona wynika wprost z (a), podobnie jak w poprzednim dowodzie.

(a) Ustalmy liczbe € > 0. Z wlasnosci Cauchy’ego ciagu f, mozemy wybraé taka
liczbe naturalna N, ze dla kazdych n,m > N ||f, — fm|| < &/2. Ustalmy teraz
element r € X. Mamy:

i | fu(2) = ()] = | fu(z) = f(2)]-

Ciag liczb mniejszych niz €/2 ma granice nie wieksza od £/2. Poniewaz element x
byt wybrany arbitralnie mamy:

v5>03N\V/n>N\V/5L’ |fn(x) - f(ZL‘)| < 5/27
skad wynika, ze:

Ves0IwVusn 1S — full = sup{|fulz) — f(2)]} <e/2 <e.
(b) Ciaglos¢ oznacza, ze:

vaﬁeX\V/s>0E|6>0\V/y€X:|a:—y|<(5 ’f(.il?) - f(y)‘ <E.
Ustalmy element x € X i liczbe ¢ > 0. Wezmy taka liczbe naturalng n, by
I|f — full < €/3. Z ciagtodei funkcji f,, wynika, ze mozemy wziaé taka liczbe § > 0
by spetiony byl warunek:

Vyity—al<s | fn(2) = fu(y)] < /3.
Woéwezas:
Vyily—al<s [f (@) = f(y)] <e.

Rzeczywiscie, mamy:
[f(2) = FW)l < 1f(2) = falo)| + | fulx) = fa()] + 1 fuly) — F(Y)] <

2 1
20/fa = S+ 1fa(e) — fulg)| < Sz 43z =c. W
1 Podobnie jest gdy X jest podzbiorem dowolnej przestrzeni metrycznej. Wystarczy w dowodzie
zastapié |z — y| przez dx (z,y) w definicji ciaglodei funkeji z X w R.
2 Norma supremum okreéla znang z kursu analizy zbieznosé jednostajna.
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C.1.5 Odwzorowania zblizajace

Definicja C.11 Niech T bedzie pewnym odwzorowaniem przestrzeni metrycznej
(X,d(-,-)) w siebie. Méwimy, ze T jest odwzorowaniem zblizajgcym, jesli

gdzie 3 jest pewnq liczbg z przedziatu (0,1).

Odwzorowanie zblizajace ,$ciaga” punkty przestrzeni blizej siebie. Jesli ozna-
czymy

to z nieréwnosci (C-23) uzyskamy:

d(T"(x), T"(y)) < B"d(z,y),

co oznacza, ze w nieskonczonosci x i y zostana $ciagniete do jednego punktu (bo
g™ — 0). Nalezy oczekiwaé, ze w calej przestrzeni taki punkt przyciagajacy bedzie
jeden. Powyzsze intuicje formalizuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie C.4 (Banacha o odwzorowaniu zblizajacym) Niech T bedzie
odwzorowaniem zblizajgcym przestrzeni Banacha (X, ||-||) w siebie. Wiedy istnieje
jedyne takie g € X, ze Vpex lim, oo T™(x) =g i T(g) = g.

Dowéd. Ustalmy x i zdefiniujmy ciag =, = T"(x). Wezmy pewne liczby naturalne
n i m (dla porzadku niech m > n). Mamy:

|zni1 = anl] < B |2 — 2]
Z nieréwnosci trojkata uzyskujemy :
|Zm = Zal| < [|Zm = Tmal] + [[Tm-1 = Tma|| + - + [[Tng1 — 20| <

B+ ) [y ]| =
BT BT 1) | — 2] =

1_ﬁm—n . Bn
1op Plnel< g

Ustalmy liczbe € > 0 i wezmy taka liczbe naturalng N, by 8V ||z, — z|| /(1-13) < e.
Wtedy dla kazdych n,m > N ||z,, — z,|| < €, a wiec x, jest ciagiem Cauchy’ego.
Poniewaz x,, jest ciggiem elementéw przestrzeni zupelnej, wiec ma w niej granice.
Oznaczmy ja g”. Pokazemy, ze T'(¢g*) = ¢g*. Ustalmy liczbe € > 0. Wezmy taka liczbe
naturalng n by ||z,—1 — ¢*|| < £/2. Z nieréwnosci tréjkata i wlasnosci odwzorowan
zblizajacych mamy:

[ES Al

IT(g") = g"Il < IT(g") = wall + [|lzn — g*I| = [IT(¢") = T(@n-)l| + [lzn — g"[| <

19" = znall + [lzn = g%l <&
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Poniewaz liczba e byto wybrana dowolnie, mamy ||T(¢*) — ¢*|| = 0, a wigc T(¢g*) =
g*. Pokazemy, ze T ma tylko jeden punkt staly. Niech g # ¢’ 1 T(g9) = g oraz
T(¢9') = ¢'. Z zalozen tych wynika:

lg = g'll = IT(g) = T(SI < Bllg =4Il

Poniewaz ||g — ¢'|| > 0 (bo g # ¢') i jednoczesnie f < 1 uzyskujemy sprzecznosé.
|

Rozpatrzmy problem nastepujacego réwnania:
T(x) = . (C-24)

Jesli poszukujemy x w pewnej przestrzeni Banacha i umiemy pokazac, ze T jest od-
wzorowaniem zwezajacym, wtedy twierdzenie Banacha gwarantuje nam, ze réwna-
nie (C-24) ma rozwiazanie jednoznaczne i mozne je uzyska¢ metoda kolejnych przy-
blizen starujac od pewnego z i definiujac ciag z,, rekurencyjnie przez x,, = T'(x,_1).

Zauwazmy, ze rownanie Bellmana w problemie z nieskonczonym horyzontem
(patrz rozdzial 3) ma wtasnie postaé (C-24), gdzie operator T' jest okreslony wzo-
rem:

T(f)(st) = sup{u(ss, st41) + Bf(5e41) }, (C-25)

St+1

za$ [ (funkcja wartosci) jest elementem pewnej przestrzeni funkcyjnej. W przy-
padku, gdy poszukujemy funkcji wartosci w przestrzeni funkcji B(S) ciagtych ogra-
niczonych z pewnego podzbioru S C R™ w R z normg supremum, ponizej prezento-
wane twierdzenie Blackwella zapewnia, ze T jest odwzorowaniem zblizajacym. Oczy-
wiscie by T" bylo odwzorowaniem z B(S) w siebie, funkcja uzytecznosci chwilowej
u(sy, S¢41) musi byé¢ ograniczona a tak w ogélnym przypadku nie jest.

Twierdzenie C.5 (Blackwella) Niech B(S) bedzie okreslone jak wyzej, zas od-
wzorowanie T: B(S) — B(S) spelnia warunki:

f(x) < g(x):f,9 € B(S) = T(f)(x) <T(g9)(x) (C-26)

T(f +a)(z)f <T(f)(z)+ ba, (C-27)

przy czym 0 < B < 10 (f +a)(x) oznacza f(x) + a. Wiedy T jest odwzorowaniem
zwezajgeym ze wspotczynnikiem (.

Dowéd. Wezmy dowolne funkcje f,g € B(S). Z definicji normy na B(S) wynika,
ze [ < g+||f — gl Z zalozen o T mamy:

T(f)<T(g+Ilg—fII) <T(9)+BIIf —9ll,

skad otrzymujemy:
T(f) =T(9) <BIlf —9ll-

Jednoczesnie wiemy, ze g < f + ||f — g|| 1 wobec tego:

T(g) ST +f =9l) <TU) +BIF =9l
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a stad:
—BIf =gl <T(f) = T(g)-

Z faktu, ze =B|[f — gl < T(f) —T(9) < BI|f — gl| wynika, ze |[T'(f) —T(g)|| <
Blf — gH a wiec T jest odwzorowaniem zwezajacym. W

Cwiczenie C.10 Pokaz, ze operator (C-25) spelnia nieréwnoéci (C-26) i (C-27).

Szczegotow teorii programowania dynamicznego z ograniczong funkcja wyptaty
chwilowej nie podajemy odsytajac zainteresowanego Czytelnika do monografii Sto-
key, Lucasa i Prescotta [13].

C.1.6 Przestrzenie [?

Przestrzenie [P sg wazna klasa przestrzeni Banacha i pojawia sie p6zniej w dys-
kusji funkcjonatéw liniowych. Przed podaniem ich definicji udowodnimy dwie bez-
posrednio zwigzane z nimi nieréwnosci.

W dowodzie nieréwnosci Holdera wykorzystamy prosty lemat. Zaktadamy, ze
Czytelnikowi znane jest pojecie wypuktoéci funkeji f: R — R.

Lemat C.1 Niech O < A <1 ix,y > 0. Wtedy:
oy A< A+ (1= Ny (C-28)

Dowdd. Jedli x = 0 lub y = 0 nieréwnos¢ jest oczywista. Niech wiec bedzie x,y > 0.
Z wypuktosci funkcji wykltadniczej mamy:

x)\yl—)\ _ ez\ln:c+(1—/\)lny < )\elnx + (1 o /\)elny — \x + (1 o )\)y [

Twierdzenie C.6 (Nieréwno$é Hoéldera) Niech liczby 1 < p,q < oo (sg to
tzw. wyktadniki sprzezone) spetniajg warunek:

S+ =1 C-29
s (C-29)

Niech a,, @ b, bedqg ciggamsi, dla ktorych:

> anl’ < oo (C-30)
n=1

Z‘ o0
S [ba]? < oo. (C-31)
n=1

Wtedy:
3 et < (Z yanyp>p (Z \bn\q>q. (C-32)
Dowéd. W przypadku, gdy Y22 |a,|” = 0 lub 302, |b,]? = 0 spelnianie warunku

(C-32) jest jasne, bo mamy albo V,a, = 0, albo ¥,,b, = 0, co implikuje >°° ; a,,b, =
0.
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Zalézmy wiec, ze A = (X2, |an|)” > 01 B = (52, [bu)"? > 0. Niech n
bedzie dowolng liczba naturalna. Przyjmijmy w lemacie C.1 A= 1/p (1 -\ =1/q),
z = (lan| /A)? iy = (|bx| /B)? Mamy:

an \"17 [( 1B\ 1lanl? | 1[ba]?
— = | <=
A B p Ap q B

skad wynika, ze dla kazdego n:
1 1 1
A D nbn < A, 1Yn P e bn q.
1 loubal < 5 faul? + =

Biorac sumy ciggdéw po obu stronach nieréwnosci uzyskujemy:
= S bl € S a4 >
AB n=1 pAP n=1 qu n=1
Z okredlenia A 1 B mamy > |a,|" = AP i 3°° |b,|? = B4, co daje:

1 & 1 1
i b <=4+ =1.
AB;M ‘\p+q

Ostatecznie: .
> lanb,| < AB. R
n=1

Jest jasne, ze powyzsze twierdzenie zachodzi dla sum skonczonych tzn. dla do-

wolnych ciagéw (a,)_; i (b,)Y_, mamy:

N N % N é
> lanbs| < (Z ]an]p> (Z \bn]q> : (C-33)
n=1 n=1 n=1

Szczegdlny przypadek nieréwnosci Holdera, gdy p = ¢ = 2 nazywany jest nie-
rownoscig Schwarza.

Korzystajac z nieréwnoséci Holdera wyprowadzimy teraz nierownos¢ Minkow-
skiego.

Twierdzenie C.7 (Nieré6wno$é Minkowskiego) Niech 1 < p < oo, za$ ay, i b,
bedq ciggami, dla ktorych:

D anl” < oo (C-34)
n=1

7; o0
> |bal? < o0 (C-35)
n=1

Wtedy:

(Z an + an’)p < (Z |an|p)p ; (Z |bn|f’)” . (C-36)
n=1 n=1 n=1
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Dowéd. W przypadku, gdy >0, |a,[’ = 0 lub >2°, |by|” = 0 nieréwnosé jest
jasna, bo mamy albo V,a, = 0, albo V,b, = 0, i warunek (C-36) redukuje sie do
1 1 1 1
nieréwnoscl (32,2, [bal")? < (52 [bn]")7 Tub (3252, [0n]")» < (5%, [ba[)
Niech p = 1. Wtedy z nieréwnosci tréjkata mamy dla kazdego n:
|an + by| < [an| + [bnl,

co po zsumowaniu daje:

o0

Z|an+bn| Z|GN|+Z|b .

n=1 n=1

Niech wigc 1 < p < 00, 0% |a,’ > 01 3%, b,|" > 0. Z wypuklosci funkcji a?
mamy:

1 P11 1
(3 lanl + 5 10al)” < Slanl + 5 0P
czyli:
(lan| + [ba] ) < 2P (Jan]” + [ba]").
Jednoczesnie z tego, ze |a, + by| < |a,| + |bs| wynikaja nieréwnosci:

|an + bN|p < (|an| + |bn|)p < 2p_1<|an|p + |bn|p)~

Biorac sumy po kazdym z wyrazow tej nieréwnodci stwierdzamy, ze jesli prawa
strona (C-36) jest skonczona, to skoniczona jest takze lewa strona i skonczona jest
takze suma Y00 (|a,| + |bn])?.

Zauwazmy, ze

(|an| + |bn|)p = |an| (lan| + |bn|)p_1 + |bn| (|an| + |bn|>p_1-

Niech ¢ bedzie wykladnikiem sprzezonym z p. Wtedy zachodzi (p — 1)q = p. Z nie-
rownosci Hodera mamy:

5= el (o] + Il (Z\an\p> (iu%mmn(p”q)%.

1

52 ol ool + 0 < (35 \p) (32 ol + )

n=1

Dodajac powyzsze nierownosci stronami otrzymujemy:

> (ful 4l < (3 (ol + rbnnpf {(i W>% +(x rbnrp)%] ,

n=1
+ (Z Ibn|”>
n=1

1

(i |an+bn|p)E < (i (lan] + |bn|>p)*’ |

n=1

skad wynika nieréwnosc:

D=
S
D=

< (i |an|p>

n=1

Oczywiscie

do daje teze. W
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C.1 Przestrzenie Banacha

Majac udowodnione powyzsze nierownosci, mozemy przystapi¢ do definicji prze-
strzeni [P.

Definicja C.12 Przestrzenigl? dla 1 < p < oo nazywamy przestrzen ciggow takich,
ze dla kazdego (an)5, € IP suma:

o0
Z |an|”
n=1

jest skonczona. Norme w [P okreslamy wzorem:

e, = (2 ranrpf | (C-a7)

n=1

Przestrzen [* to okreslona juz wcze$niej przestrzen ciggow ograniczonych
z normg (C-14).

To, ze ||-|| ., jest norma juz wykazywaliSmy. Spetnianie warunkéw (C-11)-(C-13)
dla 1 < p < oo jest jasne. Z nieréwnosci Minkowskiego wynika wprost fakt, iz [|-|[,
spetnia nierownos¢ tréjkata.

Udowodnilismy juz, ze [*° jest przestrzeniag Banacha.

Twierdzenie C.8 Przestrzenie IP dla 1 < p < oo sq przestrzeniami Banacha.

Cwiczenie C.11 Udowodnij twierdzenie C.8 wzorujac sie na dowodzie twierdzenia C.2,
tzn. pokaz, ze jesli a} ciggiem Cauchy’ego w |H|p to dla ustalonego i a] jest ciagiem
Cauchy’ego w R; pokaz dalej, ze ciag a; = lim,_,~ a nalezy [P i a; jest granica w HHp
ciggu af'.

Pokazemy teraz jak bardzo przestrzenie [P réznig sie od skonczeniewymiarowych
przestrzeni R"™. Zaczniemy od formalnej definicji zbioru otwartego.

Definicja C.13 Zbiorem otwartym w przestrzeni metrycznej (X, d(-,+)) nazywamy
kazdy taki zbior A C X, Ze dla kazdego x € A istnieje kula otwarta (patrz defini-
cja C.7) o $rodku w = i pewnym dodatnim promieniu r > 0, nalezgca do A.

Innymi stowy, zbior otwarty nie ma brzegu, kazdy jego punkt otoczony jest in-
nymi punktami tego zbioru.

Definicja C.14 Zbiorem domknictym w przestrzeni metrycznej (X, d(-,-)) nazy-
wamy kazdy taki zbior A C X, ktérego dopelnienie X\ A jest zbiorem otwartym.

Fakt C.3 Zbiér A =R} C R" jest zbiorem otwartym w metryce zadanej przez ||| ,.
Dowdéd. Niech z € A. Wezmy 2r = min, {z,} > 0. Kula K(x,r) lezy w A.

W przestrzeni [P zbiér ciggow, takich, ze V,a, > 0 nie jest zbiorem otwartym.
Wezmy dla przyktadu ciag a, = 1/n®, gdzie o > 1 (patrz tez ¢wiczenie C.8). Ciag
ten nalezy do [P, dla kazdego 1 < p < oo. Pokazemy, ze w kazdej kuli o $rodku
w a lezy ciag, ktorego jeden wyraz jest niedodatni. Ustalmy ¢ > 0. Wezmy takie
N, by bylo N > (2/¢)"/*. Niech d/,, bedzie ciagiem takim, ze a/, = a, : n # N
iay =an—e/2<0. Jednoczesnie o’ lezy w kuli o érodku a i promieniu e, bo:

€
lla—d], = 5.

2
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Definicja C.15 Wnetrzem zbioru A C X nazywamy najwickszy podzbior zbioru A
otwarty w X. Wnetrze zbioru A oznaczamy przez int A.

W przestrzeniach [P dla 1 < p < oo zbidér ciagéw dodatnich ma puste wnetrze,
tzn. kazdy taki ciag nalezacy do [P (1 < p < o0) jest otoczony przez ciagi, ktérych
maja wyrazy niedodatnie. Wystarczy zauwazy¢, ze kazdy ciag z I (1 < p < 0o) musi
zbiega¢ do zera, a wiec mozemy zastosowaé wezesniejszy argument (odjaé¢ od od-
powiednio matego wyrazu €/2), by pokazaé, ze w kazdym epsilonowym otoczeniu
kazdego (dodatniego) ciagu z I (1 < p < o) lezy ciag o co najmniej jednym wyrazie
niedodatnim.

C.2 Odwzorowania liniowe

C.2.1 Odwzorowania liniowe ciggte

Definicja C.16 Odwzorowanie A przestrzeni Banacha (X, ||-|| ) w przestrzen Ba-
nacha (Y, |||ly) nazywamy liniowym, jesli:

Va.perVay mex Alazy + Bra) = aA(xy) + fA(z2). (C-38)

Bedziemy pisali Az, zamiast A(x). Oczywiscie dziatania liniowe mozna dodawaé
do siebie i mnozy¢ przez skalary uzyskujac w wyniku znéow dziatania liniowe, a wiec
odwzorowania liniowe maja naturalng strukture przestrzeni liniowej.

Niech X = R™ 1Y = R", wtedy kazde odwzorowanie liniowe A: X — Y mozna
utozsamic¢ z macierza (A; ;) (o wymiarze n x m) i pisa¢

A(z) = (Aij),

gdzie po prawej stronie mamy zwyklte mnozenie macierzy przez wektor. Niech z € X.
Wtedy mozna zapisac:

m
T = ijejv
j=1

gdzie e; sa wersorami (wektorami, ktérych i-ta wspolrzedna jest réwna 1 a pozostate
0). Mamy (z liniowosci A):

m X1
Ar = ijAej = ( Ae; -+ Ae, )

Jj=1 Tom

Z powyzszego wynika wprost, ze j-ta kolumna (A; ;) to po prostu wektor Ae;.
Definicja C.17 Odwzorowanie liniowe A: X — Y nazywamy ograniczonym jesli

istnieje takie C', Ze

Voex ||Az]ly < Clfzfx - (C-39)
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C.2 Odwzorowania liniowe

Najmniejszg liczbe C', ktéra moze sta¢ po prawej stronie powyzszej nieréwnosci
okreslimy jako norme A:

Ax x
HA||Esup{|| ”Y}:sup{HA }: sup {||Ax||y }. (C-40)
= | ey z lzllxlly ) wllel=1
Ostatnia réwnos¢ wynika, z tego, ze:
H e || _ el
lzllxflx  lellx

Cwiczenie C.12 Pokaz, 7e ||A|| okreslone przez (C-40) spelnia warunki podane w defi-
nicji normy.

Cwiczenie C.13 Niech X = R™ i Y = R". Okre$l norme ||A|| odwzorowania A: X — Y
jako funkcje wyrazéw macierzy (A;;), gdy:

a) na X okreslona jest norma ||-||;, na ¥ — norma ||-||,

b) na X okreslona jest norma ||-||, na Y — norma [|-||,.

W skoniczeniewymiarowych przestrzeniach kazde odwzorowanie liniowe jest cia-
gle i ograniczone. W ogolnosci tak nie jest. Wtasnosci te sa jednak ze soba mocno
powigzane. Warunkiem koniecznym i dostatecznym ciagltosci odwzorowania linio-
wego jest jego ograniczonosc.

Twierdzenie C.9 Niech A bedzie odwzorowaniem liniowym X w Y. Nastepujgce
warunki sqg rownowazne:

1. A jest ograniczone,

2. A jest ciggle,

3. A jest ciggle w zerze.

Dowéd. 1 = 2: Niech z, — =z, wtedy Az, — Az, bo ||Az, — Az||y, =
|A(zy, — 2)|ly < Cllzn, — ||y, & ||zn — x||x — 0. Implikacja 2 = 3 jest oczywi-
sta. Pokazemy, ze 3 = 1. Niech odwzorowanie A nie bedzie ograniczone. Pokazemy,
ze wtedy nie jest ono ciagle w 0. Wezmy pewien ciag z,, taki, ze ||z,||y = 11
jednoczesnie:

Az, ]y > n.

Ciag taki mozemy wybraé¢ skoro A nie jest ograniczone. Wtedy ciag z,/v/n — 0
i jednoczesnie:

Tn [|Aznly

Tl Bl 5

Vally — va

Zatem ciag Ax,/y/n nie zbiega do A0 = 0, wiec odwzorowanie A nie jest ciagle
w zerze. W

I

Przestrzen odwzorowan liniowych ciagtych z norma okreslong przez (C-40) ozna-
czamy przez L(X,Y).
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Twierdzenie C.10 Przestrzen L(X,Y') jest przestrzeniqg Banacha.
Dowdéd. Niech A,, bedzie ciagiem Cauchy’ego w metryce danej przez norme (C-
40). Z nier6wnosci:
| Anz — Amz|| < [[An = Am|[ |]2]]
wynika, ze A,z jest ciagiem Cauchy’ego w Y. Z zupelosci przestrzeni Y wynika,
ze cigg ten ma granice. Okreslmy:
Ax = lim A, x.

n—o0o

A jest odwzorowaniem liniowym, bo:

Alaz + fa') = lim An(ox + B2') = o lim A,z + 8 lim An2’.
Ustalmy x ie > 0. Jesli tylko liczby n i m sa odpowiednio duze, mamy ||A,, — A,,|| <
g, co pozwala nam wnioskowac, ze:

| Anz — Amz|| < elfz]].
Przechodzac do granicy przy n — oo uzyskujemy:
| Az — Anz|| < ef]z]].

Wiynika stad, ze ||Az|| < (||An|] + ¢€) ||z|| a wiec odwzorowanie A jest ograniczone.
Element = wybraliémy dowolnie wiec ||A — A,,|| = sup, {W

} < g, gdzie ¢
jest dowolna liczba dodatnia. Wynika stad zbieznos¢ A, — A. N

C.2.2 Funkcjonaly liniowe i przestrzen dualna

Wazng klase odwzorowan liniowych stanowia odwzorowania liniowe ciagte
z (X,]|"]|) w R, nazywane funkcjonatami.

Przestrzen funkcjonaléw liniowych ciagtych na X nazywamy przestrzenia du-
alna (sprzezona) do X i oznaczamy przez X*. Z twierdzenia C.10 wiemy, ze X* jest
przestrzenia Banacha. Waznym zagadnieniem jest okreslenie czym jest (lub z czym
mozna utozsamic) przestrzen X* dla danej przestrzeni X. Twierdzenia odpowiada-
jace na to pytanie nazywane bywaja twierdzeniami o reprezentacji.

Niech np. X bedzie przestrzenia R" z pewng norma (np. [|-[],). Niech A bedzie
funkcjonatem na X i x € X. Zapiszmy:

m
T = ijejv
j=1

gdzie e; sa wersorami. Z liniowo$ci A mamy:

n
Ax = Z xi\e;.

i=1
Tak wiec A mozna jednoznacznie powiazaé z elementem (Aey, ..., Ae,) € R". La-
two tez zauwazy¢, ze odwzorowanie aA' + BA? odpowiada wektorowi (aAle; +
BA?%ey, ..., alle, + fA%e,), a wiec takze struktura algebraiczna X* jest taka sama
jak R™. Matematycy mowia, ze przestrzen X* jest izomorficzna z R™.

Ponizsze dwa twierdzenia mowig o przestrzeniach sprzezonych z przestrzeniami

[P dla 1 < p < oco. Dlugi i techniczny dowdd pierwszego z nich pomijamy.
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Twierdzenie C.11 Niech 1 < p < co. Przestrzeniq sprzezong z [P jest przestrzen
17, gdzie q jest wykladnikiem sprzezonym zp (1/p+1/qg=1).

Twierdzenie C.12 Przestrzeniq sprzeiong z I* jest przestrzen 1°°.

Dowdd. Niech x € I, A bedzie funkcjonatem liniowym cigglym na ['. Niech e; € It
bedzie okreslony jak poprzednio. Szereg S x,e, zbiega do z i z ciagtodci i linio-
wosci A mamy:

N N
Ax=A (A}lm Z xnen> = A}lm Z xpl\e,,.
Pokazemy, ze ciag A,, = Ae, nalezy do [*°. Mamy:
[An| = [Aen| <[IAl[|enl] = [IAI],

skad wynika, ze ciag (A,)32; jest ograniczony, a wiec nalezy do [*.
Niech teraz (A,)52, € [® iz € I'. Szereg:

o]
> Anzy,
n=1

jest zbiezny bezwzglednie, bo:
D [Anan] < 3 fal sup{|Anl} = ll2[]; [[(An)ol |l -
n=1 n=1 n

Zatem ciag (A,,)%2, € [*° zadaje na [' liniowy funkcjonal postaci:

Ax = ZAnmn. [ |

n=1

Wydawaloby sie, ze [! jest przestrzenig sprzezong z [*°, jednak tak nie jest. Oczy-
widcie elementy [! zadajg funkcjonaly liniowe na [*°, jednak nie wszystkie elementy
(I°°)* naleza do '3 Innymi stowy nie wszystkie funkcjonaly liniowe na [*° maja
reprezentacje w postaci (a € [*):

Aa =" Aa;. (C-41)
i=1

W rozdziale 4 funkcjonaty liniowe na przestrzeni dobr interpretujemy jako system
cen. Jedli funkcjonal ma reprezentacje (C-41), wtedy A; naturalnie mozna interpre-
towac jako ceng i-tego dobra. Jesli przestrzen dobr utozsamiamy z [*° system cenowy
(np. ten, o ktérym mowa w tezie drugiego twierdzenia ekonomii dobrobytu) moze
nie by¢ interpretowany jako ,wektor cen”. Intuicja podpowiada, ze takie funkcjonaly
liniowe duza role przyktadaja dobrom o indeksach zbiegajacych do nieskonczonosci.
Na szczescie, mozna w odpowiedni sposéb narzucajac pewne ograniczenia na pre-
ferencje i technologie ? zapewni¢ by system cenowy w réwnowadze konkurencyjnej

mial naturalna dla ekonomisty reprezentacje (C-41).

3 Przyklad taki mozna skonstruowaé w oparciu o twierdzenie Hahna-Banacha (patrz
strona 163). Wystarczy skonstruowaé funkcjonal liniowy nienalezacy do ' na pewnej podprze-
strzeni [*° i rozszerzy¢ go na calg [*°.

4 Patrz Stokey, Lucas i Prescott [13], rozdzial 15.3.
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C.3 Wypuklosé

Pojecie wypuklosci jest bardzo waznym pojeciem w matematyce i pojawia sie
w wielu miejscach w ekonomii jako konsekwencja standardowych zatozen o techno-
logii i preferencjach.

Definicja C.18 Niech X bedzie przestrzeniq liniowq. Zbior M C X nazywamy wy-
puktym, jesli
VawemVocr<1 Az + (1 — Ny € M. (C-42)

Innymi stowy zbior jest wypukty, jesli dla dowolnych dwéch jego punktow odcinek
je taczacy nalezy do tego zbioru. Przyktad zbioru wypuktego i zbioru, ktory wypukty
nie jest zawiera rysunek C.1.

a) b)

Rysunek C.1: Przyklad a) zbioru wypuklego i b) zbioru, ktéry nie jest wypukty

Cecha zbioréw wypuktych, ktora bedzie nas teraz interesowaé, jest tzw. wlasnoscé
oddzielania. Narysujmy na ptaszczyznie dwa roztaczne wypukte i domkniete zbiory
A i B tak, jak na rysunku C.2a. Zbiory te zawsze mozna oddzieli¢ linia prosta.
W przypadku, gdy cho¢ jeden ze zbiorow wypukty nie jest, to oddzielenie moze nie
by¢ mozliwe, co obrazuje rysunek C.2b.

Linie¢ w R? mozna zapisa¢ réwnaniem:

AllCl + AQIQ =,
lub nastepujaco:
Az =7,

gdzie A jest funkcjonalem liniowym na R?, ktéry mozna utozsamié¢ z wektorem
(A1, Ay). Zauwazmy, ze para A iy dzielg R? na dwie czesci, do ktérych nalezg zbiory
A i B i zachodza nieréwnosci: °

Veea Az < 7, (C-43)

5 Nieréwnoéci moga tez zachodzi¢ w druga strone, ale wtedy mozna zastapié A przez —A i v
przez —-y, co nie zmieni samej prostej, lecz zamieni znaki wyrazenia Ax — v po obu jej stronach.
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a)
b)

Rysunek C.2: a) Dwa zbiory wypukle zawsze mozna oddzieli¢ funkcjonatem liniowym.
b) Jesli choé¢ jeden ze zbioréw nie jest wypukly, takie oddzielenie moze nie by¢ mozliwe.

Veen Ax > 7. (C-44)

Do tej pory rozpatrywalismy przypadki dwoch zbioréw wypuktych, domknietych
i roztacznych w R2.6 W przypadku, gdy jeden ze zbioréw nie jest domkniety (dalej
oba sa wypukte) oddzielenie w sposéb opisany (ostrymi) nieréwnosciami (C-43)
i (C-44) moze nie by¢ mozliwe. Wyobrazmy sobie np. koto otwarte o srodku (—1,0)
(zbiér A) i koto domkniegte o srodku (1,0) (zbiér B) oba o promieniu 1. Oczywiscie
zachodzi AN B = (). Prosta (0, y) opisana réwnaniem Az = 0, gdzie A; =1, A, =0
oddziela zbiory A i B, lecz tylko w sensie ponizszych nieréwnosci:

VQJEA AZL‘ < 07

Nasze rozumowanie miato do tej pory charakter wytacznie heurystyczny. Kilka
roznych twierdzen o oddzielaniu w przypadku przestrzeni R" z dowodami mozna
znalez¢ np. u Takayamy [22], str. 39-48. Ponizej podajemy najwazniejsze z nich.

Twierdzenie C.13 (O oddzielaniu w R™) Niech A i B bedg niepustymi rozlgcz-
nymi zbiorami wypuklymi w R™. Wtedy istnieje takie A = (Ay,...,\,) @ 7, Ze
SNy, >yee Ay N, <yvireB.

Twierdzenia o oddzielaniu maja swoje uogo6lnienia na przypadek nieskonczenie-
wymiarowy. Uogoélnienia te bazuja na fundamentalnym twierdzeniu analizy funkcjo-
nalnej — twierdzeniu Hahna-Banacha, ktére podajemy bez dowodu (patrz Rudin [20],

str. 70-71).

6 Czytelnik pamietajacy z kursu analizy pojecie zwartoéci zauwazy, ze zbiory domkniete i ogra-
niczone w skonczeniewymiarowej przestrzeni sg zwarte, zwarty jest takze ich iloczyn kartezjanski.
Odleglosé d(x,y) dla x € A iy € B na mocy twierdzenia Weierstrassa osiagga swoje minimum,
ktére nie moze byé¢ réwne 0 (bo wtedy istnialby punkt, nalezacy i do A i do B). Nieformalnie
mozna powiedzie¢, miedzy takimi zbiorami ,,jest wolna przestrzen”.

MATERIALY | STUDIA — ZESZYT 201

167



168

Dodatki

Dodatek C. Podstawy analizy funkcjonalnej

Twierdzenie C.14 (Hahna-Banacha) Niech M bedzie podprzestrzeniq prze-
strzeni lintowej X, niech p: X — R spetnia warunki:

Viyex p(x +y) <plz) +p(y), (C-45)
VeexViso p(tx) = tp(x). (C-46)

Jesli f jest funkcjonatem liniowym na M spelniajgcym warunek fr < p(x), to daje
sie rozszerzycé do funkcjonatu liniowego A na X spetniajgcego warunki:

Voer Az = fu, (C-47)
Vaex —p(—z) < Az < p(z). (C-48)

Wprowadzimy teraz kilka oznaczen. Niech X bedzie przestrzenig liniowa nad R.
Niech A, B C Ri a € R. Wprowadzamy nastepujace zapisy:

A+B={a+bacAbec B}, (C-49)

aA={aaa€ A}. (C-50)

Cwiczenie C.14 Niech A bedzie kwadratem o wierzchotkach (—1,1), (1,1), (1,—1),

—1,—1), za$ B kotem o promieniu % i érodku w punkcie (0, 1). Narysuj A + B.
2 2

Definicja C.19 Zbior A C X nazywamy pochianiajgcym jesli dla kazdego x € X
istnieje taka liczba o > 0, zZe x € aA.

Cwiczenie C.15 Pokaz, ze kazdy zbiér pochlaniajacy zawiera wektor zerowy i ze kazdy
otwarty zbiér zawierajacy zero jest pochtaniajacy.

Definicja C.20 Niech A bedzie zbiorem wypuklym i pochianiajgcym. Funkcjonat
Minkowskiego zbioru A okreslamy nastepujgco:

pa(z) = inf{a > 0:z € aA}. (C-51)

Cwiczenie C.16 Niech X = R? i A bedzie tréjkatem o wierzchotkach (—1,—1), (0,1),

Lemat C.2 Niech A bedzie zbiorem wypuktym i pochianiajgcym. Wtedy:
VasoVeex Halaz) = apa(z), (C-52)

Veyex pa(e +y) < pa(z) + paly). (C-53)
Dowéd. Niech o > 0. Z definicji p4 mamy:

palax) =inf{f > 0:ax € fA} = ainf{f/a > 0:x € §/aA} = aua(z).

Ustalmy liczbe € > 0. Niech a = pa(z) +e1 3 = pa(y) + . Wiemy, ze o'z € A
i 871y € A. Z wypuklosci zbioru A mamy:
a I}

= aa " x‘f‘mﬁfly:(a“‘ﬁ)fl(l"*‘y)eA
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Poniewaz z € A, pa(z) < 1. Stad i z wezes$niej udowodnionego warunku (C-52)
wynika, ze:
pa@ty)
a+p3
skad mamy:
pa(r +y) <a+ 8= pa(r) + paly) + 2.

Liczbe e wybralismy dowolnie, co daje (C-53). N

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia o oddzielaniu (geometrycznej
wersji twierdzenia Hahna-Banacha) " dla dowolnych przestrzeni.

Twierdzenie C.15 (O oddzielaniu) Niech X bedzie przestrzeniq Banacha® a €
X i B C X, zbior B bedzie wypukty przy czym a € B i B ma niepuste wnetrze lub
X bedzie skonczeniewymiarowa. Wtedy istnieje taki funkcjonat liniowy A € X*, Ze
dla kazdego b € B:

Aa < Ab. (C-54)

Dowéd. W przypadku, gdy X jest skonczeniewymiarowa nasza teza jest konse-
kwencja twierdzenia C.13. Ograniczymy sie wiec do przypadku, gdy B ma niepuste
wnetrze.

Wezmy 0’ € int B. Niech C' =V — B. Wtedy 0 € int C' C C. Poniewaz int C' jest
pochtaniajace (patrz éwiczenie C.15) pochtaniajace jest tez C. Funkcjonal Minkow-
skiego zbioru C' spelia na mocy lematu C.2 warunki (C-45) i (C-46). Zauwazmy,
ze ' =b —a ¢ C, skad wynika, ze puc(z) > 1. Na jednowymiarowej podprzestrzeni
M rozpietej na x’ okres§lmy funkcjonal f nastepujaco:

fr={a:ax’ = x}.

Latwo zauwazy¢, ze f jest funkcjonatem liniowym. Wezmy « > 0. Wtedy pe(x) > 1
i z wlasnosci (C-52) wynika, ze:

flaz) = a < apc(z) = polax),

Oczywiscie

f(=ax) = —f(az) <0 < polax).
Zatem funkcjonal f spelnia warunki twierdzenia Hahna-Banacha i mozna go roz-
szerzy¢ do takiego funkcjonatu A na X, ze Ax < pe(z) i Az = f(z):2 € M. Funk-
cjonal A jest ograniczony, bo w otoczeniu zera O = int C'N —int C' jest ograniczony
(x € O = pc(r) <1). Wezmy b € B. Mamy:

AMa—-b+2") <pcla—b+2") <1,
boa—b+a2' =V —beC.7Zfaktu, iz Az’ = 1 wynika, ze:

Aa < Ab. 1

7 Nie jest to jedyna wersja twierdzenia o oddzielaniu, patrz np. Rudin [20], rozdzial 3. Dowody
wszystkich twierdzen o oddzielaniu bazujacych na twierdzeniu Hahna-Banacha sa jednak bardzo
podobne do zamieszczonego ponizej.

8 Ogolniej: przestrzenia liniowo topologiczna.
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