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Streszczenie

Ogólnie mówiąc, zasadnicznym celem artykułu jest przedstawie-

nie oprzyrządowania statystycznego możliwego do wykorzystania w

modelowaniu przede wszystkim dynamiki finasowych szeregów cza-

sowych. Nasze podejście koncentruje się na modelowaniu załamań

strukturalnych oraz nieprzewidywalnych skoków i lokalnych trendów

w obserwowanych szeregach czasowych, które w konsekwencji pro-

wadzą do obserwacji nietypowych. Przyjmując stochastyczną naturę

zjawisk obserwowanych na rynkach finansowych, podejście dostarcza

procedur wykrywania skrajnie nietypowych obserwacji, pomijając

(na obecnym etapie) kwestie związane z wyjaśnieniem przyczyn ich

występowania.

Dokładniej rzecz biorąc, zbadano wpływ dwóch skrajnie różnych

ale charakterystycznych rodzajów zdarzeń superekstremalnych na

hierarchiczne błądzenie losowe w czasie ciągłym; błądzenie to jest

w stanie opisać (w zależności od wartości parametrów) szeroki wa-

chlarz brownowskich i niebrownowskich procesów stochastycznych.

Porównano wyniki uzyskane na dwóch niezależnych drogach: ana-

litycznego modelowania oraz na drodze symulowania na poziomie

dynamiki stochastycznej zależnej od czasu autokowariancji prędkości

procesu (rozumianej jako autokowariancji jego zmian na jednostkę

czasu1). Uzyskano dobrą zgodność obydwu podejść.

Pierwsze zdarzenie superekstremalne było określone przez swoją

wyjątkową długotrwałość, wprowadzając tym samym przerwanie

typu lokalnego dryfu w błądzeniu losowym. Drugie stanowiło szok,

gdyż posiadało wielkość i prędkość dominujące w porównaniu z ana-

logicznymi charakteryzującymi pozostałe zdarzenia losowe. Zależność

wspomnianej autokowariancji od czasu miała w tym przypadku cha-

1Prędkość procesu może być traktowana jak najprostsza zmienność.
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rakter niestabilności. W obu przypadkach zaobserwowano, drastycz-

nie różniące się od siebie, zmiany autokowariancji w czasie. Zostały

one opisane w Raporcie w sposób ilościowy a następnie przedyskuto-

wane.

Przedstawiona metodologia jest oryginalna, umożliwiając trak-

towanie autokowariancji prędkości procesu jako czułego, ilościowego

detektora zdarzeń superekstremalnych - zostanie ona użyta w dru-

gim etapie Projektu do analizy porównawczej danych empirycznych

dotyczących przede wszystkim kursów walut. Ponadto, stworzona

metodologia umożliwi zbadanie (w drugim etapie Projektu) wpływu

zdarzeń superekstremalnych na ryzyko rynkowe, wyrażone np. za po-

mocą zależności wariancji procesu od czasu. Co więcej, pozwoli ona

na opracowanie nowej ogólnej metodologii szacowania czasów wystę-

powania krachów opartej na zjawisku krytycznego spowolnienia to-

warzyszącego nieciągłym przemianom fazowym czy ogólniej mówiąc

katastrofom (w sensie teorii katastrof Réne Thoma). Zauważyliśmy

bowiem, że tego typu przemiany pojawiają się w trakcie trwania

giełdowej hossy, poprzedzając właściwy krach. Badania prowadzone

w ramach obu części Projektu mają charakter uniwersalny w tym

sensie, że nie zależą od konkretnej przyczyny wywołującej zdarzenia

superekstremalne. Jest to własność przypominająca dobrze znaną

uniwersalność występującą w zjawiskach o charakterze krytycznym.

JEL: C02, C15, G01

Słowa kluczowe: kowariancja prędkości procesu, wariancja, ryzyko, hierar-

chiczne (fraktalne) błądzenie losowe, zdarzenie ekstremalne, czarny łabędź,

zdarzenie superekstremalne, królewski (czerwony) smok, szok, prawo potę-

gowe, nieciągła przemiana fazowa, zjawiska krytyczne, krytyczne spowolnie-

nie, teoria katastrof, krach, prognozowanie.
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1

1 Wstęp

Jedną z najbardziej uderzających cech charakteryzujących dane empiryczne

dostarczane przez nauki ekonomiczno-społeczne, a w tym zwłaszcza przez

szeroko rozumiane finanse, jak też przyrodnicze jest fakt, że dane te mogą

zawierać ekstremalne zdarzenia rzadkie, zwane (obrazowo) czarnymi łabę-

dziami, które mogą odgrywać dominującą rolę. Prowadzi to najczęściej do

praw skalowania a w tym praw potęgowych, zjawisk bezskalowych i rozkła-

dów prawdopodobieństwa posiadających pogrubione (algebraiczne) ogony

(ang. heavy-tailed probability distributions) a te przekładają się, o ile do-

tyczą zagadnień dynamicznych, na efekt długiej pamięci. Godnym odno-

towania jest fakt powstania w ramach ekonometrii dynamicznej i finan-

sowej, a ostatnio także ekonofizyki, ogromnej literatury poświęconej tego

typu zagadnieniom zwłaszcza w kontekście funkcjonowania rynków finan-

sowych (patrz pozycje literaturowe [1], [6]-[8], [9]-[14], [17], [23]-[26], [31],

[37]-[39], [41, 42, 44, 45, 48, 49], [51, 52] oraz wybrane odnośniki literatu-

rowe tamże). Podkreślmy, że obecne tam już od około trzydziestu lat po-

dejście do modelowania pamięci w procesach stóp zmian z instrumentów

finansowych wypracowało metody testowania i opisu specyficznego prze-

biegu kowariancji, wariancji oraz funkcji autokorelacji, zarówno dla samych

procesów obserwowanych, jak i na przykład dla zmienności.

Jednakże, pojawiło się szereg wskazówek [52], głównie empirycz-

nych, że poza prawami potęgowymi i pogrubionymi ogonami,

czyli poza zdarzeniamu ekstremalnymi, istnieje jeszcze coś więcej.

Właśnie w takim kontekście mówimy potocznie o zdarzeniach superekstre-

malnych zwanych też królewskimi smokami 2 (ang. dragon-kings) czy nawet

2Poetycki termin ’królewski smok’ podkreśla, że mamy tutaj do czynienia ze zdarze-
niem unikalnym, które całkowicie różni się od wszystkich pozostałych. Ponadto, jest to
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czerwonymi smokami (ang. red dragons).

Przez zdarzenie superekstremalne rozumiemy zdarzenie leżące niezwykle

daleko od wszystkich pozostałych zdarzeń losowych tworzących daną po-

pulację [52]. Dotychczas, tego typu anomalii nie brano pod uwagę, traktu-

jąc ją jako błąd gruby lub jakąś efemerydę psującą tylko estymatory sta-

tystyczne. W niniejszym Projekcie traktuje się ją jako komplementarną do

wspomnianych na wstępie zdarzeń ekstremalnych. W dalszym ciągu nasze

podejście umożliwi doprecyzowanie pojęcia zdarzenia superek-

stremalnego. Należy podkreślić, że koncepcja królewskich smoków

została po raz pierwszy sformułowana w roku 2009 właśnie w

pracy Didier Sornette [52] - do tego czasu ani ekonometria, ani mate-

matyka finansowa ani ekonofizyka nie zajmowały się tego typu zdarzeniami.

Niniejszy Raport jest poświęcony głównie zdarzeniom superekstremalnym,

traktując zdarzenia ekstremalne jedynie jako tło. Innymi słowy, ryzyko

strat3 wywołane przez zdarzenie superekstremalne jest bez porównania

większe od analogicznego spowodowanego wystąpieniem zdarzenia eks-

tremalnego. Jak widać, ma tutaj miejsce przewartościowanie roli zdarzeń

ekstremalnych - są one zepchnięte na drugi plan. Na pierwszy plan wysu-

nięte zostały zdarzenia superekstremalne, które przypuszczalnie odgrywają

główną rolę w pojawianiu się krachów na rynkach finansowych [52].

W pracy [52] wskazano, że to zdarzenia superekstremalne (a nie ekstre-

malne) są często odpowiedzialne za występowanie różnego rodzaju bifur-

kacji a w tym katastrof czy przemian fazowych, czyli można je powiązać

np. z istnieniem w układzie punktów przejścia bifurkacyjnego o charakterze

zdarzenie kluczowe, deformujące np. prawa potęgowe, czyli prawa Pareto [37].
3Miarą ryzyka może być iloczyn prawdopodobieństwa wystąpienia danego zdarzenia

oraz wielkości straty jaką może ono spowodować. Dla zdarzenia superekstremalnego
pierwsza wielkość jest znikomo mała podczas gdy druga jest gigantyczna. Oznacza to, że
wspomniany iloczyn może być znacząco duży.

11



Wstęp

N a r o d o w y  B a n k  P o l s k i12

1

katastroficznym czy też punktów niestabilności o charakterze krytycznym.

Zasugerowano tam nawet, że zdarzenia superekstremalne są czasami po-

przedzane przez zdarzenia towarzyszące, zwane prekursorami królewskich

smoków, co stwarza szanse na ich przewidywalność.

Zasadniczym celem niniejszej części Projektu jest modelowanie

na drodze analitycznej oraz na drodze symulacji komputerowych

wpływu dwóch skrajnie różnych ale charakterystycznych rodza-

jów egzogenicznych zdarzeń superekstremalnych na zależną od

czasu autokowariancję prędkości procesu stochastycznego.

1.1 Wstępne uwagi o procesie błądzenia losowego w

czasie ciągłym Weierstrassa-Mandelbrota

Procesem stochastycznym, w ramach którego przeprowadzono konkretne

obliczenia numeryczne, było hierarchiczne błądzenie losowe w czasie cią-

głym Weierstrassa-Mandelbrota (ang. Weierstrass-Mandelbrot Continuous-

Time Random Walk, WM-CTRW), które jest w stanie opisać szerokie spek-

trum brownowskich i niebrownowskich procesów stochastycznych [32]-[34].

Model ten jest hierarchiczną wersją kanonicznego błądzenia losowego w

czasie ciągłym (ang. Continuous-Time Random Walk, CTRW) [46, 22, 28]

ponieważ podstawowy rozkład prawdopodobieństwa używany w modelu,

czyli funkcja rozkładu czasów międzytransakcyjnych4 (ang. waiting-time

distribution, WTD), jest dana czasoprzestrzenną funkcją Weierstrassa-

Mandelbrota (patrz rozdz. 5.1 niniejszego Raportu bądź też równanie (2)

w pracy [33]). Co więcej, na przykładzie błądzeń hierarchicznych stosun-

kowo łatwo jest zdefiniować w sposób obrazowy zdarzenia ekstremalne oraz
4Czas międzytransakcyjny rozumiany jest tutaj szeroko jako czas rozdzielajacy ko-

lejne zdarzenia. Czas ten jest zmienną losową a zdarzenia mogą dotyczyć zarówno świata
materii nieożywionej jak też wszelkiej ludzkiej aktywności.

12
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dobrze określić rolę jaką pełnią w błądzeniu - będzie jeszcze o tym mowa

w rozdz. 7.1.2. Dodajmy, że zarówno CTRW jak i WM-CTRW można za-

liczyć do tzw. procesów odnowienia lub półmarkowowskich procesów sto-

chastycznych [2, 3], [15]-[20] rozwijanych i stosowanych zarówno przez ma-

tematyków i ekonometryków jak też ekonofizyków od połowy lat sześćdzie-

siątych ubiegłego wieku. Najistotniejszym elementem tych procesów

jest traktowanie czasów oczekiwania (międzytransakcyjnych) jak

zmiennych losowych.

Należy zauważyć, że formalizm WM-CTRW jest wystarczająco ogólny i

elastyczny aby wyprodukować, w zależności od wartości parametrów ste-

rujących, różne rodzaje dyfuzji: od dyfuzji normalnej, poprzez superdy-

fuzję (np. ułamkowy ruch Browna (fBm) [53]) i dyfuzję balistyczną aż do

spacerów Lévy’ego. Wynika to z faktu, że w strukturze czasoprzestrzennej

szeregu czasowego symulowanego w ramach WM-CTRW zawarte są ekstre-

malne zdarzenia rzadkie. To właśnie one są odpowiedzialne za spowolnioną,

potęgową relaksację układu.

Ponadto, zdecydowaliśmy się na wykorzystywanie formalizmu WM-CTRW

ponieważ wcześniej sprawdziliśmy, że hierarchiczna WTD dobrze opisuje

np. empiryczną WTD otrzymaną dla notowań (prawie) ciągłych niektórych

kursów walutowaych a także wybranych kursów akcji na giełdzie.

Niniejszy Raport jest zorganizowany następująco. Po pierwsze, w rozdz. 2,

przedstawiona jest bezpośrednia motywacja pracy a w rozdz. 3 krótki prze-

gląd literatury dotyczącej tylko zdarzeń superekstremalnych. Następnie, w

rozdz. 4 zdefiniowany został problem wraz z podstawowymi wielkościami.

W kolejnym kroku (rozdz. 5) przedstawiony został krótko formalizm WM-

CTRW wraz z fazą superdyfuzji wybraną przykładowo dla zilustrowania

rozwiniętej w niniejszej części Projektu metody. Następnie, w rozdz. 6 wy-

13
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prowadzono wzory na zależną od czasu autokowariancję prędkości procesu

stochastycznego uwzględniającą oba, skrajnie rózne rodzaje królewskich

smoków. Porównanie przewidywań otrzymanych wzorów z danymi uzyska-

nymi z symulacji zostało zawarte w rozdz. 7. Wreszcie, wnioski końcowe i

krótkie podsumowanie przedstawiono w rozdz. 8.

14
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2 Motywacja empiryczna

Bezpośrednia motywacja niniejszego Projektu jest inspirowana własno-

ściami empirycznych szeregów czasowych pochodzących z rynków finanso-

wych (przede wszystkim z rynku Forex), których istotne fragmenty przed-

stawiono na rysunkach 1 i 2. Długotrwały liniowy (abstrahując od relatyw-

 2

 2.5

 3

 3.5

2006 2007 2008 2009 2010 2011

C
H

F 
[P

LN
]

Czas [rok]

21/4/2005-20/4/2011

Rysunek 1: Kurs kupna CHF w złotych w okresie od 21 kwietnia 2005 do
20 kwietnia 2011. Dobrze widoczny jest systematyczny, liniowy (abstra-
hując od relatywnie niewielkiego rozrzutu) ponad półroczny blisko osiem-
dziesięcioprocentowy wzrost kursu w drugiej połowie 2008 roku i pierwszej
2009.

nie niewielkiego rozrzutu), blisko osiemdziesięcioprocentowy wzrost kursu

franka szwajcarskiego w stosunku do złotego w drugiej połowie 2008 roku

i pierwszej 2009 (patrz rysunek 1) oraz szok w notowaniach euro względem

złotego z niedzieli (9 maja 2010) na poniedziałek (patrz rysunek 2), są to

15
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Rysunek 2: Kurs kupna EUR/USD między 6 a 10 maja (wieczór) 2010.
Dobrze widoczny jest poniedziałkowy (poranny) pozytywny szok, czyli zna-
czący, skokowy (nagły) wzrost notowań euro względem dolara wywołany
zapowiedzią gigantycznej pomocy finansowej dla Grecji.

dwa, wspomniane wcześniej, skrajnie różne rodzaje zachowań kursów (sze-

regów czasowych).

Ten ogromny wzrost notowań franka szwajcarskiego (nie tylko względem

złotego ale także w stosunku do euro oraz dolara) został wywołany, ogólnie

mówiąc, nastrojami na światowych rynkach finansowych. Kraje Unii Eu-

ropejskiej, a stąd euro i złoty, odczuwają skutki nadmiernego zadłużenia

Grecji, Irlandi, Portugalii i Hiszpanii. Inwestorzy poszukują walut, które są

znacznie pewniejsze a za taką wciąz uważany jest frank. Co do dolara, to

dodruk przez Fed setek miliardów dolarów mających na celu pobudzenie

amerykańskiej gospodarki, automatycznie wpływa na jego osłabienie.

16
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Jeżeli chodzi o szok, to pozytywny szok w notowaniach EUR/USD z nie-

dzieli 9 na poniedziałek 10 maja 2010, był skutkiem jednorazowej decyzji

wyasygnowania przez UE i MFW ok. 750 mld euro pomocy finansowej dla

(wspomnianych powyżej) upadających gospodarek eurolandu. Zauważmy,

że dana empiryczna opisująca ten szok leżałaby na wykresie na

rysunku 3 około 200 pipsów na prawo a więc z punktu widzenia

tego wykresu byłoby to zdarzenie superekstremalne, którego rolę

jest wprost trudno przecenić.

Należy zaznaczyć, że w niniejszej części Projektu analizujemy tylko (wspo-

mniane powyżej) dwa skrajne rodzaje zdarzeń superekstremalnych bez

”wchodzenia”w przyczyny wywołujące ich występowanie. Oczywiście, zda-

jemy sobie w zarysach sprawę, przynajmniej z głównych przyczyn ale w

niniejszej części Projektu nie korzystamy z nich, gdyż zajmujemy się wy-

branymi, uniwersalnymi własnościami szeregów czasowych, czyli (na razie)

ich skutkami a nie przyczynami.

Na referencyjnym rysunku 3 przedstawiono (w skali półlogarytmicznej)

empiryczne histogramy częstotliwości zmian kursu kupna EUR/USD5 w

latach 2004 (krosy), 2006 (punkty), 2008 (gwiazdki) i 2010 (kółka). Dla po-

równania na wykres naniesiono także rozkład Gaussa (linia przerywana)

zbudowany na wartości średniej i dyspersji (przykładowo) dla 2008 roku6.

Jak widać, wszystkie cztery empiryczne rozkłady różnią się w sposób istotny

od rozkładu Gaussa, gdyż są leptokurtyczne, charakteryzując się pogru-

bionymi ogonami, których jak wiadomo rozkład Gaussa nie posiada. Ten

5Dane empiryczne zaczerpnięto ze strony http://ratedata.gaincapital.com/ znanego
brokera GAIN Capital (adres: http://www.gaincapital/contact.shtml). Natomiast sam
rysunek jest ograniczoną do wybranych trzech lat wersją wcześniejszego zamieszczonego
w pracy [27]. Należy dodać, że analiza przedstawiona w tej pracy bazuje na materiale
zamieszczonym w [8].
6Dla roku 2010 rozkład Gaussa byłby nieco szerszy o maksimum położonym nieco

niżej natomiast dla lat 2004 i 2006 byłby węższy o maksimum leżącym nieco wyżej.

17
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Rysunek 3: Porównanie w skali półlogarytmicznej (shistogramowanej z kro-
kiem 5 pipsów) empirycznej, leptokurtycznej częstotliwości występowania
zmian kursu kupna EUR/USD w latach 2004 (krosy), 2006 (punkty), 2008
(gwiazdki), 2010 (kółka) wystawionego u znanego brokera GAIN Capi-
tal. Odwrócona parabola (linia przerywana) przedstawia rozkład Gaussa,
przykładowo, dla roku 2008. Dobrze widoczne są pogrubione ogony hi-
stogramów empirycznych. Właśnie te ogony są bezpośrednim powodem
wprowadzenia przez nas procesu WM-CTRW.

właśnie fakt leptokurtyczności jest nadzwyczaj interesujący z poznaw-

czego punktu widzenia, posiadając doniosłe konsekwencje praktyczne (o

których wspomniano we Wstępie). Generalnie, wynik przedstawiony na

rysunku 3 wprowadza nas w świat stochastycznych procesów niegaussow-

skich rządzony ekstremalnymi zdarzeniami rzadkimi generowanymi (w na-

szym przypadku) przez rynki finansowe. Tego typu procesami zajmujemy

się właśnie w ramach niniejszego Projektu jako procesami bazowymi (refe-

rencyjnymi), na tle których pojawiać się będą zdarzenia superekstremalne.

Zatem, przedmiotem badań niniejszego Projektu są własności zda-
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rzeń superekstremalnych oraz skutki przez nie wywołane analizo-

wane w kontekscie wybranych procesów niegaussowskich (jako procesów

referencyjnych).
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3 Krótki przegląd literatury dotyczącej zda-

rzeń superekstremalnych

Od razu pragniemy podkreślić, że dotychczas ukazała sie tylko jedna publi-

kacja [52] dokonująca przeglądu faktów empirycznych z różnych dziedzin,

od nauk ekonomicznych (a w tym szeroko rozumianych finasów) i socjo-

logicznych po przyrodnicze, wskazująca na możliwość istnienia świata po-

zaekstremalnego, czyli świata zdarzeń superekstremalnych. Publikacja ta

wskazała przede wszystkim na przyczyny powodujące odstępstwa od praw

potęgowych. Za główne uznano w niej pojedyncze, niezwykle mało praw-

dopodobne zdarzenia o ogromnym natężeniu; w przypadku szeroko rozu-

mianych finansów mówimy dodatkowo o wielkim ryzyku7 jakie zdarzenia te

niosą ze sobą. Jeżeli zdarzenia takie pojawiają się, to nawet w pojedynkę

są w stanie zdemolować (wielce stabilne) prawa potęgowe, rządzone prze-

cież przez zdarzenia ekstremalne a więc także o wyjątkowo dużym (ale nie

aż tak dużym) natężeniu. Jeżeli chodzi o zdarzenie ekstremalne i ich rolę w

szeroko rozumianych finansach to szczególnie polecana jest przez nas litera-

tura przeglądowa [1], [18], [25], [57]-[59], [38, 39], [12, 13], [41, 48].

Ostatnio, przez wykonawców niniejszego Projektu, wspólnie z autorem pu-

blikacji [52], została wysłana do druku8 praca [21] analizująca systematycz-

nie, na drodze teoretycznej oraz symulacji numerycznych, dwa skrajne ale

kluczowe przypadki zdarzeń superekstremalnych (czyli królewskich smo-

ków). Jest pierwszą na świecie precyzyjnie definiujacą zdarzenie superek-

stremalne i analizującą systematycznie, na drodze analitycznej oraz symu-

7Prosta miara tego ryzyka została zdefiniowana we Wstępie (rozdz. 1).
8Chodzi tutaj o druk w specjalnym tomie ’The European Journal of Physics’ pt.:

Power Laws in Natural and Social Systems and Beyond, w nowo powstałej serii pn.:
’Special Topics’.
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lacji numerycznych, wpływ tych zdarzeń na szeregi czasowe zwłaszcza za-

wierające ekstremalne zdarzenia rzadkie. Praca ta zostanie przedstawiona

w postaci referatu na międzynarodowej konferencji ekonofizycznej w Szan-

ghaju, ICE 2011 [56]. Praca ta stanowi jeden z oryginalnych metodologicz-

nych filarów9 niniejszego Projektu.

9Drugim filarem, będącym podstawą drugiej części niniejszego Projektu, jest za-
stosowanie teorii katastrof René Thoma [54] do opisu zjawisk katastrofalnej bifurkacji
pojawiających się na wybranych rynkach finansowych, poprzedzających krachy gieł-
dowe [29]. Ta ostatnia praca także zostanie przedstawiona w postaci referatu [35] na
International Conference on Econophysics, ICE 2011, Shanghai.
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4 Definicja problemu

W niniejszej, pierwszej części Projektu, tytułem pożytecznego przykładu,

rozważamy w ramach formalizmu WM-CTRW superdyfuzję, dla której

spełniona jest własność słabej ergodyczności [4], [5], [40]. Oznacza to, że

średnia wartość czasu międzytransakcyjnego jest w tej fazie dyfuzji skoń-

czona (czyli istnieje).

Ponieważ prawdopodobieństwo pojawienia się królewskiego smoka jest zni-

komo małe (tzn. na jego pojawienie się musięlibyśmy czekać zbyt długo),

został on wyprodukowany po przeprowadzeniu pełnej symulacji szeregu

czasowego (za pomoca tego samego algorytmu co sam szereg) a następ-

nie włożony ręcznie w jego część centralną. W tym sensie pojawienie się

zdarzenia superekstremalnego traktujemy jako wydarzenie egzogeniczne

pomimo, że pochodzi z tego samego algorytmu co sam szereg.

W ramach niniejszej części Projektu zamierzamy odpowiedzieć na nastę-

pujące pytanie: jak bardzo autokowariancja prędkości procesu, wy-

znaczona w oparciu o dany szereg czasowy, ulegnie zmianie gdy

wewnątrz takiego szeregu pojawi się królewski smok?

Rozważamy dwa rodzaje zdarzeń ekstremalnych:

(a) długotrwałe zdarzenie ekstremalne (jego czas trwania oznaczyliśmy

przez td, patrz rys. 4) oraz

(b) szok, czyli nagły skok zmiennej losowej X, której prędkość ma war-

tość superekstremalną vd (patrz rys. 5).

Wpływ tych zdarzeń na szereg czasowy został przedstawiony na rysunkach

4 i 5 - jest on systematycznie omawiany poniżej.

Autokowariancja prędkości procesu jest (dla naszej sytuacji) zdefiniowana

22



Definicja problemu

MATERIAŁY I STUDIA – Zeszyt 259 23

4

Rysunek 4: Schematyczny szereg czasowy trwający ttot, zawierający dłu-
gotrwałego królewskiego smoka (najdłuższy ukośny odcinek) o nachyleniu
vd i czasie trwania td. Czas trwania szeregu czasowego przed i po tym
superekstremalnym zdarzeniu wynosi, odpowiednio, tL i tR. Oczywiście,
ttot = tL + td + tR.

następująco [16]-[43]:

Cov (v(t′), v(t′ +∆t)) = 〈v(t′ +∆t) v(t′)〉 − 〈v(t′ +∆t)〉 〈v(t′)〉

= 〈v1 v2〉 − 〈v1〉 〈v2〉

=











C, w nieobecności królewskiego smoka

Cd, w obecności królewskiego smoka
(1)

gdzie 〈. . .〉 oznacza średnią po czasie t′ � ttot − ∆t przy ustalonej szero-
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Rysunek 5: Schematyczny szereg czasowy zawierający zdarzenie superek-
stremalne w postaci szoku (czyli najdłuższego pionowego odcinka). Czas
trwania szeregu czasowego przed i po szoku oznaczono, odpowiednio, przez
tL i tR, natomiast czas trwania szoku td = dt jest tak krótki, że nie mógł
być przedstawiony w przyjętej czasowej zdolności rozdzielczej wykresu
(oczywiście, ttot = tL + dt+ tR).

kości okna czasowego10 ∆t (patrz rysunki 4 i 5 oraz rozważania w rozdz.

6), natomiast prędkość procesu v(t′) def.= [X(t′) − X(t′ − dt)]/dt jest
po prostu zmianą procesu na jednostkę czasu, gdzie krok dyskretyzacji

czasu dt � ∆t, t′. Prędkości v1 and v2 oznaczają w skrócie, odpowiednio,
prędkości na początku i na końcu okna czasowego ∆t, czyli v1 ≡ v(t′) a
v2 ≡ v(t′ + ∆t). Należy podkreślić, że (w ogólności) autokowariancja Cd
(czyli w obecności królewskiego smoka) jest niestacjonarna zatem ma cha-

rakter dwupunktowy zależąc (w ogólności) także od wyjściowej chwili t′ a

10Tego typu procedura nosi w fizyce nazwę skanowania.
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nie tylko od różnicy ∆t chwil (wyjściowej t′ i aktualnej t′ + ∆t′). Jednakże,

jak to wykazujemy (w rozdz. 6.1 przechodząc od wzoru (23) do wzoru (27)

oraz przechodząc od wzoru (35) w rozdz. 6.2 do wzoru (48) w rozdz. 7.2.2),

w analizowanych przez nas dwóch skrajnych przypadkach zdarzeń superek-

stremalnych, informacja o niestacjonarności ulega (paradoksalnie) degrada-

cji, co przywraca stacjonarność kowariancji prędkości procesu w obecności

królewskiego smoka, Cd.

Obie wielkości C i Cd są badane na drodze analitycznej (w rozdzia-

łach 5 i 6) oraz na drodze symulacji numerycznych (w rozdz. 7) po-

nieważ naszym zadaniem jest znalezienie relacji pomiędzy nimi w

przypadku (a) i (b) oraz weryfikacja tych relacji.
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5 Błądzenie losowe w czasie ciągłym Weierstrassa-

Mandelbrota

W niniejszym rozdziale szkicujemy zasadnicze elementy formalizmu WM-

CTRW, gdyż dokładniejszą analizę, np. wielkości C(∆t), można znaleźć w

naszych wcześniejszych pracach [33, 34].

5.1 Definicja procesu WM-CTRW

Błądzenie losowe w czasie ciągłym Weierstrassa-Mandelbrota jest zdefinio-

wane za pomocą hierarchicznego, czasoprzestrzennego rozkładu prawdo-

podobieństwa WTD. Rozkład ten11 jest dany za pomocą ważonego geome-

trycznie następującego, hierarchicznego szeregu, wprowadzającego sprzęże-

nie czasoprzestrzenne

ψ(x, t) =
∞
∑

j=0

w(j)ψj(x, t), (2)

gdzie x jest przemieszczeniem związanym z pojedynczym krokiem procesu

trwającym przez czas t, natomiast w(j) jest wagą daną rozkładem prawdo-

podobieństwa

w(j) =
1
N j

(

1− 1
N

)

, N > 1, j = 0, 1, 2, . . . . (3)

Waga ta może być interpretowana jako prawdopodobieństwo wystąpienia

dokładnie j sukcesów w serii zdarzeń generowanej przez rozkład Bernoul-

11Kompletna definicja formalizmu WM-CTRW wymaga osobnego średniowania po
wyjściowym kroku błądzenia, czyli osobnej definicji WTD dla tego kroku, co zostało
szczególowo omówione w pracy [33]. Prowadząc tutaj symulacje numeryczne nie musimy
o to zabiegać, gdyż używana jest tutaj średnia ruchoma automatycznie średniująca po
pierwszym kroku błądzenia.
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liego, gdzie 1/N jest prawdopodobieństwem pojedynczego sukcesu, nato-

miast warunkowa WTD jest już zdefiniowana w postaci sfaktoryzowanej za

pomocą rozkładów prawdopodobieństwa f i h

ψj(x, t) =
1
v0vjt
f

(

| x |
v0vjt

)

1
τ0τ j
h
(

t

τ0τ j

)

, (4)

gdzie w dalszym ciągu korzystamy z prostej reprezentacji błądzenia lo-

sowgo typu spacerów (a nie skoków lub przelotów), przyjmując warunkowe

czasowe i przestrzenne rozkłady, odpowiednio, w postaci

f

(

| x |
v0vjt

)

=
1
2
δ

(

| x |
v0vjt

− 1
)

(5)

oraz

h
(

t

τ0τ j

)

= exp
(

− t
τ0τ j

)

, (6)

przy czym v0vj jest prędkością pojedynczego kroku błądzenia związaną z

poziomem (stochastycznej) hierarchii o numerze (indeksie) j.

Zauważmy, że średni czas trwania pojedynczego kroku błądzenia τ0τ j oraz

jego prędkość v0vj są sprzężone poprzez wspólny poziom j czasoprzestrzen-

nej hierarchii definiującej (2). Parametry kalibrujące oznaczyliśmy tutaj

przez τ0 i v0.

Podkreślmy, że szczegółowe postacie rozkładów f i h są nieistotne z punktu

widzenie asymptotycznych (długookresowych) własności układów, gdyż

skalują się; ich możliwie najprostsze postacie są wybierane ze względów

rachunkowych.

Jak wynika z wyrażenia (2), rozważany przez nas proces WM-CTRW na-

leży do kategorii nieseparowalnych procesów typu CTRW, wprowadzając
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tym samym dużo bogatszy dyfuzyjny diagram fazowy [32, 33].

Z wyrażenia (2) można łatwo wyprowadzić zamknięte formuły na czasowe i

przestrzenne momenty opisujące pojedynczy krok błądzenia:

〈t〉 =
∫

∞

0
dt t
∫

∞

−∞

dxψ(x, t) =











τ0
1−1/N
1−τ/N

, for α > 1,

∞, for α < 1
(7)

gdzie α = lnN/ ln τ oraz

〈

x2
〉

=
∫

∞

−∞

dx x2
∫

∞

0
dt ψ(x, t) =











2(b0)2
1−1/N
1−b2/N

, for β > 2,

∞, for β < 2
(8)

gdzie b0 = v0τ0, b = vτ i β = lnN/ ln b. Jak widać mają one charak-

ter progowy. Z grubsza mówiac, progowość ta jest wynikiem istnienia

dwóch sąsiadujących ze sobą światów: brownowskiego (w trady-

cyjnym sensie12) i niebrownowskiego. (Przypadkami marginalnymi,

gdy α = 1 i β = 2, nie zajmujemy się w niniejszym Projekcie.)

Należy podkreślić, że α i β, są parametrami (a dokładniej wykładnikami

cząstkowymi, odpowiednio, czasowym i przestrzennym procesu13) definiu-

jącymi różne fazy dyfuzji w zależności od przyjętych wartości tych parame-

trów. W pracy [33] wyprowadzono wzór określający asymptotyczną postać

drugiego, wielokrokowego momentu całkowitego (sumarycznego) przemiesz-

czenia w procesie WM-CTRW

〈

X2(∆t)
〉

≈ 2Dst
Γ(η + 1)

(∆t)η, (9)

12Przez proces brownowski w sensie tradycyjnym rozumiemy proces, którego variancja
jest asymptotycznie liniowa w czasie.
13Można wykazać, że wykładniki α i β definiują także wykładnik sterujący asymp-
totyczną zależnością od przedziału czasu t drugiego momentu przemieszczenia x w
pojedynczym kroku procesu WM-CTRW,

〈

[x(t)]2
〉

=
∫

∞

−∞
dxx2ψ(x, t).
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gdzie fraktalny wykładnik η rządzący asymptotycznym w czasie zachowa-

niem wariancji 〈X2(∆t)〉 zależy od α i β, podobnie jak fraktalny współ-
czynnik dyfuzji Dst (patrz Tabela 1 oraz dyfuzyjny diagram fazowy przed-

stawiony na rysunku 1 w pracy [33]). Przy okazji, zauważmy, że całkowity

czas ttot =
∑

t, przy czym t jest tutaj przedziałem czasu a nie czasem,

natomiast sumaryczne przemieszczenie X(ttot) =
∑

x, gdzie (w obu określe-

niach
∑

. . . oznacza sumę po kolejnych krokach procesu).

Wyrażenia (2) - (6) pozwalają na symulowanie trajektorii błądzenia lo-

sowego w czasie ciągłym przedstawionej schematycznie na rysunkach 4 i

5. Dzieje się tak dlatego, że definiują one jednocześnie dynamikę stocha-

styczna (omawianą w rozdz. 7.1).

5.2 Faza superdyfuzji

Wykorzystywany w niniejszej pracy proces WM-CTRW jest stacjonarnym

procesem stochastycznym określonym dla sytuacji gdy 〈t〉 < ∞, tzn. gdy
wykładnik cząstkowy α > 1 (patrz równania (4) i (5) w [33]). W takiej

sytuacji wykładnik dyfuzyjny η = 2H , gdzie 0 < H � 1, jest dobrze
znanym wykładnikiem Hursta [53].

Wszystkie obliczenia przeprowadzone w niniejszym Raporcie są ograni-

czone do sytuacji, gdy wariancja czyli średni kwadrat (wielokrokowego)

przemieszczenia jest dla skończonego czasu pozbawiony osobliwości, rosnąc

superliniowo dla asymptotycznie długiego czasu. Innymi słowy, ograniczeni

jesteśmy do przypadku η > 1, czyli zachowania persystentnego. Ta faza dy-

fuzji jest ograniczona na dyfuzyjnym diagramie fazowym przez następującą

nierówność

1
2
<
1
β
<
1
2
+
1
2α
. (10)
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Autokowariancja prędkości pod nieobecność królewskiego smoka (będziemy

ją nazywać swobodną autokowariancją prędkości) dana jest następującym

wyrażeniem (patrz wzór (13) w pracy [33])

C(∆t) =
2Dst
Γ(η − 1)

1
∆t2−η

, (11)

gdzie fraktalny współczynnik dyfuzji dla fazy superdyfuzyjnej

Dst =
1− τ

N

lnN
πα

sin
(

2πα
(

1
β
− 1
2

)) (12)

a fraktalny wykładnik dyfuzyjny dla tej fazy

η = 1 + 2α

(

1
β
− 1
2

)

. (13)

Ponieważ wykładnik η < 2, więc swobodna autokowariancja prędkości,

C(∆t), dana wyrażeniem (11) zanika potęgowo dla asymptotycznie dłu-

giego czasu ∆t. W rozdz. 6 wykazujemy, że obecność zdarzenia superekstre-

malnego w szeregu czasowym niszczy tą własność.
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6 Wyprowadzenie wzorów na autokowarian-

cje w obecności królewskich smoków

W niniejszym rozdziale wyprowadzamy ogólne relacje pomiędzy estymato-

rami autokowariancji Cd prędkości procesu w obecności królewskich smo-

ków a estymatorami autokowariancji C prędkości procesu pod nieobecność

tych zdarzeń. Zatem, na ”pierwszy ogień”bierzemy poniżej w rozdz. 6.1

przypadek (a); następnie, w rozdz. 6.2 przypadek (b) - oba zdefiniowano

wcześniej w rozdz. 4. Jeszcze raz pragniemy podkreślić, że oba skrajne

przypadki (odpowiednio, ekstremalnie długiego czasu trwania królewskiego

smoka td i skrajnie krótkiego czasu td) są ważne zarówno z teoretycznego,

jako przypadki odniesienia, jak i praktycznego punktu widzenia gdyż często

(zwłaszcza w ostatnich kilku latach) występują na rynkach finansowych a w

tym zwłaszcza walutowych.

6.1 Przypadek długotrwałego zdarzenia superekstre-

malnego

Strategia wyprowadzenia poszukiwanych relacji polega na podziale całego

szeregu czasowego na segmenty, w których mamy już do czynienia z sze-

regiem stacjonarnym. W przypadeku (a), czyli wystąpienia długotrwałego

zdarzenia superekstremalnego, przyjmujemy, że

(1) dt � ∆t � ∆tMAX � tL, tR,

(2) ∆tMAX � td,

gdzie ∆tMAX jest maksymalną wartością rozmiaru ∆t okna czasowego. Na-

leży zauważyć, że założenie (2) nie jest spełnione dla przypadku (b); dla-

tego jest on analizowany osobno w rozdz. 6.2.
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Średnią po czasie iloczynu prędkości występującą w formule (1) można po-

dzielić na pięć niezależnych składników. Wynika to z konieczności osobnego

traktowania części szeregu czasowego znajdujących się przed i za położe-

niem zdarzenia superekstremalnego. Zdarzenie to wprowadza (w ogólności)

do szeregu czasowego niestacjonarność o stałej prędkości - rodzaj lokalnego

dryfu. Naszym faktycznym celem jest wyprowadzenie zamkniętej

formuły na niestacjonarną (w ogólności) kowariancję prędkości

procesu Cd, a następnie z redukowanie jej do postaci stacjonarnej.

Wstępnym krokiem naszej procedury jest następująca, estymująca dekom-

pozycja średniej po czasie iloczynu prędkości:

〈v1 v2〉 =
M=5
∑

m=1

〈v1 v2〉m wm. (14)

Teraz możemy stosunkowo łatwo wyznaczyć każdy z potrzebnych składni-

ków 〈v1 v2〉m (∆t) z osobna, używając odpowiednio skonstruowanych esty-
matorów. Przy okazji uzyskujemy automatycznie towarzyszące tym skład-

nikom wagi wm.

(1) Pierwsza składowa (dla m = 1) opisuje sytuację, gdy obie prędkości

v1 i v2 dotyczą zdarzeń poprzedzających zdarzenie superekstremalne.

Składowa ta, razem z towarzyszacą jej wagą, przyjmują następujące

postacie:

〈v1 v2〉1
def.=

1
tL −∆t

tL−∆t
∑

t′=dt

v(t′) v(t′ +∆t),

w1
def.=
tL −∆t
ttot −∆t

, (15)

odnoszące się do błądzenia pod nieobecność królewskiego smoka. Do-

kładnie rzecz biorąc, składowa ta odpowiada sytuacji, gdy prędkość
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v1 leży wewnątrz przedziału czasu [0, tL − ∆t], podczas gdy prędkość
v2 może znajdować się zarówno wewnątrz powyższego przedziału,

bądź też na jego prawym brzegu.

(2) Druga składowa (dla m = 2) odpowiada sytuacji gdy prędkość v1 jest

ulokowana przed zdarzeniem superekstremalnym, natomiast prędkość

v2 jest równa (stałej) prędkości vd jaką posiada to zdarzenie. Druga

składowa wraz z towarzyszącą jej wagą wynoszą:

〈v1 v2〉2
def.=
1
∆t

tL
∑

t′=tL−∆t+dt

v(t′) vd = 〈v〉L vd,

w2
def.=

∆t
ttot −∆t

. (16)

Zauważmy, że vd jest jednocześnie miarą nachylenia najdłuższego od-

cinka szeregu czasowego przedstawionego na rysunku 4. Składnik ten

reprezentuje pierwszą krzyżową sytuację, gdy prędkość v1 jest uloko-

wana wewnątrz przedziału czasowego [tL − ∆t, tL] bądź też na jego
prawym brzegu, podczas gdy prędkość v2 jest odpowiednio umiejsco-

wiona wewnątrz odcinka [tL, tL+∆t] bądź też na jego prawym brzegu.

(3) Przypadek ten jest szczególnie prosty, gdyż tutaj obie prędkości v1

i v2 są równe prędkości królewskiego smoka vd. Zatem, trzecia skła-

dowa (dla m = 3) jest najprostsza i razem z towarzyszącą jej wagą

przyjmują postacie:

〈v1 v2〉3 (∆t)
def.= v2d, w3

def.=
td −∆t
ttot −∆t

. (17)

Dokładniej, prędkości v1 oraz v2 leżą (odpowiednio) wewnątrz prze-

działu definiującego czas trwania zdarzenia superekstremalnego [tL, tL+

td], bądź też prędkość v2 lokuje się na jego prawym brzegu.
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(4) Teraz, prędkość v1 jest równa prędkości vd królewskiego smoka, na-

tomiast prędkość v2 jest położona za nim. Zatem, czwarta składowa

(dla m = 4) i odpowiadająca jej waga wynoszą:

〈v1 v2〉4 (∆t)
def.=
1
∆t

tL+td
∑

t′=tL+td−∆t+dt

vd v(t′) = vd 〈v〉R ,

w4
def.=

∆t
ttot −∆t

, (18)

dotycząc drugiej sytuacji krzyżowej. Dokładniej, dla tej sytuacji pręd-

kość v1 leży wewnątrz badź też na prawym brzegu przedziału czasu

[tL + td − ∆t, tL + td] wyznaczającego czas trwania zdarzenia ekstre-
malnego. Natomiast, prędkość v2 jest umieszczona wewnątrz lub na

prawym brzegu przedziału czasu [tL + td, tL + td +∆t].

(5) Wreszcie, dla piątej składowej (m = 5) obie prędkości v1 i v2 są po-

łożne za królewskim smokiem. Zatem, składowa ta oraz odpowiada-

jąca jej waga wynoszą:

〈v1 v2〉5 (∆t)
def.=

1
tR −∆t

ttot−∆t
∑

t′=ttot−tR+dt

v(t′) v(t′ +∆t),

w5
def.=
tR −∆t
ttot −∆t

, (19)

stanowiąc analogię do sytuacji opisanej w punkcie (1). Ujmując rzecz

bardziej szczegółowo, sytuacja ta jest określona przez prędkości v1 i

v2 położone wewnątrz przedziału czasu [ttot − tR, ttot] niezawierającego
królewskiego smoka, przy czym prędkość v2 może być także liczona w

chwili ttot.

Teraz możemy już wyznaczyć estymator zawierający wszystkie powyżej

obliczone składowe, czyli wyznaczyć pełny, poszukiwany wpływ zdarzenia
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superekstremalnego na autokowariancję prędkości

Cd(∆t) = 〈v1 v2〉 − 〈v1〉 〈v2〉

=
γL −∆t/ttot
1−∆t/ttot

〈v1 v2〉1 (∆t) +
γR −∆t/ttot
1−∆t/ttot

〈v1 v2〉5 (∆t)

+
∆t/ttot
1−∆t/ttot

(〈v〉L + 〈v〉R) vd +
γd −∆t/ttot
1−∆t/ttot

v2d

− 1
(1−∆t/ttot)2

[γL 〈v〉L + (γR −∆t/ttot) 〈v〉R + γdvd]×

× [(γL −∆t/ttot) 〈v〉L + γR 〈v〉R + γdvd] , (20)

gdzie wprowadziliśmy jawną zależność Cd od czasu ∆t (którą dalej bę-

dziemy utrzymywać); oprócz tego wprowadziliśmy następujące, użyteczne

parametry γL
def.= tL/ttot, γR

def.= tR/ttot i γd
def.= td/ttot, definiujące ułamki

czasu trwania procesu, odpowiednio, na lewo i na prawo od królewskiego

smoka oraz trwania jego samego ponadto, skorzystaliśmy z definicji

〈v1〉 def.=
1

ttot −∆t





tL
∑

t′=dt

v(t′) + tdvd +
ttot−∆t
∑

t′=ttot−tR+dt

v(t′)





=
1

ttot −∆t
[tL 〈v〉L + (tR −∆t) 〈v〉R + tdvd] ,

〈v2〉 def.=
1

ttot −∆t





tL
∑

t′=∆t+dt

v(t′) + tdvd +
ttot
∑

t′=ttot−tR+dt

v(t′)





=
1

ttot −∆t
[(tL −∆t) 〈v〉L + tR 〈v〉R + tdvd] , (21)

tutaj 〈v〉L and 〈v〉R są średnimi prędkościami po częściach szeregu czaso-
wego, odpowiednio, na lewo i na prawo od królewskiego smoka. W dalszym

ciągu (dla uproszczenia metodologii) kładziemy te prędkości równe zeru ze

względu na brak dryfu w układzie przed wystąpieniem zdarzenia superek-

stremalnego i po jego ustaniu. W świecie realnym może to być usprawiedli-

wione jedynie dla danych o wysokiej częstotliwości, czyli dla właśnie takich
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z jakimi tutaj mamy do czynienia. Oznacza to, że definicje (21) uprasz-

czają się do postaci

〈v1〉 = 〈v2〉 =
γd

1−∆t/ttot
vd. (22)

Dodajmy też, że uwzględnienie dryfu na lewo i na prawo od królewskiego

smoka jest stosunkowo łatwe, prowadząc jedynie do większej komplikacji

wzorów.

Ponieważ zajmujemy się układem pozbawionym dryfu na lewo i na prawo

od królewskiego smoka, dlatego wyrażenie (20) można uprościć do postaci

Cd(∆t) =
γL −∆t/ttot
1−∆t/ttot

〈v1 v2〉1 (∆t) +
γR −∆t/ttot
1−∆t/ttot

〈v1 v2〉5 (∆t)

+

[

γd
1−∆t/ttot

(

1− γd
1−∆t/ttot

)

− ∆t/ttot
1−∆t/ttot

]

v2d. (23)

Jak widać, niestacjonarna kowariancja prędkości Cd(∆t) zależy w ogól-

ności nie tylko od zmiennej względnej ∆t/ttot ale również od parametrów

γL, γR, γd. Stąd można twierdzić, że zależy ona także od położenia zdarze-

nia superekstremalnego wewnątrz analizowanego szerergu czasowego. Na-

tomiast funkcja ta nie zależy od znaku prędkości królewskiego smoka a je-

dynie od jej wielkości absolutnej. Co więcej, pochodzenie zdarzenia ekstre-

malnego nie odgrywa w tej analizie żadnej roli, czyli otrzymaliśmy wzór,

który jest wystarczająco ogólny, słuszny dla dowolnego błądzenia

losowego a nie tylko dla procesu WM-CTRW.

Dla wystarczająco szerokiego okna czasowego ∆tMAX ale przy warunku, że

∆tMAX/ttot � 1, funkcja Cd(∆t) upraszcza się dalej do postaci

Cd(∆t) =

[

γd
1−∆t/ttot

(

1− γd
1−∆t/ttot

)

− ∆t/ttot
1−∆t/ttot

]

v2d. (24)
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Gdy tylko długotrwałe zdarzenie superekstremalne jest obecne w danym

szeregu czasowym, funkcja Cd(∆t) nie znika pomimo, że oba estymatory

〈v1 v2〉1 (∆t) and 〈v1 v2〉5 (∆t) mogą (fluktuując) asymptotycznie zanikać.
Oczywiście formuła (24) przybiera wtedy jeszcze prostszą postać

Cd(∆t) = γd(1− γd)v2d (25)

o ile jest spełniona silna ale usprawiedliwiona nierówność

∆tMAX
ttot

� min(γL, γR, γd (1− γd)). (26)

Zakładając, że błądzenia losowe przed i po królewskim smoku są staty-

stycznie identyczne (co nie wyklucza tego, że ich pojedyncze trajektorie

mogą się znacznie różnić wyglądem) otrzymujemy, z dokładnością do nie-

usuwalnych fluktuacji, że 〈v1 v2〉1 (∆t) = 〈v1 v2〉5 (∆t) = C(∆t). Umożliwia
to przekształcenie wyrażenia (23) do prostszej postaci

Cd(∆t) =
1− γd − 2∆t/ttot
1−∆t/ttot

C(∆t)

+

[

γd
1−∆t/ttot

(

1− γd
1−∆t/ttot

)

− ∆t/ttot
1−∆t/ttot

]

v2d, (27)

stanowiącej naszą referencyjną, poszukiwaną relację pomiędzy

Cd(∆t) a C(∆t). Zauważmy, że powyższa formuła nie zależy od kon-

kretnego usytuowania królewskiego smoka wewnątrz szeregu cza-

sowego w przeciwieństwie do wyrażenia (23) (analogiczną własność po-

siada również formuła (25) wynikająca także z powyższego wzoru).

Zasadnicza różnica pomiędzy C(∆t) i Cd(∆t) polega na tym, że ta pierw-

sza asymptotycznie znika, podczas gdy ta druga nie znika. Zatem można

powiedzieć, że w zaistniałej sytuacji w układzie pojawiło się jakieś upo-
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rządkowanie dalekiego zasięgu, tutaj wprowadzone przez zdarzenie superek-

stremalne.

Wspomniana różnica dostarcza narzędzia pozwalającego odróżnić np. po-

tęgową relaksację spowodowaną istnieniem zdarzeń ekstremalnych czyli

czarnych łabędzi od relaksacji wywołanej przez zdarzenia superekstre-

malne czyli królewskie smoki. Podkreślmy, że nasza formuła referencyjna

(27) może pełnić taką rolę nawet dla sytuacji bardziej złożonych.

Przy okazji (w ramach tych samych upraszczających założeń) można wy-

znaczyć 〈v21〉 i 〈v22〉, analogicznie jak 〈v1〉 i 〈v2〉, a stąd wariancje V ar(vj)
def.=

〈

v2j
〉

− 〈vj〉2 , j = 1, 2. W wyniku otrzymujemy

V ar(∆t) = V ar(v1) = V ar(v2)

=



1− γd
1− ∆t

ttot







V ar0(v) +
γd
1− ∆t

ttot

v2d



 , (28)

gdzie V ar0(v) = V arL(v) = V arR(v) jest wariancją prędkości procesu

pozbawionego zdarzenia superekstremalnego, przy czym V arL(v) i V arR(v)

są wariancjami prędkości procesu, odpowiednion, przed wystąpieniem i po

wystąpieniu zdarzenia superekstremalnego; innymi słowy, przyjęliśmy, że

〈v2〉L = 〈v2〉R.
Ze wzorów (27) i (28) określających, odpowiednio, autokowariancję i wa-

riancję procesu zawierajacego zdarzenie superekstremalne, wynika natych-

miast, że funkcja autokorelacji prędkości procesu stochastycznego V AF def.=

Cd(∆t)/V ar(∆t) jest zależna jedynie od zmiennej ∆t co oznacza, że proces

stał się stacjonarny (jest to tzw. słaba stacjonarność). Oczywiście, V AF (∆t)

jest określona przez trzy parametry14, γd, ttot i vd, podobnie jak Cd(∆t) ale,

ze względu na prostszą postać tej drugiej, będziemy w dalszym ciągu roz-

14Nie bierzemy tutaj pod uwagę zupełnie innych parametrów określających C(∆t).
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ważać autokowariancję a nie funkcję autokorelacji.

Jeżeli spełnione jest założenie (26), możliwe jest uproszczenie wyrażenia

(27) do postaci

Cd(∆t) = (1− γd)
[

C(∆t) + γd v2d
]

. (29)

Wyrażenie to zależy m.in. od dwóch parametrów γd i vd całkowicie charak-

teryzujących zdarzenie superekstremalne. Parametry te można odczytać z

początkowej i asymptotycznej wartości funkcji Cd(∆t).

Podobnie rzecz się ma ze wzorem (28), który przechodzi w następujący

V ar(∆t) = (1− γd)
(

V ar0(v) + γdv2d
)

, (30)

gdzie teraz wariancja V ar(∆t) jest już niezależna od ∆t, nie zmieniając

tym samym kształtu funkcji autokorelacji w stosunku do kształtu auto-

kowariancji. Wskazuje to raz jeszcze na możliwość używania w naszych

rozważaniach autokowariancji prędkości procesu a nie koniecznie funkcji

autokorelacji prędkości V AF .

6.2 Przypadek zdarzenia superekstremalnego typu

szoku

Aby zbadać sytuację w której zdarzenie superekstremalne typu szoku poja-

wiło się wewnątrz danego szeregu czasowego (patrz przypadek (b) zdefinio-

wany w rozdz. 4), musimy zamienić założenie (2) przedstawione w rozdz.

6.1 przez następujące

td = dt. (31)
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Jak widać, czas trwania zdarzenia superekstremalnego jest tak krótki jak

to jest tylko możliwe równając się czasowi trwania pojedynczego kroku dys-

kretyzacji czasu dt. Powyższe założenie wymaga modyfikacji składowych

(2) i (4) w wyrazeniu (14). Mianowicie, składowe te wraz z odpowiadają-

cymi im wagami zamieniane są przez poniższe

〈v1v2〉2
def.= vL vd, w1 =

dt

ttot −∆t
,

i

〈v1v2〉4
def.= vd vR, w2 =

dt

ttot −∆t
.

Co więcej, zamiast składowej (3) podstawiamy

〈v1v2〉3 , w3 =
∆t− dt
ttot −∆t

, (32)

gdzie prędkości v1 = vL i v2 = vR są ulokowane odpowiednio przed i za

szokiem. Stąd, nowa formuła na Cd(∆t) przybiera postać

Cd(∆t) = [(tL −∆t) 〈v1 v2〉1 (∆t) + dt vLvd + (∆t− dt) 〈v1 v2〉3 (∆t) + dt vdvR

+ (tR −∆t) 〈v1 v2〉5 (∆t)]
1

ttot −∆t
− [tL 〈v〉L + dt vd + (tR −∆t) 〈v〉R] [(tL −∆t) 〈v〉L + dt vd + tR 〈v〉R]

× 1
(ttot −∆t)2

. (33)

Analogicznie jak dla przypadku długotrwałego zdarzenia superekstremal-

nego przyjmujemy15, że 〈v1 v2〉1 (∆t) = 〈v1 v2〉3 (∆t) = 〈v1 v2〉5 (∆t) =
C(∆t) co w przypadku nieobecności dryfu w układzie prowadzi do uprosz-

15Z założenia tego można by zrezygnować ale wtedy wzrośnie stopień komplikacji
dalszych wzorów.
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czonej postaci równania (33)

Cd(∆t) =
ttot −∆t− 2dt
ttot −∆t

C(∆t) +
(vL + vR)Xd
ttot −∆t

−
(

Xd
ttot −∆t

)2

, (34)

gdzie Xd = dt vd jest wielkością szoku. Zauważmy, że vL i vR są prędko-

ściami chwilowymi rozdzielonymi przedziałem czasu 2∆t. Z definicji kroku

czasowego dt otrzymujemy natychmiast, że dt � ttot − ∆t; stąd, równanie
(34) można dalej uprościć

Cd(∆t) = C(∆t) + (vL + vR)
Xd
ttot

1
1−∆t/ttot

+
(

Xd
ttot

)2
(

1
1−∆t/ttot

)2

,

(35)

do naszej drugiej podstawowej formuły. Równanie to będzie w dalszym

ciągu przekształcane w rozdz. 7 prowadząc do tego, że dyspersja autoko-

wariancji Cd(∆t) będzie wyrażona przez zależną od czasu dyspersję suma-

rycznej prędkości vL + vR. W ten sposób uzyskamy autokowariancję Cd(∆t)

w postaci odpowiedniej obwiedni. Ułatwi to dopasowanie Cd(∆t) do wyni-

ków symulacji.

Przy okazji zauważmy, że wariancja prędkości procesu przyjmuje w tym

przypadku postać

V ar(∆t) =
1

1−∆t/ttot
V ar0(v) + vd

Xd
ttot

1
1−∆t/ttot

. (36)

Z wyrażeń (35) i (36) wynika bezpośrednio, że V AF zależy jedynie od

zmiennej ∆t co oznacza, podobnie jak w poprzednim przypadku (długo-

trwałego zdarzenia superekstremalnego), że mamy tutaj do czynienia rów-

nież z sytuacją stacjonarną (także w słabym sensie). Zatem podobnie jak w

poprzednim przypadku, będziemy dla prostoty wykorzystywać formułę (35)
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a nie bardziej skomplikowaną dla V AF .
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7 Algorytm i otrzymane wyniki

7.1 Dynamika stochastyczna

Dynamika stochastyczna jest w istocie rzeczy algorytmem umożliwiającym

symulowanie kolejnych, pojedynczych kroków procesu w ramach formali-

zmu WM-CTRW. Składa się ona z trzech następujących etapów:

(i) najpierw losowany jest, w danym pojedynczym kroku błądzenia, in-

deks j z rozkładu (3),

(ii) następnie można już wykorzystać równanie stochastyczne określające

czas trwania t tego kroku

t = −τ0τ j ln(1− R), (37)

gdzie R ∈ [0, 1[ jest liczbą przypadkową generowaną z rozkładu jedno-
rodnego określonego na przedziale jednostkowym; zauważmy, że (37)

jest równoważne (6),

(iii) przemieszczenie w pojedynczym kroku jest wyznaczone za pomocą

poniższego równania stochastycznego

x(t) = ξ v0 vjt; (38)

zmienna losowa ξ opisuje szum dychotomiczny (tzn. ξ = +1 albo −1
z jednakowym prawdopodobieństwem 1/2) oraz x(t) def.= X(t′)−X(t′−
t), gdzie t′ jest czasem bieżącym (a nie przedziałem czasu jak t).

W ten sposób udało nam się skonstruować pojedynczą trajektorię procesu

błądzenia losowego w czasie ciągłym. Oczywiście, τ0, τ i v0, v są steruja-

cymi parametrami wejściowymi (zostały one ustalone przed rozpoczęciem

43



Algorytm i otrzymane wyniki

N a r o d o w y  B a n k  P o l s k i44

7

symulacji). W dalszym ciągu przyjmujemy dla uproszczenia, że parametry

kalibrujące τ0 = 1 i v0 = 1.

Jak widać, powyższa trajektoria została zbudowana w ramach niestacjo-

narnej wersji formalizmu CTRW, gdzie pierwszy krok błądzenie nie jest

wyróżniony [22, 32, 33], tzn. WTD dla pierwszego skoku ma taką samą

postać jak dla pozostałych kroków. Właśnie, w ramach formalizmu WM-

CTRW ma miejsce osobne traktowanie WTD dla pierwszego kroku16 [33].

Na szczęście, V AF wyprowadzona w ramach formalizmu WM-CTRW umoż-

liwia porównanie jej przewidywań z wynikami symulacji. Jest to możliwe

dzięki temu, że przy jej konstruowaniu wykorzystuje się średnią ruchomą,

która z definicji uśrednia po warunkach początkowych stacjonaryzując

V AF . Opisany powyżej algorytm został wykorzystany w rozdz. 7.2. Wła-

śnie uzyskana dzięki temu trajektoria była przerywana zarówno przez dłu-

gotrwałe zdarzenie superekstremalne jak też (osobno) przez zdarzenie su-

perekstremalne typu szoku. Sposób przygotowania długotrwałego zdarzenia

superekstremalnego wymaga nieco więcej wyjaśnień.

7.1.1 Konstrukcja długotrwałych zdarzeń superekstremalnych

Dynamika stochastyczna zdefiniowana równaniami (37) i (38) jest trójwy-

miarowa, tzn. jest sterowana za pomocą poziomu struktury hierarchicz-

nej j, liczby losowej R oraz zmiennej dychotomicznej ξ, przy czym tylko

pierwsze dwie zmienne są odpowiedzialne za wielkość pojedynczego kroku

błądzenia. Jednak w przypadku generowania długotrwałych zdarzeń super-

16Można wykazać, ze nawet w takim przypadku błądzenie losowe ma ogólniejszy cha-
rakter niż persystentny, fraktalny ruch Browna [53] wprowadzony przez Mandelbrota i
van Nessa. Jest tak dlatego, że otrzymany propagator może mieć postać niegaussowską
dla 1/β > 1/α.
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ekstremalnych wykorzystujemy uproszczoną dynamikę stochastyczną17. W

tym celu zastępujemy równanie (37) prostszym

t = td = v0 τ jd. (39)

Jak widać, wielkość długotrwałego królewskiego smoka jest kontrolowana

teraz tylko przez jedną zmienną, a mianowicie j = jd, gdyż prędkość tego

zdarzenia vd = v0 vjd, czas jego trwania td = τ0 τ jd oraz jego przemieszcze-

nie xd = ξ b0 bjd , gdzie b0 = v0 τ0 oraz b = v τ .

Inaczej mówiąc, proces stochastyczny zdefiniowany równaniami (39) i (38)

jest procesem uproszczonym. Jest on dyskretny w czasie a stąd i w prze-

strzeni, gdyż

x(t) = xd = ξ v0 τ0 vjd τ jd = ξ b0 bjd . (40)

Jeżeli index jd został ustalony, to automatycznie czas międzytransakcyjny

jest także ustalony. Jest on równy średniemu czasowi definiującemu rozkład

wykładniczy dany wyrażeniem (37), czy równoważnie przez (6).

Jak widać mamy tutaj do czynienia z dwoma rodzajami procesów stocha-

stycznych. Pierwszym, który leży u podstawy formalizmu WM-CTRW,

czyli u podstawy czasoprzestrzennej hierarchii zdarzeń losowych i drugi

proces, który generuje długotrwałe zdarzenia ekstremalne z uproszczonej,

także hierarchicznej ale dyskretnej dynamiki stochastycznej. Ten drugi pro-

ces charakteryzuje się zarówno brakiem fluktuacji pojedynczych przemiesz-

czeń jak też czasów międzytransakcyjnych. Faktycznie, proces ten został

wykorzystany w rozdz. 7.1.2 do wyjaśnienia definicji czarnych łabędzi.

17Dynamik stochastycznych umożliwiających generowanie długotrwałych zdarzeń su-
perekstremalnych można zaproponować wiele - my zdecydowaliśmy sie na taką, która
pozwoli przy okazji krótko objaśnić także sens i rolę czarnych łabędzi.
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Teraz jesteśmy już w stanie skonstruować długotrwałe królewskie smoki do-

brze widoczne na tle reszty zdarzeń (a w tym na tle czarnych łabędzi) na-

leżących do stochastycznej, czasoprzestrzennej hierarchii zdarzeń losowych.

Mianowicie, wystarczy po prostu wybrać (a nie wylosować) index jd dużo

większy od maksymalnego poziomu j = jMAX definiującego najdłuższe po-

jedyncze przemieszczenie w ramach wysymulowanej trajektorii. Właśnie ta

prostota generowania długotrwałych zdarzen superekstremalnych była jed-

nym z ważniejszych powodów wyboru przedstawionego powyżej podejścia.

7.1.2 Hierarchiczne błądzenie losowe a zdarzenia ekstremalne

W niniejszym rozdziale pokazujemy, że (w istocie rzeczy) to czarne łabę-

dzie rządzą hierarchicznym błądzeniem losowym. W tym celu zauważmy, że

stosunek wag

w(j + 1)
w(j)

=
1
N

(41)

jest niezależny od indeksu j. Oznacza to, że (średnio rzecz biorąc) prze-

mieszczenie o numerze indeksu j + 1 jest N razy mniej prawdopodobne od

przemieszczenia o wcześniejszym numerze indeksu j. Czyli zanim wystąpi

to pierwsze przemieszczenie (o indeksie j + 1), pojawi się N tych drugich (o

indeksie j).

Powyższe rozważnia zilustrowano na rysunku 6 w postaci czasoprzestrzen-

nej trajektorii składającej się z hierarchicznie (narastająco) uporządkowa-

nych kroków (τ j , bj), j = 0, 1, 2. Dla większej poglądowości zaniedbano

tutaj (na mocy prawa wielkich liczb Bernoulliego) zarówno fluktuacje wiel-

kości kroków jak też ich kolejności. Zatem, dokonaliśmy tutaj transformacji

od hierarchii stochastycznej do odpowiadającej jej hierarchii determini-
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Rysunek 6: Schematyczna trajektoria hierarchicznie uporządkowanych
kroków (τ j , bj), dla prostoty, dla N = 3 i jMAX = 2 oraz jednostkowych
wartościach parametrów kalibrujących τ0 = 1 i b0 = 1. Oczywiście, w
naszych obliczeniach przyjęliśmy jMAX � 1. Zatem zdarzenie ekstremalne,
czyli czarny łabędź, jest zdefiniowany w postaci pary (τ jMAX , bjMAX j).

stycznej przyjmując, że ich wymiary fraktalne (samopodobieństwa) są takie

same. Takie podejście ułatwi nam wyjaśnienie definicji czarnego łabędzia.

Korzystając z rysunku 6 można łatwo wyprowadzić relacje pomiędzy wiel-

kością trajektorii a indeksem jMAX charakteryzującym rozmiar zawartej

w tej trajektorii struktury hierarchicznej. To właśnie indeks jMAX defi-

niuje czarnego łabędzia po prostu w postaci pary (τ jMAX , bjMAX j). Dla

jMAX � 1, wielce charakterystyczną, najbardziej prawdopodobną wiel-
kość kwadratu (sumarycznego) przemieszczenia można przestawić w kilku

równoważnych postaciach

X2 = X2 (jMAX ; b0, b, N)
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≈ (b0)2
(

N jMAX (b2)0 +N jMAX−1 (b2)1 +N jMAX−2 (b2)2 + . . .+N0 (b2)jMAX
)

≈ (b0)2N jMAX
(b2/N)jMAX+1 − 1
b2/N − 1

≈ (b0)2










1
1−N/b2

(b2)jMAX , for b2/N > 1
1

1−b2/N
N jMAX , for b2/N < 1

(42)

lub

X2 ≈ (b0)2










(1−1/N)2/β

1−1/N2/β−1
L2/β , for β < 2

1−1/N
1−b2/N

L, for β > 2
(43)

jak też

X2 ≈











1
1−1/N2/β−1

(xMAX)2, for β < 2
1−1/N

1−N2/β−1
L, for β > 2

(44)

dzięki temu, że pojedyncze kroki są nieskorelowane, ich całkowita liczba

dana jest wzorem

L = L (jMAX ;N) ≈ N jMAX +N jMAX−1 +N jMAX−2 + . . .+N0

≈ 1
1− 1/N N

jMAX . (45)

a pojedyncze przemieszczenie czarnego łabędzia jest postaci xMAX = b0 bjMAX .

Marginalny przypadek β = 2 nie jest tutaj rozważany. Widać, że dla β < 2,

tzn. dla przypadku gdy X2 skaluje się z L zgodnie z prawem potęgowym

(tutaj o wykładniku 2/β) otrzymujemy, że X2 jest całkowicie określone

przez x2MAX , czyli przez kwadrat elementarnego przemieszczenia zdarze-

nia ekstremalnego. Jest to właśnie ten wynik o który nam chodziło.

Przy okazji zauważmy, że dla 1 < β < 2, funkcja autokorelacji VAF maleje
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potęgowo z L (dla dużych wartości L), tzn.

V AF (L) ∼ 1
L2(1−1/β)

. (46)

Tak więc, w przypadku β < 2, pod nieobecnośc zdarzeń superek-

stremalnych, światem błądzeń hierarchicznych rządzą zdarzenia

ekstremalne.

Zgodnie z oczekiwaniami, dla ruchów Browna (tzn. dla przypadku β >

2 i asymptotycznie dużej wartości jMAX w wyrażeniach (42), (43) i (44))

czynnik poprzedzający L w wyrażeniu (43) równa się, w zasadzie, temu

obecnemu w wyrażeniu (8). Pominięcie tutaj cyfry 2 wynika tylko z braku

fluktuacji międzytransakcyjnych przedziałów czasu.

Teraz jesteśmy już gotowi aby udzielić odpowiedzi na pytanie o rozkład

pojedynczych przemieszczeń | x |= b0 bj procesu. Odpowiedź wymaga
po prostu zamiany zmiennej j na | x | w rozkładzie w(j), który jest dany
wyrażeniem (3). Dzięki temu uzyskujemy pokrewny (unormowany) rozkład

w̃(| x |) ≈ 1
b0

β

(| x | /b0)β+1
, (47)

gdzie; | x |� b0; powyższa formuła jest, de facto, słuszna dla | x |� b0 (bo-
wiem wtedy zmienną j można traktować jak zmienną ciągłą). Jak wiadomo

[38, 28], potęgowy rozkład zdarzeń prowadzi do rozkładu Frécheta zdarzeń

ekstremalnych. Dla asymptotycznie dużych wartości argumentu rozkład ten

zachowuje wspomniane prawo potęgowe o tym samym wykładniku Pareto

ale dodatkowo pojawia się czynnik korekcyjny (do tego prawa skalowania)

zanikający potęgowo z wykładnikiem o 1 niższym. Zauważmy, że rozkład

(47) jest słuszny dla dowolnej wartości wykładnika β

Z wyrażeń (43) i (44) wypływają dwa ważne wnioski. Mianowicie, jeżeli
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rozmiar błądzenia losowego (tutaj, przykładowo, najbardziej prawdo-

podobna wartość kwadratu przemieszczenia) skaluje się z liczbą kroków

według jakiegoś prawa potęgowego, tzn. jeżeli mamy do czynienia

z jakimś fraktalnym (ułamkowym) błądzeniem losowym, wtedy

wspomniany rozmiar jest całkowicie wyznaczony przez wielkość

czarnego łabędzia. W przeciwnym razie dominują (standardowe) ruchy

Browna i nie obserwuje się jakiegokolwiek wpływu czarnych łabędzi.Wła-

śnie w taki sposób przejawia się progowy charakter wpływu czar-

nych łabędzi na struktury hierarchiczne.

Dodajmy teraz, że jeżeli z jakichkolwiek powodów pojawi się zda-

rzenie o indeksie jd znacznie większym od jMAX , wtedy możemy

powiedzieć, że w układzie pojawił się długotrwały królewski smok.

Do zagadnienia występowania zdarzeń superekstremalnych przechodzimy w

kolejnym rozdziale.

7.2 Porównanie przewidywań formalizmu teoretycz-

nego z wynikami symulacji

W niniejszym rozdziale rozważamy, dla przykładu, bazowe błądzenie losowe

w postaci fraktalnego ruchu Browna. Oznacza to, że rozważamy wybrany

obszar dyfuzyjnego diagramu fazowego zdefiniowany np. za pomocą wy-

kładnika 1/β jedynie trochę mniejszego od 1/α. Zauważmy, ze nierówność

1/β < 1/α jest równoważna v < 1, co oznacza, że prędkość błądzenia lo-

sowego maleje z indeksem j (poziomem czasoprzestrzennej hierarchii). W

takim przypadku każdy skończony moment sumarycznego (wielokrokowego)

przemieszczenia jest, dla skończonego czasu, ograniczony [33, 34]. Taki wy-

bór jest motywowany tym, że w rzeczywistości każdy tego typu moment

zbudowany na skończonym (w czasie) szeregu czasowym jest zawsze ograni-
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czony. Inne wybory, dotyczące innych faz dyfuzyjnych są także warte zba-

dania.

Dodajmy, że zdarzenia superekstremalne zostały przez nas włożone ręcznie

do wnętrza szeregu czasowego w taki sposób aby spełniona była konieczna

nierówność ∆tMAX � tL, tR. Dlatego jesteśmy zmuszeni traktować te zda-
rzenia jak endogeniczne.

7.2.1 Wyniki dla długotrwałego zdarzenia superekstremalnego

Rozważamy przypadek, gdy czynnik stojący przed v2d w równaniu (27)

jest dodatni. Oznacza to, że mamy do czynienia z nierównością ∆t
ttot
<

γd
(

1− γd
1−∆t/ttot

)

, tylko trochę mocniejszą od ∆t
td
< 1, potrzebną przecież

do wyprowadzenia naszego wyrażenia na Cd(∆t) w obecności długotrwa-

łego królewskiego smoka.

W zbiorczej tabeli 1 przedstawiono nieunormowane statystyki poziomów

czasoprzestrzennej hierarchii, S(j), (w postaci odwróconych piramid) in-

deksowanych za pomocą j = 0, 1, 2, . . . , 12. Otrzymano je w ramach pro-

cesu WM-CTRW dla czterech trajektorii o jednakowych wartościach para-

metrów sterujących τ0 = 1, τ = 2, 520, v0 = 1, v = 0, 992 i N = 4 oraz

b0 = v0 τ0 = 1, b = v τ = 2, 50. Na przykład, na przecięciu wiersza numero-

wanego indeksem j = 3 oraz drugiej kolumny umieszczona jest liczba (tutaj

równa 809231) mówiąca ile razy zdarzenie o indeksie j = 3 pojawiło się w

symulowanej trajektorii.

Zauważmy, że każda trajektoria zawiera tylko jednego długotrwałego kró-

lewskiego smoka. Kolejne trajektorie (kolumny od drugiej do piątej) zawie-

rają coraz większego królewskiego smoka zdefiniowanego, odpowiednio, za

pomocą rosnącej wartości jd = 13, 15, 17, 19. Liczby te są, oczywiście więk-

sze od maksymalnej wartości indeksu j = 12, będącego wspólnym wierz-
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Tablica 1: Cztery nieunormowane statystyki S(j) (odwrócone piramidy)
hierarchii poziomów (indeksów) j dla czterech zdarzeń superekstremalnych
o różnej wielkości jd.
Poziom j S(j): jd = 13 S(j): jd = 15 S(j): jd = 17 S(j): jd = 19
0 51763445 51439530 49410801 36182538
1 12948042 12866869 12360063 9049915
2 3234819 3214452 3087567 2260332
3 809231 804047 772246 565401
4 202591 201289 193303 141499
5 50583 50521 48326 35374
6 12773 12704 12211 8895
7 3162 3141 3012 2212
8 811 801 765 565
9 192 191 181 128
10 48 47 43 29
11 6 6 6 4
12 5 5 4 3
13 1 0 0 0
14 0 0 0 0
15 0 1 0 0
16 0 0 0 0
17 0 0 1 0
18 0 0 0 0
19 0 0 0 1

chołkiem wszystkich piramid. Za pomocą pogrubionych jedynek, umiesz-

czonych pojedynczo w każdej kolumnie od drugiej do piątej powyżej wier-

sza o indeksie j = 12, oznaczono długotrwałe królewskie smoki. Jak widać,

oddalają się one od wspólnego wierzchołka piramid, co wynika z ich wzra-

stającej wielkości. Dodajmy jeszcze, że czas trwania, td, jakiegokolwiek spo-

śród tych zdarzeń superekstremalnych wynosi τ jd zamiast −τ jd ln(1 − R).
W ten sposób pozbywamy się niekontrolowanej liczby losowej R, czyniąc

czas trwania określony jedynie za pomocą jednej zmiennej jd (patrz rozdz.

7.1.1). Odpowiada to, po prostu, przejściu od losowego do średniego czasu
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trwania królewskiego smoka.

Podkreślmy, że ta część każdej trajektorii, jaka znajduje się na lewo od dłu-

gotrwałego królewskiego smoka jest taka sama dla wszystkich trajektorii.

Co więcej, całkowita długość każdej z trajektorii, ttot, jest także taka sama.

Zatem, przedział czasu tR szeregu czasowego znajdującego się za długo-

trwałym królewskim smokiem maleje odpowiednio ze wzrostem td. Przeja-

wia się to w postaci malejącej statystyki poziomów S(j). Na przykład, w

wierszu indeksowanym j = 9, w kolumnach od drugiej do piątej, znajdują

się liczby malejące 192, 191, 181, 128; podobnie rzecz się ma z pozostałymi

wierszami tabeli.

Na rysunku 7 porównano przewidywania formuły (27) (cienkie, ciągłe linie)

z wynikami symulacji (grube ciągłe linie) dla czterech wartości td a mia-

nowicie td/∆tMAX = 1, 653; 10, 496; 66, 651; 423, 263, które odnoszą się,

odpowiednio, do jd = 13, 15, 17, 19. Zwróćmy uwagę, że chwilowe okno

czasowe ∆t rozciąga się od ∆t = dt do ∆t = ∆tMAX = 105 dt z krokiem

dyskretyzacji dt = 1, przy czym całkowita długość szeregu czasowego z jaką

mamy tutaj do czynienia jest ustalona i wynosi ttot = 1400∆tMAX, będąc

jednakową dla wszystkich czterech statystyk S(j) przedstawionych w tabeli

1.

Odchylenie krzywych (zarówno teoretycznych jak i pochodzących z symu-

lacji) na rysunku 7 ku górze (pozytywne) jest bezpośrednim skutkiem po-

jawienia się długotrwałego zdarzenia superekstremalnego. Według naszych

oczekiwań, zgodność pomiędzy przewidywaniami teoretycznymi (formuła

(27)) a wynikami symulacji (przedstawiona na tym rysunku) jest tym lep-

sza im bardziej długotrwale jest to zdarzenie, czyli im wyżej lokuje się td

w stosunku do wierzchołka hierarchii czasoprzestrzennych przedstawionych

w tabeli 1 (patrz lokalizacja pogrubionej jedynki). Innymi słowy, krzywe
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Rysunek 7: Porównanie przewidywań formuły (27) (cienkie, ciągłe linie)
z wynikami statystycznych symulacji numerycznych (ciągłe, grube li-
nie) dla czterech różnych wartości stosunku charakterystycznych czasów
td/∆tMAX = 1, 653; 10, 496; 66, 651; 423, 263 [×105], które odnoszą się,
odpowiednio, do jd = 13, 15, 17, 19. Linie przerywaną otrzymano na pod-
stawie wzoru (11), czyli pod nieobecność królewskiego smoka. Wszystkie
krzywe były wyznaczone dla tych samych wartości parametrów sterujących
τ = 2.52, v = 0.992 oraz N = 4. Zwróćmy uwagę, że przewidywania
teoretyczne dla jd = 17 i 19 są prawie nierozróżnialne (w ramach zdolności
rozdzielczej wykresu) od odpowiadających im wyników symulacji, w ca-
łym dostępnym przedziale czasu dt � ∆t � ∆tMAX . Jak widać, obecność
długotrwałego królewskiego smoka odchyla krzywe od linii prostej (w skali
log− log) tym bardziej im bardziej długotrwałe jest zdarzenie superekstre-
malne.

teoretyczne zdefiniowane za pomocą jd mniejszych od 19 stosunkowo nie-

znacznie różnią się od swoich empirycznych odpowiedników. Oczywiście,

wielkość C(∆t) sterowana jedynie obecnością czarnych łabędzi (czyli pod

nieobecność królewskiego smoka), dana wyrażeniem (11), została również

przedstawiona na rysunku 7 (w postaci lini przerywanej) jako wynik odnie-

sienia (referencyjny).
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7.2.2 Wyniki dla zdarzenia superekstremalnego typu szoku

Na rysunku 8 przedstawiono wyniki symulacji funkcji autokorelacji Cd(∆t)

dla trzech różnych wartości szoku Xd/XMAX = 1.90; 11.3; 24.4, gdzie

XMAX jest maksymalną przestrzenną wartością przemieszczenia w poje-

dynczym kroku błądzenia losowego, należącą do symulowanej czasoprze-

strzennej hierarchii, niezawierającej zdarzenia superekstremalnego.
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Rysunek 8: Porównanie przewidywań formuły (48) (linie: kropkowane,
przerywane kropkami oraz szare ciągłe) z wynikami symulacji (odpowiednie
obszary o różnym stopniu szarości ulokowane pomiędzy wspomnianymi li-
niami) oznaczone dodatkowo (odpowiednio) literami a, b, oraz c dla trzech
różnych wartości skoku Xd = 0.41, 2.44, 5.26 [×106]. Czarna linia ciągła
jest przewidywaniem wynikającym z formuły (11), czyli pod nieobecność
zdarzenia superekstremalnego w postaci szoku. Odpowiadający tej linii
wynik uzyskany na drodze symulacji jest przedstawiony za pomoca naj-
bardziej wewnętrznego, ciemnego, rozszerzającego się obszaru. Podobnie
jak dla długotrwałego zdarzenia superekstremalnego, wszystkie krzywe
otrzymano dla wspólnych wartości parametrów τ = 2, 52; v = 0, 992 and
N = 4.

Należy zauważyć, że wszystkie rozważane tutaj szoki mają charakter eg-

zogeniczny, gdyż wzięto je spoza czasoprzestrzennej hierarchii szeregów

czasowych. Symulowane szeregi czasowe mają, podobnie jak w poprzed-
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nim przypadku, długość ttot = 1400∆tMAX i są identyczne za wyjątkiem

samego szoku.

Uderzającą cechą symulowanych funkcji autokorelacji prędkości jest ich

rozrzut sugerujący pojawienie się jakiejś niestabilności. Dlatego wygodnym

uproszczeniem jest zmodyfikowanie formuły (35) tak aby mieć do czynienia

jedynie z obwiednią tego rozrzutu. Tego typu formułę można uzyskać np.

poprzez zamianę sumy prędkości chwilowych vL + vR występującej w tej

formule na jej dyspersję σ =
√

〈(vL + vR)2〉 =
√
2
√

σ2v + C(2∆t), gdzie

σ2v = 〈v2L〉 = 〈v2R〉 ponieważ założyliśmy upraszczająco, że szok nie zmienia
charakteru błądzenia losowego ani przed ani za szokiem.

Opracowana przez nas metodologia umożliwia także bardziej realistyczne

podejście, gdy np. dyspersja empiryczna jest jedynie ułamkiem zdefinio-

wanej powyżej dyspersji σ. Zatem, w dalszym ciągu proponujemy bardziej

elastyczną formułę postaci

Cd(∆t) = C(∆t)±
√
2σf

Xd
ttot −∆t

−
(

Xd
ttot −∆t

)2

, (48)

gdzie σf
def.=
√

fσ2v + C(2∆t), przy czym czynnik fenomenologiczny 0 < f �
1, jest wspólny dla wszystkich trajektorii. Właśnie porównanie przewidy-

wań tej formuły z wynikami odpowiadających im symulacji przedstawiono

na rysunku 8. Widoczne są jedynie niewielkie różnice dla przyjętej (naj-

lepszej) wartości f = 0.30 pomimo, że rozproszenie danych empirycznych

rośnie ze wzrostem stosunku Xd/ttot. Zasadniczym powodem zauważalnych

odstępstw przewidywań teoretycznych od wyników symulacji jest pojawie-

nie się spontanicznego trendu, będącego artefaktem wynikającym z istnie-

nia fluktuacji oraz ze skończonej długości analizowanego szeregu czasowego.
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Zauważmy, że jest możliwe dalsze uproszczanie wyrażenia (48) do postaci

Cd(∆t) = C(∆t)±
√
2σf
Xd
ttot
−
(

Xd
ttot

)2

, (49)

o ile spełniona byłaby silna ale usprawiedliwiona nierówność ∆tMAX/ttot �
1.
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8 Wnioski i krótkie podsumowanie

W niniejszym Raporcie przedstawiliśmy oryginalną metodologię oraz wstępne

wyniki badań uzyskane na drodze analitycznej oraz symulacji komputero-

wych zależnej od czasu autokowariancji prędkości procesu stochastycznego,

charakteryzującej (jak wiadomo) statystyki drugorzędowe. Statystyki te są

szczególnie wrażliwe na obecność różnorakich fluktuacji, dysypacji i korela-

cji w układzie. Zbadaliśmy:

(1) na drodze analitycznej wpływ dwóch charakterystycznych rodzajów

zdarzeń superekstremalnych, czyli długotrwałego królewskiego smoka

oraz królewskiego smoka w postaci szoku, na zależną od czasu auto-

kowariancję prędkości bazowego procesu stochastycznego; przy czym

na tym etapie zakładaliśmy jedynie, że proces bazowy jest stacjo-

narny w sensie słabym [19] (natomiast o ergodycznosci procesu sto-

chastycznego niczego nie zakładaliśmy).

(2) Zbadaliśmy na drodze statystycznych symulacji numerycznych (czyli

metodą Monte Carlo), że wspomniany powyżej wpływ w istotny spo-

sób zmienia swobodne autokowariancje prędkości procesu, tutaj sy-

mulowane przykładowo w ramach formalizmu hierarchicznego błą-

dzenia losowego w czasie ciągłym Weierstrassa-Mandelbrota. Wspo-

mniany wpływ, zasadniczo różny dla obu rodzajów królewskich smo-

ków, został przedstawiony na rysunkach 7 i 8. Jak widać, otrzymane

zgodności pomiędzy przewidywaniami uzyskanych przez nas formuł

teoretycznych (27) i (48) a wynikami empirycznymi są całkiem dobre,

przy czym powody niewielkich odstępstw są dobrze rozumiane.

(3) Co więcej, w ramach naszego podejścia powstało szereg pośrednich

formuł (np. (20), (23) i (33)) na funkcję Cd(∆t) gotowych do zasto-
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sowania w ogólniejszych sytuacjach (niż analizowane tutaj). Na przy-

kład,

(a) gdy pojawienie się zdarzenia superekstremalnego zmienia cha-

rakter błądzenia losowego, np. gdy błądzenie po ustaniu tego

zdarzenia jest już scharakteryzowane innymi wartościami para-

metrów,

(b) gdy przez cały czas trwania procesu stochastycznego mamy do

czynienia z błądzeniem losowym w obecności dryfu,

(c) gdy w stosunkowo niewielkim przedziale czasu pojawia się więcej

niż jeden rodzaj zdarzenia superekstremalnego (efekt możliwego

klastrowania się zdarzeń superekstremalnych),

Jak widać na rysunku 7, pojawienie się długotrwałego królewskiego smoka

wyprowadza układ ze stanu rządzonego przez czarne łabędzie. Istnienie

długotrwałego królewskiego smoka jest sygnalizowane poprzez wyraźne, do-

datnie odchylenie czasowego przebiegu autokowariancji od linii prostej (w

skali logarytmiczno-logarytmicznej). Wykazaliśmy (patrz wzór (29) oraz

rys. 7), że autokowariancja nie zanika w czasie, wprowadzając tym samym

jakieś uporządkowanie dalekiego zasięgu wywołane prędkością dryfu kró-

lewskiego smoka. W tym sensie możemy mówić o nieliniowym wpływie

wspomnianego dryfu na własności układu, porzadkującym go. To długo-

trwałe ale skończone w czasie działanie królewskiego smoka na trwałe zmie-

nia charakter ewolucji ukladu. Możemy przypuszczać, że mamy tutaj do

czynienia z przemianą fazową typu nieporządek-porządek, czyli przejściem

układu pomiędzy wspomnianymi powyżej stanami (zanikającej i niezanika-

jącej autokowariancji). To nieznikanie autokowariancji jest zasadniczą cechą

odróżniającą autokowariancję w obecności długotrwałego zdarzenia super-
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ekstremalnego od tej obliczonej pod jego nieobecność. Zatem, różnica ta

dostarcza narzędzia umożliwiającego ilościowe wykrywanie długotrwałego

zdarzenia superekstremalnego zarówno w symulowanych jak też empirycz-

nych szeregach czasowych.

Rysunek 8 pokazuje, że również zdarzenia superekstremalne w postaci szo-

ków zasadniczo zmieniają przebieg czasowy autokowariancji prędkości pro-

cesu, C(∆t), ale zupełnie inaczej niż długotrwałe zdarzenia superekstre-

malne. Zresztą widać, że obie formuły (27) i (48) sa istotnie różne. Wykres

na rysunku 8 wyraźnie wskazuje, że nawet najprostszy szok (niezmienia-

jący charakteru błądzeń losowych przed i po szoku) wprowadza do układu

niestabilność przejawiająca się w postaci wahań o ogromnej amplitudzie,

niezaleznie od miejsca usytuowania szoku. Zatem, jeżeli obserwujemy tego

typu przebieg autokowariancji prędkości procesu, Cd(∆t), w czasie to mo-

żemy przypuszczać, że badany szereg czasowy zawiera królewskiego smoka

w postaci szoku. Innymi słowy, funkcję Cd(∆t) można traktować jak czuły,

ilościowy detektor tego typu szoków.

Podsumowując można powiedzieć, że możliwe jest zaobserwowanie na rynku

finansowym zjawiska polegajacego na tym, że jedno jedyne zdarzenie jest w

stanie znacząco zakłócić przebieg procesu stochastycznego, tzn. w istotny

sposób zmienić jego długookresowe (długoczasowe) własności np. czasowy

przebieg autokowariancji. Tego typu wpływ może zaistnieć (odłożyć się)

nawet wtedy, gdy lokalizacja zdarzenia superekstremalnego ma miejsce na

wczesnym etapie ewolucji układu. Wspomniane zjawisko może być groźne

np. dla stabilności układu wprowadzając go w oscylacje o ogromnej am-

plitudzie lub tworząc jakieś trwałe struktury, czyli stany istotnie różne od

wyjściowych. Tego typu zjawiska nie były dotychczas badane pomimo, że

ich rola jest ogromna, wprost trudna do przecenienia.
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Na zakończenie niniejszego Raportu pragniemy zaznaczyć, że w drugim

etapie Projektu przewidujemy zastosowanie naszej metodologii do analizy

danych empirycznych, np. kursu wymiany EUR/USD oraz PLN/EUR, za-

wierających jak się wydaje zdarzenia superekstremalne; podejrzewamy, że

zdarzanimi tymi mogły być skoki wspomnianych kursów zaobserwowane

rano w poniedziałek 10 maja 2010 roku (patrz rysunek 2 w rozdz. 2) po

przyznaniu przez UE i MFW finansowego pakietu pomocowego wspierają-

cego gospodarkę Grecji.

Przy okazji planujemy zbadać, czy ma miejsce zjawisko tzw. krytycznego

spowolnienia (ang. critical slowing down), które towarzyszy przemianom fa-

zowym. Jest ono związane z nieograniczonym wydłużaniem się czasu relak-

sacji układu w miarę zbliżania się do punktu przemiany fazowej, stając się

w tym punkcie osobliwym. Odpowiednio do tego wzrasta wartość absolutna

funkcji autokorelacji, co czyni ją tym bardziej przydatną. Metodologia ana-

lizy tego zjawiska jest już dobrze znana [36] i stosowana także poza fizyką

[47]. Dzięki temu moglibyśmy sygnalizować (z akceptowalnym błędem) po-

jawianie się krachu przed jego wystąpieniem, wprowadzając do naszego po-

dejścia dobrze umotywowany element prognozowalności. Dałoby to czas

realnemu układowi przynajmniej na częściową adaptację do prognozowanej

sytuacji. Byłoby to alternatywne, bardziej wrażliwe od obecnie propono-

wanych podejście umożliwiające przynajmniej szacunkowe przewidywanie

występowania krachów. Przypomnijmy, że te znane dotychczas propono-

wane przez ekonofizykę to: technika oscylacji logarytmiczno-periodycznych

[50] wynikająca z odkrycia dyskretnego skalowania na rynkach finansowych,

technika uogólnionego eksponemsa Tsallisa [55] (będącego uogólnieniem

rozkładu Gaussa oraz Gosseta (Studenta) [43]) oraz technika uogólnionego

eksponensa Mittag-Lefflera zsuperponowanego z oscylacjami, bazująca na
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hipotezie plastycznego rynku finansowego [30]. Ponadto, zamierzamy wspo-

magać analizę danych empirycznych za pomocą techniki dużych rozrzutów

(rozproszeń, odstępstw; ang. large deviations) oraz gigantycznych fluktuacji

(ang. giant fluctuations) [51].

Niniejszy Projekt ma szansę otworzyć nadzwyczaj ważną tematykę doty-

czącą wpływu zdarzeń superekstremalnych na szeroko rozumiane ryzyko

a także rzucić nowe światło na możliwość zastosowania teorii katastrof do

analizy kryzysów i krachów na rynkach finansowych.
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