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1 Kurs kupna CHF w ztotych w okresie od 21 kwietnia 2005 do
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(abstrahujac od relatywnie niewielkiego rozrzutu) ponad pétroczny
blisko osiemdziesiecioprocentowy wzrost kursu w drugiej poto-
wie 2008 roku i pierwszej 2009. . . . .. ..o oL 15
2 Kurs kupna EUR/USD miedzy 6 a 10 maja (wieczér) 2010. Do-
brze widoczny jest poniedziatkowy (poranny) pozytywny szok,
czyli znaczacy, skokowy (nagly) wzrost notowan euro wzgledem
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znanego brokera GAIN Capital. Odwrécona parabola (linia prze-
rywana) przedstawia rozktad Gaussa, przyktadowo, dla roku 2008.
Dobrze widoczne sa pogrubione ogony histogramow empirycz-
nych. Wtasnie te ogony sa bezposrednim powodem wprowadze-

nia przez nas procesu WM-CTRW. . . .. ... .. ... ... 18
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trwatego krolewskiego smoka (najdtuzszy uko$ny odcinek) o na-
chyleniu v, i czasie trwania t;. Czas trwania szeregu czasowego
przed i po tym superekstremalnym zdarzeniu wynosi, odpowied-
nio, ty i tg. Oczywidcie, tyy =t +tg+tr. . . . . . . . . . .. 23

) Schematyczny szereg czasowy zawierajacy zdarzenie superekstre-
malne w postaci szoku (czyli najdtuzszego pionowego odcinka).
Czas trwania szeregu czasowego przed i po szoku oznaczono, od-
powiednio, przez ty, i tg, natomiast czas trwania szoku t; = dt

jest tak krotki, ze nie mogt by¢ przedstawiony w przyjetej cza-

sowej zdolnosci rozdzielczej wykresu (oczywiscie, tiy = tr +
At +TR). o o o 24
6 Schematyczna trajektoria hierarchicznie uporzadkowanych kro-

kéw (77, 17), dla prostoty, dla N = 3 i jyrax = 2 oraz jednost-
kowych wartosciach parametréw kalibrujacych 7 = 11 by =
1. Oczywiscie, w naszych obliczeniach przyjeliSmy jpax > 1.
Zatem zdarzenie ekstremalne, czyli czarny tabedz, jest zdefinio-

wany w postaci pary (7/MAX pimaxgyo o000 47
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Poréwnanie przewidywan formuty (27) (cienkie, ciagle linie) z
wynikami statystycznych symulacji numerycznych (ciagte, grube
linie) dla czterech réznych wartosci stosunku charakterystycz-
nych czasow tg/Atprax = 1,653; 10, 496; 66,651; 423,263 [x107],
ktore odnosza si¢, odpowiednio, do j; = 13, 15, 17, 19. Linie
przerywana otrzymano na podstawie wzoru (11), czyli pod nie-
obecnosé krolewskiego smoka. Wszystkie krzywe byty wyznaczone
dla tych samych wartosci parametrow sterujacych 7 = 2.52, v =
0.992 oraz N = 4. Zwr6¢my uwage, ze przewidywania teore-
tyczne dla j; = 171 19 sa prawie nierozréznialne (w ramach
zdolno$ci rozdzielezej wykresu) od odpowiadajacych im wyni-
kow symulacji, w calym dostepnym przedziale czasu dt < At <
Atyrax. Jak widaé, obecno$é dtugotrwatego krolewskiego smoka
odchyla krzywe od linii prostej (w skali log — log) tym bardzie;

im bardziej dtugotrwate jest zdarzenie superekstremalne. . . . 54
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8  Poréwnanie przewidywan formuly (48) (linie: kropkowane, prze-
rywane kropkami oraz szare ciagle) z wynikami symulacji (od-
powiednie obszary o roznym stopniu szarosci ulokowane pomie-
dzy wspomnianymi liniami) oznaczone dodatkowo (odpowied-
nio) literami a, b, oraz ¢ dla trzech réznych wartosci skoku X, =
0.41, 2.44, 5.26 [x10°]. Czarna linia ciggla jest przewidywaniem
wynikajacym z formuty (11), czyli pod nieobecno$¢ zdarzenia
superekstremalnego w postaci szoku. Odpowiadajacy tej linii wy-
nik uzyskany na drodze symulacji jest przedstawiony za pomoca
najbardziej wewnetrznego, ciemnego, rozszerzajacego sie obszaru.
Podobnie jak dla dtugotrwalego zdarzenia superekstremalnego,
wszystkie krzywe otrzymano dla wspolnych wartosci parametrow

7T=2,02;,v=0,992and N=4. ... ... .. ... ..... 55
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Streszczenie

Streszczenie

Ogdlnie méwiac, zasadnicznym celem artykutu jest przedstawie-
nie oprzyrzadowania statystycznego mozliwego do wykorzystania w
modelowaniu przede wszystkim dynamiki finasowych szeregdéw cza-
sowych. Nasze podejscie koncentruje sie na modelowaniu zataman
strukturalnych oraz nieprzewidywalnych skokéw i lokalnych trendéw
w obserwowanych szeregach czasowych, ktére w konsekwencji pro-
wadza do obserwacji nietypowych. Przyjmujac stochastyczng nature
zjawisk obserwowanych na rynkach finansowych, podejécie dostarcza
procedur wykrywania skrajnie nietypowych obserwacji, pomijajac
(na obecnym etapie) kwestie zwiazane z wyjasnieniem przyczyn ich
wystepowania.

Doktadniej rzecz biorac, zbadano wpltyw dwoch skrajnie réznych
ale charakterystycznych rodzajow zdarzen superekstremalnych na
hierarchiczne btadzenie losowe w czasie ciagglym; btadzenie to jest
w stanie opisaé (w zaleznosci od wartosci parametréw) szeroki wa-
chlarz brownowskich i niebrownowskich proceséw stochastycznych.
Poréwnano wyniki uzyskane na dwdch niezaleznych drogach: ana-
litycznego modelowania oraz na drodze symulowania na poziomie
dynamiki stochastycznej zaleznej od czasu autokowariancji predkosci
procesu (rozumianej jako autokowariancji jego zmian na jednostke
czasu'). Uzyskano dobra zgodnoéé obydwu podejsé.

Pierwsze zdarzenie superekstremalne bylo okreslone przez swoja
wyjatkowa dtugotrwato$é, wprowadzajac tym samym przerwanie
typu lokalnego dryfu w btadzeniu losowym. Drugie stanowilo szok,
gdyz posiadalo wielkos$¢ i predkosé dominujace w poréwnaniu z ana-
logicznymi charakteryzujacymi pozostate zdarzenia losowe. Zaleznosé

wspomnianej autokowariancji od czasu miata w tym przypadku cha-

'Predko$é procesu moze byé traktowana jak najprostsza zmiennogé.
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Streszczenie

JEL:

rakter niestabilnosci. W obu przypadkach zaobserwowano, drastycz-
nie réznigce si¢ od siebie, zmiany autokowariancji w czasie. Zostaty
one opisane w Raporcie w sposéb iloéciowy a nastepnie przedyskuto-
wane.

Przedstawiona metodologia jest oryginalna, umozliwiajac trak-
towanie autokowariancji predkosci procesu jako czutego, iloéciowego
detektora zdarzen superekstremalnych - zostanie ona uzyta w dru-
gim etapie Projektu do analizy poréwnawczej danych empirycznych
dotyczacych przede wszystkim kurséw walut. Ponadto, stworzona
metodologia umozliwi zbadanie (w drugim etapie Projektu) wplywu
zdarzen superekstremalnych na ryzyko rynkowe, wyrazone np. za po-
moca zaleznosci wariancji procesu od czasu. Co wiecej, pozwoli ona
na opracowanie nowej ogélnej metodologii szacowania czaséw wyste-
powania krachéw opartej na zjawisku krytycznego spowolnienia to-
warzyszacego nieciagglym przemianom fazowym czy ogélniej méwiac
katastrofom (w sensie teorii katastrof Réne Thoma). Zauwazyli$my
bowiem, ze tego typu przemiany pojawiaja sie¢ w trakcie trwania
gietdowej hossy, poprzedzajac wladciwy krach. Badania prowadzone
w ramach obu czeéci Projektu maja charakter uniwersalny w tym
sensie, ze nie zaleza od konkretnej przyczyny wywolujacej zdarzenia
superekstremalne. Jest to wlasnos¢ przypominajaca dobrze znana

uniwersalnosé¢ wystepujaca w zjawiskach o charakterze krytycznym.

€02, C15, GO1

Stowa kluczowe: kowariancja predkosci procesu, wariancja, ryzyko, hierar-

chiczne (fraktalne) btadzenie losowe, zdarzenie ekstremalne, czarny tabedz,

zdarzenie superekstremalne, krélewski (czerwony) smok, szok, prawo pote-

gowe,

niecigglta przemiana fazowa, zjawiska krytyczne, krytyczne spowolnie-

nie, teoria katastrof, krach, prognozowanie.
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Wstep

1 Wstep

Jedna z najbardziej uderzajacych cech charakteryzujacych dane empiryczne
dostarczane przez nauki ekonomiczno-spoteczne, a w tym zwtaszcza przez
szeroko rozumiane finanse, jak tez przyrodnicze jest fakt, ze dane te moga
zawieral ekstremalne zdarzenia rzadkie, zwane (obrazowo) czarnymi labe-
dziami, ktére moga odgrywaé dominujacg role. Prowadzi to najczesciej do
praw skalowania a w tym praw potegowych, zjawisk bezskalowych i rozkta-
dow prawdopodobienstwa posiadajacych pogrubione (algebraiczne) ogony
(ang. heavy-tailed probability distributions) a te przekladaja sie, o ile do-
tycza zagadnien dynamicznych, na efekt dtugiej pamieci. Godnym odno-
towania jest fakt powstania w ramach ekonometrii dynamicznej i finan-
sowej, a ostatnio takze ekonofizyki, ogromnej literatury po$wieconej tego
typu zagadnieniom zwtaszcza w kontekscie funkcjonowania rynkow finan-
sowych (patrz pozycje literaturowe [1], [6]-[8], [9]-[14], [17], [23]-[26], [31],
[37]-[39], [41, 42, 44, 45, 48, 49], [51, 52] oraz wybrane odnosniki literatu-
rowe tamze). Podkreslmy, ze obecne tam juz od okoto trzydziestu lat po-
dejscie do modelowania pamieci w procesach stop zmian z instrumentow
finansowych wypracowato metody testowania i opisu specyficznego prze-
biegu kowariancji, wariancji oraz funkcji autokorelacji, zaréwno dla samych
procesOw obserwowanych, jak i na przyktad dla zmienno$ci.

Jednakze, pojawilo sie szereg wskazéwek [52], gléwnie empirycz-
nych, ze poza prawami potegowymi i pogrubionymi ogonami,
czyli poza zdarzeniamu ekstremalnymi, istnieje jeszcze cos wiecej.
Wtasnie w takim kontekscie méwimy potocznie o zdarzeniach superekstre-

malnych zwanych tez krélewskimi smokami? (ang. dragon-kings) czy nawet

2Poetycki termin ’krélewski smok’ podkresla, ze mamy tutaj do czynienia ze zdarze-
niem unikalnym, ktore catkowicie rézni sie od wszystkich pozostalych. Ponadto, jest to
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czerwonymi smokami (ang. red dragons).

Przez zdarzenie superekstremalne rozumiemy zdarzenie lezace niezwykle
daleko od wszystkich pozostatych zdarzen losowych tworzacych dana po-
pulacje [52]. Dotychczas, tego typu anomalii nie brano pod uwage, traktu-
jac ja jako btad gruby lub jakas$ efemeryde psujaca tylko estymatory sta-
tystyczne. W niniejszym Projekcie traktuje si¢ ja jako komplementarna do
wspomnianych na wstepie zdarzen ekstremalnych. W dalszym ciagu nasze
podejscie umozliwi doprecyzowanie pojecia zdarzenia superek-
stremalnego. Nalezy podkresli¢, ze koncepcja krélewskich smokéow
zostala po raz pierwszy sformutlowana w roku 2009 wlasnie w
pracy Didier Sornette [52] - do tego czasu ani ekonometria, ani mate-
matyka finansowa ani ekonofizyka nie zajmowaty sie tego typu zdarzeniami.
Niniejszy Raport jest poswiecony gltownie zdarzeniom superekstremalnym,
traktujac zdarzenia ekstremalne jedynie jako tto. Innymi stowy, ryzyko
strat® wywolane przez zdarzenie superekstremalne jest bez poréwnania
wieksze od analogicznego spowodowanego wystgpieniem zdarzenia eks-
tremalnego. Jak wida¢, ma tutaj miejsce przewartosciowanie roli zdarzen
ekstremalnych - sa one zepchniete na drugi plan. Na pierwszy plan wysu-
nigte zostaly zdarzenia superekstremalne, ktore przypuszczalnie odgrywaja
glowng role w pojawianiu sie krachéw na rynkach finansowych [52].

W pracy [52] wskazano, ze to zdarzenia superekstremalne (a nie ekstre-
malne) sa czesto odpowiedzialne za wystepowanie réznego rodzaju bifur-
kacji a w tym katastrof czy przemian fazowych, czyli mozna je powiazac

np. z istnieniem w uktadzie punktow przejscia bifurkacyjnego o charakterze

zdarzenie kluczowe, deformujace np. prawa potegowe, czyli prawa Pareto [37].

3Miarg ryzyka moze byé iloczyn prawdopodobiefistwa wystapienia danego zdarzenia
oraz wielkosci straty jaka moze ono spowodowaé. Dla zdarzenia superekstremalnego
pierwsza wielkos¢ jest znikomo mata podczas gdy druga jest gigantyczna. Oznacza to, ze
wspomniany iloczyn moze by¢ znaczaco duzy.
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katastroficznym czy tez punktéw niestabilnosci o charakterze krytycznym.
Zasugerowano tam nawet, ze zdarzenia superekstremalne sg czasami po-
przedzane przez zdarzenia towarzyszace, zwane prekursorami krolewskich
smokéw, co stwarza szanse na ich przewidywalnosc.

Zasadniczym celem niniejszej czesci Projektu jest modelowanie
na drodze analitycznej oraz na drodze symulacji komputerowych
wplywu dwéch skrajnie réznych ale charakterystycznych rodza-
jow egzogenicznych zdarzen superekstremalnych na zalezng od

czasu autokowariancje predkosci procesu stochastycznego.

1.1 Wstepne uwagi o procesie btadzenia losowego w

czasie cigglym Weierstrassa-Mandelbrota

Procesem stochastycznym, w ramach ktorego przeprowadzono konkretne
obliczenia numeryczne, byto hierarchiczne btadzenie losowe w czasie cig-
glym Weierstrassa-Mandelbrota (ang. Weierstrass-Mandelbrot Continuous-
Time Random Walk, WM-CTRW), ktére jest w stanie opisa¢ szerokie spek-
trum brownowskich i niebrownowskich proceséw stochastycznych [32]-[34].
Model ten jest hierarchiczna wersja kanonicznego btadzenia losowego w
czasie ciaglym (ang. Continuous-Time Random Walk, CTRW) [46, 22, 28]
poniewaz podstawowy rozktad prawdopodobienstwa uzywany w modelu,
czyli funkcja rozkladu czaséw miedzytransakcyjnych? (ang. waiting-time
distribution, WTD), jest dana czasoprzestrzenng funkcja Weierstrassa-
Mandelbrota (patrz rozdz. 5.1 niniejszego Raportu badz tez réwnanie (2)
w pracy [33]). Co wiecej, na przyktadzie btadzen hierarchicznych stosun-

kowo tatwo jest zdefiniowaé w sposéb obrazowy zdarzenia ekstremalne oraz

4(Czas miedzytransakcyjny rozumiany jest tutaj szeroko jako czas rozdzielajacy ko-
lejne zdarzenia. Czas ten jest zmienng losowa a zdarzenia moga dotyczyé¢ zaréwno Swiata
materii nieozywionej jak tez wszelkiej ludzkiej aktywnosci.
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dobrze okresli¢ role jaka pelnia w btadzeniu - bedzie jeszcze o tym mowa
w rozdz. 7.1.2. Dodajmy, ze zaréwno CTRW jak i WM-CTRW mozna za-
liczy¢ do tzw. proceséw odnowienia lub poétmarkowowskich proceséw sto-
chastycznych [2, 3], [15]-[20] rozwijanych i stosowanych zaréwno przez ma-
tematykow i ekonometrykéw jak tez ekonofizykéw od potowy lat szesédzie-
sigtych ubiegtego wieku. Najistotniejszym elementem tych proceséw
jest traktowanie czaséw oczekiwania (miedzytransakcyjnych) jak
zmiennych losowych.

Nalezy zauwazy¢, ze formalizm WM-CTRW jest wystarczajaco ogélny i
elastyczny aby wyprodukowaé, w zaleznosci od wartosci parametrow ste-
rujacych, rézne rodzaje dyfuzji: od dyfuzji normalnej, poprzez superdy-
fuzje (np. utamkowy ruch Browna (fBm) [53]) i dyfuzje balistyczna az do
spacerow Lévy’ego. Wynika to z faktu, ze w strukturze czasoprzestrzennej
szeregu czasowego symulowanego w ramach WM-CTRW zawarte sa ekstre-
malne zdarzenia rzadkie. To wtasnie one sa odpowiedzialne za spowolniong,
potegowq relaksacje uktadu.

Ponadto, zdecydowaliSmy sie na wykorzystywanie formalizmu WM-CTRW
poniewaz wczesniej sprawdziliSmy, ze hierarchiczna WTD dobrze opisuje
np. empiryczna WTD otrzymana dla notowan (prawie) ciaglych niektorych
kursow walutowaych a takze wybranych kurséw akcji na gietdzie.

Niniejszy Raport jest zorganizowany nastepujaco. Po pierwsze, w rozdz. 2,
przedstawiona jest bezposrednia motywacja pracy a w rozdz. 3 krotki prze-
glad literatury dotyczacej tylko zdarzen superekstremalnych. Nastepnie, w
rozdz. 4 zdefiniowany zostat problem wraz z podstawowymi wielko$ciami.
W kolejnym kroku (rozdz. 5) przedstawiony zostal krotko formalizm WM-
CTRW wraz z faza superdyfuzji wybrang przyktadowo dla zilustrowania

rozwinietej w niniejszej czesci Projektu metody. Nastepnie, w rozdz. 6 wy-

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 259

13



14

Wstep

prowadzono wzory na zalezng od czasu autokowariancje predkosci procesu
stochastycznego uwzgledniajaca oba, skrajnie rézne rodzaje krolewskich

smokow. Poréwnanie przewidywan otrzymanych wzoréw z danymi uzyska-
nymi z symulacji zostato zawarte w rozdz. 7. Wreszcie, wnioski koncowe i

krotkie podsumowanie przedstawiono w rozdz. 8.
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Motywacja empiryczna

2 Motywacja empiryczna

Bezposrednia motywacja niniejszego Projektu jest inspirowana wlasno-
Sciami empirycznych szeregéw czasowych pochodzacych z rynkéw finanso-
wych (przede wszystkim z rynku Forex), ktérych istotne fragmenty przed-

stawiono na rysunkach 11 2. Diugotrwaty liniowy (abstrahujac od relatyw-

3.5 - ]

3 21/4/2005-20/4/2011 -

CHF [PLN]

l | | | | |

2006 2007 2008 2009 2010 2011
Czas [rokK]

Rysunek 1: Kurs kupna CHF w ztotych w okresie od 21 kwietnia 2005 do
20 kwietnia 2011. Dobrze widoczny jest systematyczny, liniowy (abstra-
hujac od relatywnie niewielkiego rozrzutu) ponad pétroczny blisko osiem-
dziesiecioprocentowy wzrost kursu w drugiej potowie 2008 roku i pierwszej

2009.

nie niewielkiego rozrzutu), blisko osiemdziesiecioprocentowy wzrost kursu
franka szwajcarskiego w stosunku do ztotego w drugiej potowie 2008 roku
i pierwszej 2009 (patrz rysunek 1) oraz szok w notowaniach euro wzgledem

ztotego z niedzieli (9 maja 2010) na poniedziatek (patrz rysunek 2), sa to
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1.31¢ n

1.301 1

1.291 1

1.281

Kurs EUR/USD

1.27¢ 1

1.261 1

6 maja 22:00 7/9 maja 22:00 10 maja 22:00

Rysunek 2: Kurs kupna EUR/USD miedzy 6 a 10 maja (wieczoér) 2010.
Dobrze widoczny jest poniedziatkowy (poranny) pozytywny szok, czyli zna-
czacy, skokowy (nagly) wzrost notowan euro wzgledem dolara wywolany
zapowiedzig gigantycznej pomocy finansowej dla Grecji.

dwa, wspomniane wczesniej, skrajnie rézne rodzaje zachowan kursow (sze-
regéw czasowych).

Ten ogromny wzrost notowan franka szwajcarskiego (nie tylko wzgledem
ztotego ale takze w stosunku do euro oraz dolara) zostal wywolany, ogdlnie
moéwiac, nastrojami na $wiatowych rynkach finansowych. Kraje Unii Eu-
ropejskiej, a stad euro i ztoty, odczuwaja skutki nadmiernego zadtuzenia
Grecji, Irlandi, Portugalii i Hiszpanii. Inwestorzy poszukuja walut, ktore sa
znacznie pewniejsze a za taka wciaz uwazany jest frank. Co do dolara, to
dodruk przez Fed setek miliardow dolaréw majacych na celu pobudzenie

amerykanskiej gospodarki, automatycznie wptywa na jego ostabienie.
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Jezeli chodzi o szok, to pozytywny szok w notowaniach EUR/USD z nie-
dzieli 9 na poniedziatek 10 maja 2010, byt skutkiem jednorazowej decyzji
wyasygnowania przez UE i MFW ok. 750 mld euro pomocy finansowej dla
(wspomnianych powyzej) upadajacych gospodarek eurolandu. Zauwazmy,
ze dana empiryczna opisujgca ten szok lezalaby na wykresie na
rysunku 3 okolo 200 pipséw na prawo a wiec z punktu widzenia
tego wykresu byloby to zdarzenie superekstremalne, ktérego role
jest wprost trudno przecenic.

Nalezy zaznaczy¢, ze w niniejszej czeSci Projektu analizujemy tylko (wspo-
mniane powyzej) dwa skrajne rodzaje zdarzen superekstremalnych bez
"wchodzenia” w przyczyny wywolujace ich wystepowanie. Oczywiscie, zda-
jemy sobie w zarysach sprawe, przynajmniej z gtéwnych przyczyn ale w
niniejszej czesci Projektu nie korzystamy z nich, gdyz zajmujemy sie wy-
branymi, uniwersalnymi wtasnosciami szeregéw czasowych, czyli (na razie)
ich skutkami a nie przyczynami.

Na referencyjnym rysunku 3 przedstawiono (w skali pétlogarytmicznej)
empiryczne histogramy czestotliwoéci zmian kursu kupna EUR/USD® w
latach 2004 (krosy), 2006 (punkty), 2008 (gwiazdki) 1 2010 (kétka). Dla po-
réwnania na wykres naniesiono takze rozktad Gaussa (linia przerywana)

zbudowany na wartosci $redniej i dyspersji (przyktadowo) dla 2008 roku®.

Jak wida¢, wszystkie cztery empiryczne rozklady réznia sie w sposéb istotny

od rozktadu Gaussa, gdyz sa leptokurtyczne, charakteryzujac sie pogru-

bionymi ogonami, ktérych jak wiadomo rozktad Gaussa nie posiada. Ten

®Dane empiryczne zaczerpnigto ze strony http://ratedata.gaincapital.com/ znanego
brokera GAIN Capital (adres: http://www.gaincapital /contact.shtml). Natomiast sam
rysunek jest ograniczona do wybranych trzech lat wersja wczedniejszego zamieszczonego
w pracy [27]. Nalezy dodaé, ze analiza przedstawiona w tej pracy bazuje na materiale
zamieszczonym w [8].

5Dla roku 2010 rozklad Gaussa bytby nieco szerszy o maksimum polozonym nieco
nizej natomiast dla lat 2004 i 2006 bytby wezszy o maksimum lezacym nieco wyzej.
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Rozrzut zmian kursu EUR/USD w latach 2004, 2006, 2008 i 2010
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Rysunek 3: Poréwnanie w skali pétogarytmicznej (shistogramowanej z kro-
kiem 5 pipséw) empirycznej, leptokurtycznej czestotliwosci wystepowania
zmian kursu kupna EUR/USD w latach 2004 (krosy), 2006 (punkty), 2008
(gwiazdki), 2010 (kotka) wystawionego u znanego brokera GAIN Capi-

tal. Odwr6cona parabola (linia przerywana) przedstawia rozktad Gaussa,
przyktadowo, dla roku 2008. Dobrze widoczne sa pogrubione ogony hi-
stograméw empirycznych. Wtasnie te ogony sa bezposrednim powodem
wprowadzenia przez nas procesu WM-CTRW.

wtasnie fakt leptokurtycznosci jest nadzwyczaj interesujacy z poznaw-
czego punktu widzenia, posiadajac donioste konsekwencje praktyczne (o
ktorych wspomniano we Wstepie). Generalnie, wynik przedstawiony na
rysunku 3 wprowadza nas w $wiat stochastycznych proceséw niegaussow-
skich rzadzony ekstremalnymi zdarzeniami rzadkimi generowanymi (w na-
szym przypadku) przez rynki finansowe. Tego typu procesami zajmujemy
sie wlasnie w ramach niniejszego Projektu jako procesami bazowymi (refe-
rencyjnymi), na tle ktérych pojawiaé sie beda zdarzenia superekstremalne.

Zatem, przedmiotem badan niniejszego Projektu sa wlasno$ci zda-
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rzen superekstremalnych oraz skutki przez nie wywolane analizo-
wane w kontekscie wybranych proceséw niegaussowskich (jako proceséw

referencyjnych).
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3 Krétki przeglad literatury dotyczacej zda-
rzen superekstremalnych

Od razu pragniemy podkresli¢, ze dotychczas ukazata sie tylko jedna publi-
kacja [52] dokonujaca przegladu faktéw empirycznych z réznych dziedzin,
od nauk ekonomicznych (a w tym szeroko rozumianych finaséw) i socjo-
logicznych po przyrodnicze, wskazujgca na mozliwos¢ istnienia Swiata po-
zaekstremalnego, czyli swiata zdarzen superekstremalnych. Publikacja ta
wskazata przede wszystkim na przyczyny powodujace odstepstwa od praw
potegowych. Za gtéwne uznano w niej pojedyncze, niezwykle mato praw-
dopodobne zdarzenia o ogromnym natezeniu; w przypadku szeroko rozu-
mianych finanséw méwimy dodatkowo o wielkim ryzyku” jakie zdarzenia te
niosa ze soba. Jezeli zdarzenia takie pojawiaja sie, to nawet w pojedynke
sa w stanie zdemolowaé (wielce stabilne) prawa potegowe, rzadzone prze-
ciez przez zdarzenia ekstremalne a wiec takze o wyjatkowo duzym (ale nie
az tak duzym) natezeniu. Jezeli chodzi o zdarzenie ekstremalne i ich role w
szeroko rozumianych finansach to szczegdlnie polecana jest przez nas litera-
tura przegladowa [1], [18], [25], [57]-[59], [38, 39], [12, 13], [41, 48].
Ostatnio, przez wykonawcow niniejszego Projektu, wspolnie z autorem pu-
blikacji [52], zostata wystana do druku® praca [21] analizujaca systematycz-
nie, na drodze teoretycznej oraz symulacji numerycznych, dwa skrajne ale
kluczowe przypadki zdarzen superekstremalnych (czyli krélewskich smo-
kéw). Jest pierwsza na swiecie precyzyjnie definiujaca zdarzenie superek-

stremalne i analizujaca systematycznie, na drodze analitycznej oraz symu-

"Prosta miara tego ryzyka zostala zdefiniowana we Wstepie (rozdz. 1).

8Chodzi tutaj o druk w specjalnym tomie 'The European Journal of Physics’ pt.:
Power Laws in Natural and Social Systems and Beyond, w nowo powstalej serii pn.:
"Special Topics’.
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lacji numerycznych, wptyw tych zdarzen na szeregi czasowe zwtaszcza za-
wierajace ekstremalne zdarzenia rzadkie. Praca ta zostanie przedstawiona
w postaci referatu na miedzynarodowej konferencji ekonofizycznej w Szan-
ghaju, ICE 2011 [56]. Praca ta stanowi jeden z oryginalnych metodologicz-

nych filar6w? niniejszego Projektu.

9Drugim filarem, bedacym podstawg drugiej czeéci niniejszego Projektu, jest za-
stosowanie teorii katastrof René Thoma [54] do opisu zjawisk katastrofalnej bifurkacji
pojawiajacych sie na wybranych rynkach finansowych, poprzedzajacych krachy giet-
dowe [29]. Ta ostatnia praca takze zostanie przedstawiona w postaci referatu [35] na
International Conference on Econophysics, ICE 2011, Shanghai.
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4 Definicja problemu

W niniejszej, pierwszej czesci Projektu, tytutem pozytecznego przyktadu,
rozwazamy w ramach formalizmu WM-CTRW superdyfuzje, dla ktorej
spelniona jest whasnosé stabej ergodycznosci [4], [5], [40]. Oznacza to, ze
srednia warto$¢ czasu miedzytransakcyjnego jest w tej fazie dyfuzji skon-
czona (czyli istnieje).

Poniewaz prawdopodobienstwo pojawienia si¢ krélewskiego smoka jest zni-
komo matle (tzn. na jego pojawienie sie¢ musielibysSmy czekaé zbyt dtugo),
zostal on wyprodukowany po przeprowadzeniu petnej symulacji szeregu
czasowego (za pomoca tego samego algorytmu co sam szereg) a nastep-
nie wlozony recznie w jego cze$¢ centralng. W tym sensie pojawienie sie
zdarzenia superekstremalnego traktujemy jako wydarzenie egzogeniczne
pomimo, ze pochodzi z tego samego algorytmu co sam szereg.

W ramach niniejszej czedci Projektu zamierzamy odpowiedzie¢ na naste-
pujace pytanie: jak bardzo autokowariancja predkosci procesu, wy-
znaczona w oparciu o dany szereg czasowy, ulegnie zmianie gdy
wewnatrz takiego szeregu pojawi sie krolewski smok?

Rozwazamy dwa rodzaje zdarzen ekstremalnych:

(a) dlugotrwale zdarzenie ekstremalne (jego czas trwania oznaczyliémy

przez tq, patrz rys. 4) oraz

(b) szok, czyli nagly skok zmiennej losowej X, ktorej predkosé ma war-

tos¢ superekstremalna v, (patrz rys. 5).

Whplyw tych zdarzen na szereg czasowy zostatl przedstawiony na rysunkach
415 - jest on systematycznie omawiany ponizej.

Autokowariancja predkosci procesu jest (dla naszej sytuacji) zdefiniowana
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Ruchome okno czasowe

\ 4
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A
v

Czas
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Rysunek 4: Schematyczny szereg czasowy trwajacy t;., zawierajacy diu-
gotrwatego krdlewskiego smoka (najdtuzszy ukosny odcinek) o nachyleniu
vgq 1 czasie trwania t4. Czas trwania szeregu czasowego przed i po tym
superekstremalnym zdarzeniu wynosi, odpowiednio, t; i tz. Oczywiscie,
tiot = tr +1tq + LR

nastepujaco [16]-[43]:

Cov (v(t),v(t' + At)) = (vt + At)v(t))) — (v(t' + At)) (v(t'))
= (v1v2) = (v1) (v2)

C, w nieobecnosci krolewskiego smoka

Cy, w obecnodci krolewskiego smoka

gdzie (...) oznacza érednig po czasie t' < t;,;, — At przy ustalonej szero-
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Ruchome okno czasowe
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Rysunek 5: Schematyczny szereg czasowy zawierajacy zdarzenie superek-
stremalne w postaci szoku (czyli najdtuzszego pionowego odcinka). Czas
trwania szeregu czasowego przed i po szoku oznaczono, odpowiednio, przez
tr i tg, natomiast czas trwania szoku t; = dt jest tak krotki, ze nie mogt
by¢ przedstawiony w przyjetej czasowej zdolnosci rozdzielczej wykresu
(oczywiscie, tyop =t + dt + tg).

kosci okna czasowego!'® At (patrz rysunki 4 i 5 oraz rozwazania w rozdz.
6), natomiast predkosé procesu v(t') L [X(¥) — X(¢' — dt)]/dt jest

po prostu zmiang procesu na jednostke czasu, gdzie krok dyskretyzacji
czasu dt < At, t'. Predkosci v; and vy oznaczajg w skrocie, odpowiednio,
predkosci na poczatku i na koncu okna czasowego At, czyli v = v(t') a
vy = v(t' + At). Nalezy podkredli¢, ze (w ogdlnosci) autokowariancja Cy
(czyli w obecnosci krélewskiego smoka) jest niestacjonarna zatem ma cha-

rakter dwupunktowy zalezac (w ogdélnosci) takze od wyjsciowej chwili ¢ a

0Tego typu procedura nosi w fizyce nazwe skanowania.
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nie tylko od réznicy At chwil (wyjsciowej t' i aktualnej ¢’ + At'). Jednakze,
jak to wykazujemy (w rozdz. 6.1 przechodzac od wzoru (23) do wzoru (27)
oraz przechodzac od wzoru (35) w rozdz. 6.2 do wzoru (48) w rozdz. 7.2.2),
w analizowanych przez nas dwéch skrajnych przypadkach zdarzen superek-
stremalnych, informacja o niestacjonarnosci ulega (paradoksalnie) degrada-
¢ji, co przywraca stacjonarnosé¢ kowariancji predkosci procesu w obecnosci
krolewskiego smoka, Cy.

Obie wielkosci C' i C; sa badane na drodze analitycznej (w rozdzia-
tach 5 i 6) oraz na drodze symulacji numerycznych (w rozdz. 7) po-
niewaz naszym zadaniem jest znalezienie relacji pomiedzy nimi w

przypadku (a) i (b) oraz weryfikacja tych relacji.
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5 Btladzenie losowe w czasie cigglym Weierstrassa-

Mandelbrota

W niniejszym rozdziale szkicujemy zasadnicze elementy formalizmu WM-
CTRW, gdyz dokladniejsza analize, np. wielkosci C(At), mozna znalezé w

naszych wezesniejszych pracach [33, 34].

5.1 Definicja procesu WM-CTRW

Btadzenie losowe w czasie ciaglym Weierstrassa-Mandelbrota jest zdefinio-
wane za pomocg hierarchicznego, czasoprzestrzennego rozktadu prawdo-

podobienstwa WTD. Rozktad ten!! jest dany za pomocg wazonego geome-
trycznie nastepujacego, hierarchicznego szeregu, wprowadzajacego sprzeze-

nie czasoprzestrzenne

b, 1) = S wi)y (e, 1), @)

J=0

gdzie x jest przemieszczeniem zwigzanym z pojedynczym krokiem procesu
trwajacym przez czas t, natomiast w(j) jest waga dang rozktadem prawdo-

podobienstwa

1

1
w(j):ﬁ<1_ﬁ)’N>1’j:0’1’2""' (3)

Waga ta moze by¢ interpretowana jako prawdopodobienstwo wystapienia

doktadnie j sukcesow w serii zdarzen generowanej przez rozktad Bernoul-

HKompletna definicja formalizmu WM-CTRW wymaga osobnego éredniowania po
wyjsciowym kroku bladzenia, czyli osobnej definicji WTD dla tego kroku, co zostalo
szczegbdlowo oméwione w pracy [33]. Prowadzac tutaj symulacje numeryczne nie musimy
o to zabiegaé¢, gdyz uzywana jest tutaj srednia ruchoma automatycznie sredniujaca po
pierwszym kroku bladzenia.
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liego, gdzie 1/N jest prawdopodobiefistwem pojedynczego sukcesu, nato-
miast warunkowa W'TD jest juz zdefiniowana w postaci sfaktoryzowanej za

pomoca rozktadéw prawdopodobienstwa f i h

1 |z | 1 t
Vil t) = vovftf (vmﬂt) TOTjh <7‘07'j> ’ ()

gdzie w dalszym ciggu korzystamy z prostej reprezentacji btadzenia lo-
sowgo typu spaceréw (a nie skokéw lub przelotéw), przyjmujac warunkowe

czasowe 1 przestrzenne rozktady, odpowiednio, w postaci

lz|\ 1. (|z]
f(@)‘ié(m‘g )

oraz

(i) l(55)

przy czym vov’ jest predkoscia pojedynczego kroku bladzenia zwigzang z
poziomem (stochastycznej) hierarchii o numerze (indeksie) j.

Zauwazmy, ze $redni czas trwania pojedynczego kroku bladzenia 777 oraz
jego predkosé vyv? sy sprzezone poprzez wspolny poziom j czasoprzestrzen-
nej hierarchii definiujacej (2). Parametry kalibrujace oznaczylismy tutaj
przez To 1 vg.

Podkredlmy, ze szczegdtowe postacie rozktadow f i h sa nieistotne z punktu
widzenie asymptotycznych (dtugookresowych) wlasnosci uktadéw, gdyz
skaluja sie; ich mozliwie najprostsze postacie sa wybierane ze wzgledow
rachunkowych.

Jak wynika z wyrazenia (2), rozwazany przez nas proces WM-CTRW na-

lezy do kategorii nieseparowalnych proceséow typu CTRW, wprowadzajac
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tym samym duzo bogatszy dyfuzyjny diagram fazowy [32, 33].
Z wyrazenia (2) mozna tatwo wyprowadzi¢ zamknigte formuly na czasowe i

przestrzenne momenty opisujace pojedynczy krok btadzenia:

1-1/N
oo oo T , fora>1,
() = / dt / dep(a, t) =4 1N (7)
0 —o0 00, for a <1

gdzie « = In N/InT oraz

0o oo 2(bo)? %, for 5 > 2,
<x2> = / dx x2/ dt(z, t) = (bo)” 1527 b (8)
—o0 0 0, for g < 2

gdzie by = vo79, b = v7 1 = In N/Inb. Jak wida¢ maja one charak-
ter progowy. Z grubsza méwiac, progowos¢ ta jest wynikiem istnienia
dwdéch sasiadujacych ze sobg swiatéw: brownowskiego (w trady-
cyjnym sensie'?) i niebrownowskiego. (Przypadkami marginalnymi,
gdy o =11 8 = 2, nie zajmujemy sie w niniejszym Projekcie.)

Nalezy podkresli¢, ze a1 3, sa parametrami (a doktadniej wyktadnikami
czastkowymi, odpowiednio, czasowym i przestrzennym procesu'®) definiu-
jacymi rézne fazy dyfuzji w zaleznosci od przyjetych wartosci tych parame-
tréw. W pracy [33] wyprowadzono wzor okreslajacy asymptotyczng postaé
drugiego, wielokrokowego momentu catkowitego (sumarycznego) przemiesz-

czenia w procesie WM-CTRW

2D
Cin+1)

12Przez proces brownowski w sensie tradycyjnym rozumiemy proces, ktérego variancja
jest asymptotycznie liniowa w czasie.

BMozna wykazaé, ze wykladniki o i 3 definiuja takze wykladnik sterujacy asymp-
totyczna zaleznodcia od przedzialu czasu ¢t drugiego momentu przemieszczenia x w
pojedynczym kroku procesu WM-CTRW, ([z(t)]?) = [ dz 2?y(z, t).

(X*(At)) ~ (AL)", (9)
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gdzie fraktalny wyktadnik n rzadzacy asymptotycznym w czasie zachowa-
niem wariancji (X?2(At)) zalezy od « i 3, podobnie jak fraktalny wspol-
czynnik dyfuzji Dy (patrz Tabela 1 oraz dyfuzyjny diagram fazowy przed-
stawiony na rysunku 1 w pracy [33]). Przy okazji, zauwazmy, ze catkowity
czas ti,y = Y. t, przy czym t jest tutaj przedzialem czasu a nie czasem,
natomiast sumaryczne przemieszczenie X (t;) = > x, gdzie (w obu okresle-
niach Y ... oznacza sume po kolejnych krokach procesu).

Wyrazenia (2) - (6) pozwalaja na symulowanie trajektorii btadzenia lo-
sowego w czasie ciggltym przedstawionej schematycznie na rysunkach 4 i

5. Dzieje sie tak dlatego, ze definiujg one jednocze$nie dynamike stocha-

styczna (omawiang w rozdz. 7.1).

5.2 Faza superdyfuzji

Wykorzystywany w niniejszej pracy proces WM-CTRW jest stacjonarnym
procesem stochastycznym okreslonym dla sytuacji gdy (t) < oo, tzn. gdy
wyktadnik czastkowy o > 1 (patrz réwnania (4) i (5) w [33]). W takiej
sytuacji wyktadnik dyfuzyjny n = 2H, gdzie 0 < H < 1, jest dobrze
znanym wyktadnikiem Hursta [53].

Wiszystkie obliczenia przeprowadzone w niniejszym Raporcie sa ograni-
czone do sytuacji, gdy wariancja czyli éredni kwadrat (wielokrokowego)
przemieszczenia jest dla skonczonego czasu pozbawiony osobliwosci, rosnac
superliniowo dla asymptotycznie dtugiego czasu. Innymi stowy, ograniczeni
jestesmy do przypadku n > 1, czyli zachowania persystentnego. Ta faza dy-
fuzji jest ograniczona na dyfuzyjnym diagramie fazowym przez nastepujaca

nierdwnosé

<z + . (10)
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Btadzenie losowe w czasie ciggtym Weierstrassa-Mandelbrota

Autokowariancja predkosci pod nieobecnosé krélewskiego smoka (bedziemy
ja nazywaé swobodna autokowariancja predkosci) dana jest nastepujacym
wyrazeniem (patrz wzor (13) w pracy [33])

2D, 1 )
['(n—1) Az’

C(AL) =

gdzie fraktalny wspotezynnik dyfuzji dla fazy superdyfuzyjnej

1—% To

e = In N gin (27ra (% — %))

(12)

a fraktalny wyktadnik dyfuzyjny dla tej fazy

n:1+2a<——%>. (13)

Poniewaz wyktadnik n < 2, wiec swobodna autokowariancja predkosci,
C(At), dana wyrazeniem (11) zanika potegowo dla asymptotycznie dtu-
giego czasu At. W rozdz. 6 wykazujemy, ze obecnosé¢ zdarzenia superekstre-

malnego w szeregu czasowym niszczy tg wiasnosc.

Narodowy Bank Polski
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6 Wyprowadzenie wzoréw na autokowarian-
cje w obecnosci krélewskich smokéw

W niniejszym rozdziale wyprowadzamy ogdlne relacje pomiedzy estymato-
rami autokowariancji Cy predkosci procesu w obecnoéci krélewskich smo-
kow a estymatorami autokowariancji C' predkosci procesu pod nieobecnosé
tych zdarzen. Zatem, na ”pierwszy ogien” bierzemy ponizej w rozdz. 6.1
przypadek (a); nastepnie, w rozdz. 6.2 przypadek (b) - oba zdefiniowano
wezesniej w rozdz. 4. Jeszcze raz pragniemy podkresli¢, ze oba skrajne
przypadki (odpowiednio, ekstremalnie dlugiego czasu trwania krélewskiego
smoka ¢4 1 skrajnie krétkiego czasu t4) sa wazne zar6wno z teoretycznego,
jako przypadki odniesienia, jak i praktycznego punktu widzenia gdyz czesto
(zwlaszcza w ostatnich kilku latach) wystepuja na rynkach finansowych a w

tym zwlaszcza walutowych.

6.1 Przypadek dtugotrwalego zdarzenia superekstre-

malnego

Strategia wyprowadzenia poszukiwanych relacji polega na podziale catego
szeregu czasowego na segmenty, w ktorych mamy juz do czynienia z sze-
regiem stacjonarnym. W przypadeku (a), czyli wystapienia dtugotrwatego

zdarzenia superekstremalnego, przyjmujemy, ze
(1) dt < At < Atyax < t, tg,
(2) Atyax < ta,

gdzie Atyax jest maksymalna wartoscia rozmiaru At okna czasowego. Na-
lezy zauwazy¢, ze zatozenie (2) nie jest spetnione dla przypadku (b); dla-

tego jest on analizowany osobno w rozdz. 6.2.
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Wyprowadzenie wzoréw na autokowariancje w obecnosci krélewskich smokéw

Srednia po czasie iloczynu predkosci wystepujaca w formule (1) mozna po-
dzieli¢ na pie¢ niezaleznych sktadnikow. Wynika to z koniecznosci osobnego
traktowania czesci szeregu czasowego znajdujacych sie przed i za potoze-
niem zdarzenia superekstremalnego. Zdarzenie to wprowadza (w ogdlnosci)
do szeregu czasowego niestacjonarnosé¢ o statej predkosci - rodzaj lokalnego
dryfu. Naszym faktycznym celem jest wyprowadzenie zamknietej
formuly na niestacjonarng (w ogdélnosci) kowariancje predkosci
procesu C,;, a nastepnie z redukowanie jej do postaci stacjonarnej.
Wstepnym krokiem naszej procedury jest nastepujaca, estymujaca dekom-

pozycja Sredniej po czasie iloczynu predkosci:

(14)

!
N
=
5
3

e
3

(v1v2)

Teraz mozemy stosunkowo tatwo wyznaczy¢ kazdy z potrzebnych sktadni-
kow (vy vq),, (At) z osobna, uzywajac odpowiednio skonstruowanych esty-
matoréw. Przy okazji uzyskujemy automatycznie towarzyszace tym sktad-

nikom wagi w,.

(1) Pierwsza skladowa (dla m = 1) opisuje sytuacje, gdy obie predkosci
vy 1 v9 dotycza zdarzen poprzedzajacych zdarzenie superekstremalne.

Sktadowa ta, razem z towarzyszaca jej waga, przyjmuja nastepujace

postacie:
def 1 tr, —At
(V1v2);, = ———— > v()v(t' + At),
tr, — At o
def. tr — At
= = 15
YT e — At (15)

odnoszace sie do btadzenia pod nieobecno$¢ krolewskiego smoka. Do-

ktadnie rzecz biorac, sktadowa ta odpowiada sytuacji, gdy predkosé
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vy lezy wewnatrz przedziatu czasu [0, ¢, — At], podczas gdy predkosé
vy moze znajdowaé sie zar6wno wewnatrz powyzszego przedziahu,

badz tez na jego prawym brzegu.

Druga sktadowa (dla m = 2) odpowiada sytuacji gdy predkosé vy jest
ulokowana przed zdarzeniem superekstremalnym, natomiast predkosé
v jest réwna (statej) predkosci v, jaka posiada to zdarzenie. Druga

sktadowa wraz z towarzyszaca jej waga wynosza:

of. 1 L
(V1 v2),y o A7 > vt ve = (V) va,
V=t —At+dt
def. At
= 16
T e — A (16)

Zauwazmy, ze vg jest jednoczesnie miarg nachylenia najdtuzszego od-
cinka szeregu czasowego przedstawionego na rysunku 4. Sktadnik ten
reprezentuje pierwsza krzyzowa sytuacje, gdy predkosé v, jest uloko-
wana wewnatrz przedziatu czasowego [t;, — At,t.] badZ tez na jego

prawym brzegu, podczas gdy predkos¢ vs jest odpowiednio umiejsco-

wiona wewnatrz odcinka [tr, 4+ At] badz tez na jego prawym brzegu.

Przypadek ten jest szczegélnie prosty, gdyz tutaj obie predkosci vy

i vy sg rowne predkosci krolewskiego smoka v,. Zatem, trzecia skta-
dowa (dla m = 3) jest najprostsza i razem z towarzyszaca jej waga
przyjmuja postacie:

def. tq — Al

def.
<1)1 U2>3 (At) = Uczl, W3 = m. (17)

Doktadniej, predkosci v, oraz vq leza (odpowiednio) wewnatrz prze-

dziatu definiujacego czas trwania zdarzenia superekstremalnego [t ¢+

tq], badz tez predkosé vy lokuje sie na jego prawym brzegu.
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(4) Teraz, predkosé vy jest réwna predkosci vy krélewskiego smoka, na-
tomiast predkos$¢ vy jest potozona za nim. Zatem, czwarta sktadowa

(dla m = 4) i odpowiadajaca jej waga wynosza:

1 tr+tq

(v v2), (At) & A > vav(t') = va (V) g,

t=tp +tg—Atddt
def At

Wy = ————— 18
Ut — A (18
dotyczac drugiej sytuacji krzyzowej. Doktadniej, dla tej sytuacji pred-
kos¢ vy lezy wewnatrz badz tez na prawym brzegu przedzialu czasu
[tr, + tqg — At tp + t4] wyznaczajacego czas trwania zdarzenia ekstre-

malnego. Natomiast, predkosé vy jest umieszczona wewnatrz lub na

prawym brzegu przedzialu czasu [ty + tq, tp + tg + At].

(5) Wreszcie, dla piatej sktadowej (m = 5) obie predkosci vy i vy sa po-
tozne za krolewskim smokiem. Zatem, sktadowa ta oraz odpowiada-

jaca je] waga wynosza:

. 1 tiot—AL . )
(v1 v2)5 (AL) def. P— S vt u(t + At),

t'=tiot—tp+dt

def. tR — At
of. 2R 27 19
O e — AL (19)

stanowiac analogie do sytuacji opisanej w punkcie (1). Ujmujac rzecz
bardziej szczegdtowo, sytuacja ta jest okreslona przez predkosci vy i
v9 polozone wewnatrz przedziatu czasu [t — tg, tior] Niezawierajacego
krolewskiego smoka, przy czym predkos¢ v, moze by¢ takze liczona w

chwili ttot .

Teraz mozemy juz wyznaczy¢ estymator zawierajacy wszystkie powyzej

obliczone sktadowe, czyli wyznaczy¢ pelny, poszukiwany wpltyw zdarzenia
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superekstremalnego na autokowariancje predkosci

Ca(At) = (v1vz) — (v1) (V)

_ L= At/ Vi = Bttt
= T A, (v1 o), (At) + A, (vy vg)5 (AL)
A75/?515015 Yd — At/ttot 2
T T gty e ) vt TR
1
~ T A e Wt (r = Al/t) o)+ 7ava] X
X (v — At/tier) (V) + YR (V) g + Yava] , (20)

gdzie wprowadzilismy jawna zalezno$¢ Cy od czasu At (ktéra dalej be-
dziemy utrzymywac); oprocz tego wprowadziliSmy nastepujace, uzyteczne
parametry ;. def- tr/tots YR def- tr/tiot 1 Va def- ta/tior, definiujace utamki
czasu trwania procesu, odpowiednio, na lewo i na prawo od krélewskiego

smoka oraz trwania jego samego ponadto, skorzystalismy z definicji

def 1 tr, trot— AL
() = ——— Z o(t) +tava+ D w(t)
ttOt t t'=tiot—t p+dt
1
S A [tr (v}, + (tr — Al) () g + tava] ,
def. 1 tr . ttot .
(v9) = P— > o(t) 4 tava + > o)
tior — At t'=At+dt V=tior—tp+dt
1
_ == — [(tr — At) (v); +tr (V) + tavd] , (21)

tutaj (v); and (v), sa Srednimi predkosciami po czedciach szeregu czaso-
wego, odpowiednio, na lewo i na prawo od krolewskiego smoka. W dalszym
ciagu (dla uproszczenia metodologii) ktadziemy te predkosci réwne zeru ze
wzgledu na brak dryfu w uktadzie przed wystapieniem zdarzenia superek-
stremalnego i po jego ustaniu. W swiecie realnym moze to by¢ usprawiedli-

wione jedynie dla danych o wysokiej czestotliwosci, czyli dla wtasnie takich
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z jakimi tutaj mamy do czynienia. Oznacza to, ze definicje (21) uprasz-
czaja sie do postaci

(1) = {v) = ﬁ (22)

Dodajmy tez, ze uwzglednienie dryfu na lewo i na prawo od krélewskiego
smoka jest stosunkowo tatwe, prowadzac jedynie do wiekszej komplikacji

WZOrOw.

Poniewaz zajmujemy si¢ uktadem pozbawionym dryfu na lewo i na prawo

od krélewskiego smoka, dlatego wyrazenie (20) mozna uprosci¢ do postaci

YL — A75/7515075
1-— At/ tiot

Vd B Vd - At/ttot 2
+ [1 — At/ti (1 1— At/tt0t> 1— At/twt] va- - (23)

Jak widaé¢, niestacjonarna kowariancja predkosci Cy(At) zalezy w ogol-

TR — A75/ tiot

Ca(At) 1— At/ti

(v102), (AL) + (01 02)5 (A)

nosci nie tylko od zmiennej wzglednej At /t,, ale réwniez od parametréw
YL, YR, Va- Stad mozna twierdzi¢, ze zalezy ona takze od potozenia zdarze-
nia superekstremalnego wewnatrz analizowanego szerergu czasowego. Na-
tomiast funkcja ta nie zalezy od znaku predkosci krolewskiego smoka a je-
dynie od jej wielkosci absolutnej. Co wiecej, pochodzenie zdarzenia ekstre-
malnego nie odgrywa w tej analizie zadnej roli, czyli otrzymali$my wzor,
ktory jest wystarczajgco ogoélny, stuszny dla dowolnego bladzenia
losowego a nie tylko dla procesu WM-CTRW.

Dla wystarczajaco szerokiego okna czasowego At ax ale przy warunku, ze
Atpyrax /tior < 1, funkcja Cy(At) upraszeza sie dalej do postaci

- Ya At [t 2
U T B _ 24
CalA1) [1 — At /[ty ( 1— A75/ttot> L= At/twt] " -
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Gdy tylko dlugotrwale zdarzenie superekstremalne jest obecne w danym
szeregu czasowym, funkcja Cy(At) nie znika pomimo, ze oba estymatory
(v1v2); (At) and (vq va), (At) moga (fluktuujac) asymptotycznie zanikac.

Oczywiscie formuta (24) przybiera wtedy jeszcze prostsza postaé

Ca(At) = va(1 = ya)v] (25)

o ile jest spelniona silna ale usprawiedliwiona nieréwnos¢

Atprax

; < min(yr, Yr, Ya (1 —7a))- (26)
tot

Zaktadajac, ze btadzenia losowe przed i po krélewskim smoku sg staty-
stycznie identyczne (co nie wyklucza tego, ze ich pojedyncze trajektorie
moga sie znacznie rézni¢ wygladem) otrzymujemy, z doktadnoscia do nie-
usuwalnych fluktuacji, ze (vy v2), (At) = (v1 v2); (At) = C(At). Umozliwia
to przeksztalcenie wyrazenia (23) do prostszej postaci

]_ — Yd — 2At/tt0t
1— At/t,

’7d ’}/d At/ttot 2
¢ |1- — 27
+ [1 — At/ttot ( 1-— At/tt0t> I- At/ttOt] fa ( )

stanowigcej naszg referencyjng, poszukiwang relacje pomiedzy

Ca(At) C(At)

Cq(At) a C(At). Zauwazmy, ze powyzsza formula nie zalezy od kon-
kretnego usytuowania kroélewskiego smoka wewnatrz szeregu cza-
sowego w przeciwienstwie do wyrazenia (23) (analogiczna wlasnos$é po-
siada rowniez formuta (25) wynikajaca takze z powyzszego wzoru).
Zasadnicza réznica pomiedzy C'(At) i Cy(At) polega na tym, ze ta pierw-
sza asymptotycznie znika, podczas gdy ta druga nie znika. Zatem mozna

powiedzie¢, ze w zaistnialej sytuacji w uktadzie pojawito si¢ jakie$ upo-
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rzadkowanie dalekiego zasiegu, tutaj wprowadzone przez zdarzenie superek-
stremalne.

Wspomniana réznica dostarcza narzedzia pozwalajacego odrézni¢ np. po-
tegowa relaksacje spowodowang istnieniem zdarzen ekstremalnych czyli
czarnych tabedzi od relaksacji wywotanej przez zdarzenia superekstre-
malne czyli krolewskie smoki. Podkreslmy, ze nasza formuta referencyjna
(27) moze pelni¢ taka role nawet dla sytuacji bardziej ztozonych.

Przy okazji (w ramach tych samych upraszczajacych zatozen) mozna wy-

znaczy¢ (vi) i (v3), analogicznie jak (vq) i (v9), a stad wariancje Var(v;) o

<v]2> — (vj>2, j =1,2. W wyniku otrzymujemy

Var(At) = Var(vy) = Var(ve)

= (1 1 _fyd£> (Varg(v) + . _ﬁydﬁ v§> : (28)
tiot ttot

gdzie Varg(v) = Varp(v) = Varg(v) jest wariancja predkosci procesu

pozbawionego zdarzenia superekstremalnego, przy czym Varp(v) i Varg(v)
sg wariancjami predkosci procesu, odpowiednion, przed wystapieniem i po
wystapieniu zdarzenia superekstremalnego; innymi stowy, przyjelisSmy, ze
(), = <1}2>R'

Ze wzordéw (27) i (28) okreslajacych, odpowiednio, autokowariancje i wa-
riancje procesu zawierajacego zdarzenie superekstremalne, wynika natych-
miast, ze funkcja autokorelacji predkosci procesu stochastycznego VAF e
Ca(At)/Var(At) jest zalezna jedynie od zmiennej At co oznacza, ze proces
stal sie stacjonarny (jest to tzw. staba stacjonarnosc¢). Oczywiscie, VAF(At)

jest okreslona przez trzy parametry'®, v4, tor i v4, podobnie jak Cy(At) ale,

ze wzgledu na prostsza postac tej drugiej, bedziemy w dalszym ciggu roz-

14Nie bierzemy tutaj pod uwage zupetnie innych parametréw okreélajacych C(At).
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waza¢ autokowariancje a nie funkcje autokorelacji.
Jezeli spelnione jest zalozenie (26), mozliwe jest uproszczenie wyrazenia

(27) do postaci
Ca(At) = (1 =) [C(AY) +7a0] . (29)

Wyrazenie to zalezy m.in. od dwbéch parametréw v4 i vy catkowicie charak-
teryzujacych zdarzenie superekstremalne. Parametry te mozna odczytac z
poczatkowej i asymptotycznej wartosci funkeji Cy(At).

Podobnie rzecz sie ma ze wzorem (28), ktéry przechodzi w nastepujacy
Var(At) = (1 —vaq) (Varo(v) + vdvfl) : (30)

gdzie teraz wariancja Var(At) jest juz niezalezna od At, nie zmieniajac
tym samym ksztaltu funkcji autokorelacji w stosunku do ksztattu auto-
kowariancji. Wskazuje to raz jeszcze na mozliwo$¢ uzywania w naszych

rozwazaniach autokowariancji predkosci procesu a nie koniecznie funkcji

autokorelacji predkosci VAF'.

6.2 Przypadek zdarzenia superekstremalnego typu

szoku

Aby zbadaé¢ sytuacje w ktérej zdarzenie superekstremalne typu szoku poja-
wilo sie wewnatrz danego szeregu czasowego (patrz przypadek (b) zdefinio-
wany w rozdz. 4), musimy zamienié¢ zatozenie (2) przedstawione w rozdz.

6.1 przez nastepujace

ty = dt. (31)
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Jak wida¢, czas trwania zdarzenia superekstremalnego jest tak krotki jak
to jest tylko mozliwe rownajac si¢ czasowi trwania pojedynczego kroku dys-
kretyzacji czasu dt. Powyzsze zalozenie wymaga modyfikacji sktadowych
(2) i (4) w wyrazeniu (14). Mianowicie, sktadowe te wraz z odpowiadaja-

cymi im wagami zamieniane sa przez ponizsze

< > def. dt
V1Vg), = VLU w = ————
102 2 L Vd, 1 ttot—At’
i
VIUg), = VgV Wy = ———.
1V2) 4 d VR, v
Co wiecej, zamiast sktadowej (3) podstawiamy
At — dt
== 32
(viva)g,  ws o — AL (32)
gdzie predkosci v1 = v i v9 = vg sa ulokowane odpowiednio przed i za
szokiem. Stad, nowa formuta na Cy(At) przybiera postaé
Ca(At) = [(tp — At) (v1v2), (At) + dtvrvg + (At — dt) (v v2) 5 (At) + dt vgug
1
tr — At At)|———
+ (tr ) (v1v2)s ( )]tmt—At

— [tov)y +dtvg+ (tr — At) (V) ] [(tr — At) (v), + dtvg + tr (V) 5]

1
7(%@ —ADE (33)

Analogicznie jak dla przypadku dhugotrwatego zdarzenia superekstremal-
nego przyjmujemy'®, ze (vyv2), (At) = (v1v2)5 (At) = (v1v9)5 (At) =

C(At) co w przypadku nieobecnosci dryfu w uktadzie prowadzi do uprosz-

157 zalozenia tego mozna by zrezygnowaé ale wtedy wzroénie stopien komplikacji
dalszych wzorow.
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czonej postaci réwnania (33)

tior — At — 2dt
Ca(Al) = “ttt_m C(At) +

(v +vr) Xa ( Xq
tior — At tior — At

).

gdzie Xy = dtwv, jest wielkoScig szoku. Zauwazmy, ze vy, i vg sa predko-
sciami chwilowymi rozdzielonymi przedzialem czasu 2At. Z definicji kroku
czasowego dt otrzymujemy natychmiast, ze dt < t;,; — At; stad, rownanie

(34) mozna dalej uprosci¢

Xd 1 Xd 2 1 ’
Ca(At) = C(At T (—) T At )
a(At) (At) + (vr + UR)ttot 1— At/t + trot (1 — At/ttot>

(35)

do naszej drugiej podstawowej formuty. Réwnanie to bedzie w dalszym
ciagu przeksztalcane w rozdz. 7 prowadzac do tego, ze dyspersja autoko-
wariancji Cy(At) bedzie wyrazona przez zalezna od czasu dyspersje suma-
rycznej predkosci vy, + vg. W ten sposob uzyskamy autokowariancje Cy(At)
w postaci odpowiedniej obwiedni. Utatwi to dopasowanie Cy(At) do wyni-
kow symulacji.

Przy okazji zauwazmy, ze wariancja predkosci procesu przyjmuje w tym

przypadku postac

1 X, 1
Var(At) = ————Varg(v) + vg —2

= _— 36
1— At/ttot ttot 1-— At/ttot ( )

Z wyrazen (35) i (36) wynika bezposrednio, ze VAF zalezy jedynie od
zmiennej At co oznacza, podobnie jak w poprzednim przypadku (dtugo-
trwalego zdarzenia superekstremalnego), ze mamy tutaj do czynienia réw-
niez z sytuacja stacjonarna (takze w stabym sensie). Zatem podobnie jak w

poprzednim przypadku, bedziemy dla prostoty wykorzystywaé¢ formute (35)
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Wyprowadzenie wzoréw na autokowariancje w obecnosci krélewskich smokéw

a nie bardziej skomplikowang dla V AF.
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7

7.1

Algorytm i otrzymane wyniki

Dynamika stochastyczna

Dynamika stochastyczna jest w istocie rzeczy algorytmem umozliwiajacym

symulowanie kolejnych, pojedynczych krokéw procesu w ramach formali-

zmu WM-CTRW. Sktada si¢ ona z trzech nastepujacych etapow:

(i)

(i)

(iii)

najpierw losowany jest, w danym pojedynczym kroku btadzenia, in-

deks j z rozktadu (3),

nastepnie mozna juz wykorzysta¢ réwnanie stochastyczne okreslajace

czas trwania t tego kroku
t=—7o77 In(1 - R), (37)

gdzie R € [0, 1] jest liczba przypadkowa generowang z rozktadu jedno-
rodnego okreslonego na przedziale jednostkowym; zauwazmy, ze (37)

jest réwnowazne (6),

przemieszczenie w pojedynczym kroku jest wyznaczone za pomocy

ponizszego rownania stochastycznego
x(t) = Evgvit; (38)

zmienna losowa £ opisuje szum dychotomiczny (tzn. £ = +1 albo —1

/

z jednakowym prawdopodobiefistwem 1/2) oraz z(t) ‘< X (#')— X (¥ —

t), gdzie t’ jest czasem biezacym (a nie przedzialem czasu jak t).

W ten sposéb udato nam sie skonstruowac¢ pojedyncza trajektorie procesu

btadzenia losowego w czasie ciggltym. Oczywiscie, 79, 7 i vg, v sa steruja-

cymi parametrami wejsciowymi (zostaly one ustalone przed rozpoczeciem
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symulacji). W dalszym ciagu przyjmujemy dla uproszczenia, ze parametry
kalibrujace 7o = 11 vy = 1.

Jak wida¢, powyzsza trajektoria zostata zbudowana w ramach niestacjo-
narnej wersji formalizmu CTRW, gdzie pierwszy krok btadzenie nie jest
wyr6zniony [22, 32, 33], tzn. WTD dla pierwszego skoku ma taka sama
posta¢ jak dla pozostatych krokow. Wtasnie, w ramach formalizmu WM-
CTRW ma miejsce osobne traktowanie WTD dla pierwszego kroku'¢ [33].
Na szczesdcie, VAF wyprowadzona w ramach formalizmu WM-CTRW umoz-
liwia poréwnanie jej przewidywan z wynikami symulacji. Jest to mozliwe
dzieki temu, ze przy jej konstruowaniu wykorzystuje sie srednig ruchoma,
ktéra z definicji usrednia po warunkach poczatkowych stacjonaryzujac

V AF. Opisany powyzej algorytm zostal wykorzystany w rozdz. 7.2. Wta-
$nie uzyskana dzieki temu trajektoria byta przerywana zaréwno przez dtu-
gotrwate zdarzenie superekstremalne jak tez (osobno) przez zdarzenie su-
perekstremalne typu szoku. Sposéb przygotowania dtugotrwatego zdarzenia

superekstremalnego wymaga nieco wigcej wyjasnien.

7.1.1 Konstrukcja dlugotrwalych zdarzen superekstremalnych

Dynamika stochastyczna zdefiniowana réwnaniami (37) i (38) jest trojwy-
miarowa, tzn. jest sterowana za pomocg poziomu struktury hierarchicz-
nej j, liczby losowej R oraz zmiennej dychotomicznej &, przy czym tylko
pierwsze dwie zmienne sg odpowiedzialne za wielko$¢ pojedynczego kroku

btadzenia. Jednak w przypadku generowania dtugotrwalych zdarzen super-

6Mozna wykazaé, ze nawet w takim przypadku bladzenie losowe ma ogélniejszy cha-
rakter niz persystentny, fraktalny ruch Browna [53] wprowadzony przez Mandelbrota i
van Nessa. Jest tak dlatego, ze otrzymany propagator moze mie¢ postaé niegaussowska
dla1/8>1/a.
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ekstremalnych wykorzystujemy uproszczong dynamike stochastyczng!”. W

tym celu zastepujemy réwnanie (37) prostszym
t=tg = vy 7. (39)

Jak wida¢, wielkos¢ dtugotrwatego krolewskiego smoka jest kontrolowana
teraz tylko przez jedna zmienng, a mianowicie j = jg4, gdyz predkosé¢ tego
zdarzenia vy = vy 1’4, czas jego trwania t; = 75 77¢ oraz jego przemieszcze-
nie xy = £ by V¢, gdzie by = vy 19 oraz b = v T.

Inaczej méwiac, proces stochastyczny zdefiniowany rownaniami (39) i (38)
jest procesem uproszczonym. Jest on dyskretny w czasie a stad i w prze-

strzeni, gdyz
x(t) = 24 = Evg T VI 794 = £ by b2, (40)

Jezeli index j4 zostal ustalony, to automatycznie czas miedzytransakcyjny
jest takze ustalony. Jest on réwny $redniemu czasowi definiujacemu rozktad
wyktadniczy dany wyrazeniem (37), czy réwnowaznie przez (6).

Jak wida¢ mamy tutaj do czynienia z dwoma rodzajami proceséow stocha-
stycznych. Pierwszym, ktory lezy u podstawy formalizmu WM-CTRW,
czyli u podstawy czasoprzestrzennej hierarchii zdarzen losowych i drugi
proces, ktory generuje dtugotrwate zdarzenia ekstremalne z uproszczonej,
takze hierarchicznej ale dyskretnej dynamiki stochastycznej. Ten drugi pro-
ces charakteryzuje si¢ zarowno brakiem fluktuacji pojedynczych przemiesz-
czen jak tez czasow miedzytransakcyjnych. Faktycznie, proces ten zostal

wykorzystany w rozdz. 7.1.2 do wyjadnienia definicji czarnych tabedzi.

"Dynamik stochastycznych umozliwiajacych generowanie dlugotrwalych zdarzen su-
perekstremalnych mozna zaproponowaé wiele - my zdecydowaliémy sie na taka, ktéra
pozwoli przy okazji krotko objasni¢ takze sens i role czarnych tabedzi.
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Teraz jesteSmy juz w stanie skonstruowac¢ dtugotrwate krolewskie smoki do-
brze widoczne na tle reszty zdarzen (a w tym na tle czarnych tabedzi) na-
lezacych do stochastycznej, czasoprzestrzennej hierarchii zdarzen losowych.
Mianowicie, wystarczy po prostu wybraé (a nie wylosowaé) index j4 duzo
wiekszy od maksymalnego poziomu j = jyax definiujacego najdtuzsze po-
jedyncze przemieszczenie w ramach wysymulowanej trajektorii. Wtasnie ta
prostota generowania dtugotrwatych zdarzen superekstremalnych byta jed-

nym z wazniejszych powodow wyboru przedstawionego powyzej podejscia.

7.1.2 Hierarchiczne bladzenie losowe a zdarzenia ekstremalne

W niniejszym rozdziale pokazujemy, ze (w istocie rzeczy) to czarne tabe-
dzie rzadza hierarchicznym bladzeniem losowym. W tym celu zauwazmy, ze

stosunek wag

w1 _ 1 "
w(g) N

jest niezalezny od indeksu j. Oznacza to, ze (Srednio rzecz biorac) prze-
mieszczenie o numerze indeksu j 4+ 1 jest N razy mniej prawdopodobne od
przemieszczenia o wezesniejszym numerze indeksu j. Czyli zanim wystapi
to pierwsze przemieszczenie (o indeksie j+ 1), pojawi sie N tych drugich (o
indeksie 7).
Powyzsze rozwaznia zilustrowano na rysunku 6 w postaci czasoprzestrzen-
nej trajektorii sktadajacej sie z hierarchicznie (narastajaco) uporzadkowa-
nych krokéw (77, b7), j = 0,1,2. Dla wigkszej pogladowosci zaniedbano
tutaj (na mocy prawa wielkich liczb Bernoulliego) zaréwno fluktuacje wiel-

kosci krokow jak tez ich kolejnosci. Zatem, dokonaliémy tutaj transformacji

od hierarchii stochastycznej do odpowiadajacej jej hierarchii determini-
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A
= N=3
Q
S . )
N p—
§ Jmax b2
g
Q
N
R >
TZ
bl
1 G
>
1 Czas

Rysunek 6: Schematyczna trajektoria hierarchicznie uporzadkowanych
krokéw (77, v7), dla prostoty, dla N = 31i jyax = 2 oraz jednostkowych
wartosciach parametréw kalibrujacych 7y = 110y = 1. Oczywiscie, w
naszych obliczeniach przyjeliSmy japax > 1. Zatem zdarzenie ekstremalne,
czyli czarny labed?, jest zdefiniowany w postaci pary (7/MAx | pinax j).

stycznej przyjmujac, ze ich wymiary fraktalne (samopodobienistwa) sa takie
same. Takie podejécie utatwi nam wyjasnienie definicji czarnego tabedzia.
Korzystajac z rysunku 6 mozna tatwo wyprowadzi¢ relacje pomiedzy wiel-
koscig trajektorii a indeksem jp;4x charakteryzujacym rozmiar zawartej

w tej trajektorii struktury hierarchicznej. To wtasnie indeks jyrax defi-
niuje czarnego tabedzia po prostu w postaci pary (7/M4x p/max j), Dla
Jmax > 1, wielce charakterystyczna, najbardziej prawdopodobng wiel-
kosé kwadratu (sumarycznego) przemieszczenia mozna przestawi¢ w kilku

rownowaznych postaciach

X? = X%(jmax;bo, b, N)
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Q

/Nyt 1

b?/N —1
(by)? m (b?*)imax - for b2 /N > 1
L~ Nimax — for > /N < 1

~ <b0)2 NImAax

Q

1-b2/N
lub
A-YN)*/P LYP for B <2
X2 ~ <b0)2 1—1/1]\121/;3]\—[1 ) ﬂ (43)
TN L, for g > 2
jak tez

W (rprax)?, for <2

%L, for g > 2

X? = (44)
dzigki temu, ze pojedyncze kroki sa nieskorelowane, ich catkowita liczba

dana jest wzorem

L = L(jMAx;N) ~ Nimax +NjA{AX_1 + Nimax—2 + .. +N0
1
1-1/N

Q

NIimMax (45)

<b0)2 (NjMAX (1)2)0 4 NJ']\/IAX*l <b2)1 4 Nj]\/IAX*2 (b2)2 o+ NU (b2)j]\/IAX)

(42)

a pojedyncze przemieszczenie czarnego tabedzia jest postaci xpax = by HMAX

Marginalny przypadek 3 = 2 nie jest tutaj rozwazany. Wida¢, ze dla § < 2,
tzn. dla przypadku gdy X? skaluje sie z L zgodnie z prawem potegowym
(tutaj o wyktadniku 2/03) otrzymujemy, ze X2 jest catkowicie okreslone
przez x3; 4%, czyli przez kwadrat elementarnego przemieszczenia zdarze-
nia ekstremalnego. Jest to wlasnie ten wynik o ktéry nam chodzilo.

Przy okazji zauwazmy, ze dla 1 < g < 2, funkcja autokorelacji VAF maleje

Narodowy Bank Polski



Algorytm i otrzymane wyniki

potegowo z L (dla duzych wartosci L), tzn.

1

(46)
Tak wiec, w przypadku [ < 2, pod nieobecnosc zdarzen superek-
stremalnych, Swiatem bladzen hierarchicznych rzadza zdarzenia
ekstremalne.

Zgodnie z oczekiwaniami, dla ruchéw Browna (tzn. dla przypadku g >

2 i asymptotycznie duzej wartosci jyax w wyrazeniach (42), (43) i (44))
czynnik poprzedzajacy L w wyrazeniu (43) rowna sie, w zasadzie, temu
obecnemu w wyrazeniu (8). Pominiecie tutaj cyfry 2 wynika tylko z braku
fluktuacji miedzytransakcyjnych przedziatéow czasu.

Teraz jestesmy juz gotowi aby udzieli¢ odpowiedzi na pytanie o rozktad
pojedynczych przemieszczen | z |= by ¥ procesu. OdpowiedZ wymaga
po prostu zamiany zmiennej j na | x | w rozktadzie w(y), ktéry jest dany

wyrazeniem (3). Dzieki temu uzyskujemy pokrewny (unormowany) rozktad

g

w(| )~ b (T2 | Jbo)P0 (47)

gdzie; | & |> by; powyzsza formula jest, de facto, stuszna dla | x > by (bo-
wiem wtedy zmienna j mozna traktowaé jak zmienna ciagta). Jak wiadomo
[38, 28], potegowy rozktad zdarzen prowadzi do rozkladu Frécheta zdarzen
ekstremalnych. Dla asymptotycznie duzych wartosci argumentu rozktad ten
zachowuje wspomniane prawo potegowe o tym samym wyktadniku Pareto
ale dodatkowo pojawia sie czynnik korekcyjny (do tego prawa skalowania)
zanikajacy potegowo z wyktadnikiem o 1 nizszym. Zauwazmy, ze rozktad
(47) jest stuszny dla dowolnej wartosci wyktadnika (3

Z wyrazen (43) i (44) wyptywaja dwa wazne wnioski. Mianowicie, jezeli
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rozmiar bladzenia losowego (tutaj, przykladowo, najbardziej prawdo-
podobna warto$¢ kwadratu przemieszczenia) skaluje sie z liczba krokéw
wedlug jakiego$ prawa potegowego, tzn. jezeli mamy do czynienia
z jakims$ fraktalnym (ulamkowym) bladzeniem losowym, wtedy
wspomniany rozmiar jest catkowicie wyznaczony przez wielkosé
czarnego tabedzia. W przeciwnym razie dominujg (standardowe) ruchy
Browna i nie obserwuje si¢ jakiegokolwiek wptywu czarnych tabedzi. Wia-
$nie w taki spos6b przejawia sie progowy charakter wplywu czar-
nych labedzi na struktury hierarchiczne.

Dodajmy teraz, ze jezeli z jakichkolwiek powodéw pojawi sie zda-
rzenie o indeksie j; znacznie wiekszym od j, 4x, wtedy mozemy
powiedzieé, ze w ukladzie pojawil sie dtugotrwaly krélewski smok.
Do zagadnienia wystepowania zdarzen superekstremalnych przechodzimy w

kolejnym rozdziale.

7.2 Poréwnanie przewidywan formalizmu teoretycz-
nego z wynikami symulacji

W niniejszym rozdziale rozwazamy, dla przyktadu, bazowe btadzenie losowe
w postaci fraktalnego ruchu Browna. Oznacza to, ze rozwazamy wybrany
obszar dyfuzyjnego diagramu fazowego zdefiniowany np. za pomoca wy-
ktadnika 1/3 jedynie troche mniejszego od 1/«. Zauwazmy, ze nieréwnosé
1/8 < 1/« jest réwnowazna v < 1, co oznacza, ze predko$¢ btadzenia lo-
sowego maleje z indeksem j (poziomem czasoprzestrzennej hierarchii). W
takim przypadku kazdy skonczony moment sumarycznego (wielokrokowego)
przemieszczenia jest, dla skonczonego czasu, ograniczony [33, 34]. Taki wy-
bor jest motywowany tym, ze w rzeczywistosci kazdy tego typu moment

zbudowany na skoniczonym (w czasie) szeregu czasowym jest zawsze ograni-
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czony. Inne wybory, dotyczace innych faz dyfuzyjnych sg takze warte zba-

dania.

Dodajmy, ze zdarzenia superekstremalne zostaty przez nas wtozone recznie
do wnetrza szeregu czasowego w taki sposob aby spetniona byta konieczna
nieréwnos¢ Atyax < tr, tg. Dlatego jesteSmy zmuszeni traktowaé te zda-

rzenia jak endogeniczne.

7.2.1 Wiyniki dla dlugotrwalego zdarzenia superekstremalnego

Rozwazamy przypadek, gdy czynnik stojacy przed v3 w réwnaniu (27)

jest dodatni. Oznacza to, ze mamy do czynienia z nieréwnoscig, tf—:t <

Yd (1 — #ﬁ/tm)’ tylko troche mocniejsza od f—; < 1, potrzebna przeciez
do wyprowadzenia naszego wyrazenia na Cy(At) w obecnosci dtugotrwa-
tego krélewskiego smoka.

W zbiorczej tabeli 1 przedstawiono nieunormowane statystyki poziomdow
czasoprzestrzennej hierarchii, S(7), (w postaci odwroconych piramid) in-
deksowanych za pomocg j = 0,1,2,...,12. Otrzymano je w ramach pro-
cesu WM-CTRW dla czterech trajektorii o jednakowych warto$ciach para-
metréow sterujacych o = 1, 7 = 2,520, v9 = 1, v = 0,9921 N = 4 oraz
bp =vom =1, b =v71 = 2,50. Na przyktad, na przecieciu wiersza numero-
wanego indeksem j = 3 oraz drugiej kolumny umieszczona jest liczba (tuta]
réwna 809231) méwiaca ile razy zdarzenie o indeksie j = 3 pojawito sie w
symulowanej trajektorii.

Zauwazmy, ze kazda trajektoria zawiera tylko jednego dtugotrwatego kro-
lewskiego smoka. Kolejne trajektorie (kolumny od drugiej do piatej) zawie-
raja coraz wickszego krélewskiego smoka zdefiniowanego, odpowiednio, za
pomocg rosnacej wartosci jg = 13,15,17,19. Liczby te sa, oczywiscie wiek-

sze od maksymalnej wartosci indeksu 7 = 12, bedacego wspolnym wierz-
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Tablica 1: Cztery nieunormowane statystyki S(j) (odwr6cone piramidy)
hierarchii pozioméw (indekséw) j dla czterech zdarzen superekstremalnych
o roznej wielkosci j4.

| Poziom j || S(j): ja=13 | S(): ja=15| S(): ja=17 | S(j): ja=19 |
0 51763445 51439530 49410801 36182538
1 12948042 12866869 12360063 9049915
2 3234819 3214452 3087567 2260332
3 809231 804047 772246 565401
4 202591 201289 193303 141499
5 50583 50521 48326 35374
6 12773 12704 12211 8895
7 3162 3141 3012 2212
8 811 801 765 565
9 192 191 181 128
10 48 47 43 29
11 6 6 6 4
12 5 5 4 3
13 1 0 0 0
14 0 0 0 0
15 0 1 0 0
16 0 0 0 0
17 0 0 1 0
18 0 0 0 0
19 0 0 0 1

chotkiem wszystkich piramid. Za pomoca pogrubionych jedynek, umiesz-

czonych pojedynczo w kazdej kolumnie od drugiej do piatej powyzej wier-

sza o indeksie j = 12, oznaczono dtugotrwate krolewskie smoki. Jak widac,

oddalajg sie one od wspoélnego wierzchotka piramid, co wynika z ich wzra-

stajacej wielkosci. Dodajmy jeszcze, ze czas trwania, ¢4, jakiegokolwiek spo-

érod tych zdarzen superekstremalnych wynosi 774 zamiast —77¢ In(1 — R).

W ten sposéb pozbywamy si¢ niekontrolowanej liczby losowej R, czyniac

czas trwania okre§lony jedynie za pomoca jednej zmiennej j, (patrz rozdz.

7.1.1). Odpowiada to, po prostu, przejsciu od losowego do sredniego czasu
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trwania krélewskiego smoka.

Podkreslmy, ze ta czes¢ kazdej trajektorii, jaka znajduje sie na lewo od dtu-
gotrwatego krolewskiego smoka jest taka sama dla wszystkich trajektorii.
Co wiecej, catkowita dtugosé kazdej z trajektorii, ,,, jest takze taka sama.
Zatem, przedziat czasu tg szeregu czasowego znajdujacego sie za dlugo-
trwatym krolewskim smokiem maleje odpowiednio ze wzrostem t4. Przeja-
wia sie to w postaci malejacej statystyki pozioméw S(j). Na przyklad, w
wierszu indeksowanym 7 = 9, w kolumnach od drugiej do piatej, znajduja
sie liczby malejace 192,191, 181, 128; podobnie rzecz si¢ ma z pozostatymi
wierszami tabeli.

Na rysunku 7 poréwnano przewidywania formuly (27) (cienkie, ciagte linie)
z wynikami symulacji (grube ciagte linie) dla czterech wartosci ¢4 a mia-
nowicie tq/Atyax = 1,653; 10,496; 66,651; 423, 263, ktore odnosza sie,
odpowiednio, do j; = 13, 15, 17, 19. Zwr6¢my uwage, ze chwilowe okno
czasowe At rozcigga sie od At = dt do At = Atyax = 10°dt z krokiem
dyskretyzacji dt = 1, przy czym catkowita dtugos¢ szeregu czasowego z jaka
mamy tutaj do czynienia jest ustalona i wynosi t;,; = 1400 Aty 4x, bedac
jednakowa dla wszystkich czterech statystyk S(j) przedstawionych w tabeli
1.

Odchylenie krzywych (zaréwno teoretycznych jak i pochodzacych z symu-
lacji) na rysunku 7 ku gorze (pozytywne) jest bezposrednim skutkiem po-
jawienia si¢ dtugotrwatego zdarzenia superekstremalnego. Wedtug naszych
oczekiwan, zgodnosé pomiedzy przewidywaniami teoretycznymi (formuta
(27)) a wynikami symulacji (przedstawiona na tym rysunku) jest tym lep-
sza im bardziej dtugotrwale jest to zdarzenie, czyli im wyzej lokuje si¢ ¢4
w stosunku do wierzchotka hierarchii czasoprzestrzennych przedstawionych

w tabeli 1 (patrz lokalizacja pogrubionej jedynki). Innymi stowy, krzywe
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Rysunek 7: Por6wnanie przewidywan formuly (27) (cienkie, ciggte linie)

z wynikami statystycznych symulacji numerycznych (ciagle, grube li-

nie) dla czterech réznych wartosci stosunku charakterystycznych czaséw
tq/Atyax = 1,653; 10,496; 66,651; 423,263 [x10°], ktore odnosza sie,
odpowiednio, do j;, = 13, 15, 17, 19. Linie przerywana otrzymano na pod-
stawie wzoru (11), czyli pod nieobecnosé krélewskiego smoka. Wszystkie
krzywe byty wyznaczone dla tych samych wartosci parametréow sterujacych
T = 252, v = 0992 0raz N = 4. Zwr6¢my uwage, ze przewidywania
teoretyczne dla j; = 171 19 sa prawie nierozréznialne (w ramach zdolnosci
rozdzielczej wykresu) od odpowiadajacych im wynikéw symulacji, w ca-
lym dostepnym przedziale czasu dt < At < Atyax. Jak widaé, obecnosé
dhugotrwatego krélewskiego smoka odchyla krzywe od linii prostej (w skali
log —log) tym bardziej im bardziej dtugotrwale jest zdarzenie superekstre-
malne.

teoretyczne zdefiniowane za pomoca j; mniejszych od 19 stosunkowo nie-
znacznie réznia si¢ od swoich empirycznych odpowiednikow. Oczywiscie,
wielkos¢ C'(At) sterowana jedynie obecnoscia czarnych tabedzi (czyli pod
nieobecnosé krélewskiego smoka), dana wyrazeniem (11), zostala réwniez
przedstawiona na rysunku 7 (w postaci lini przerywanej) jako wynik odnie-

sienia (referencyjny).
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7.2.2 Wiyniki dla zdarzenia superekstremalnego typu szoku

Na rysunku 8 przedstawiono wyniki symulacji funkcji autokorelacji Cy(At)
dla trzech réznych wartosci szoku X4/ Xpyax = 1.90; 11.3; 24.4, gdzie
Xnax jest maksymalng przestrzenng wartoscig przemieszczenia w poje-
dynczym kroku btadzenia losowego, nalezaca do symulowanej czasoprze-

strzennej hierarchii, niezawierajacej zdarzenia superekstremalnego.

1
S,
(&) ) .
% 0.1 bez "dragon-king" (symulacja) =
-: ]
©
=
e e e
2 N . .|| SNy e———
8 0.01 e Xd=5.26><106 (a)
S E e X4=2.44x10° (b)
< [ X;=0.41x10° (c) Al
bez "dragon-king" (teoria) . || @ \Mif
0.001 Y B B |
10° 10 102 10° 10* 10°
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Rysunek 8: Por6wnanie przewidywan formuly (48) (linie: kropkowane,
przerywane kropkami oraz szare ciagte) z wynikami symulacji (odpowiednie
obszary o réznym stopniu szaro$ci ulokowane pomiedzy wspomnianymi li-
niami) oznaczone dodatkowo (odpowiednio) literami a, b, oraz ¢ dla trzech
roznych wartodci skoku Xy = 0.41, 2.44, 5.26 [x10°]. Czarna linia ciggla
jest przewidywaniem wynikajacym z formuly (11), czyli pod nieobecnosé
zdarzenia superekstremalnego w postaci szoku. Odpowiadajacy tej linii
wynik uzyskany na drodze symulacji jest przedstawiony za pomoca naj-
bardziej wewnetrznego, ciemnego, rozszerzajacego sie obszaru. Podobnie
jak dla dtugotrwatego zdarzenia superekstremalnego, wszystkie krzywe
otrzymano dla wspolnych wartosci parametrow 7 = 2,52; v = 0,992 and
N =4.

Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie rozwazane tutaj szoki maja charakter eg-

zogeniczny, gdyz wzieto je spoza czasoprzestrzennej hierarchii szeregow

czasowych. Symulowane szeregi czasowe maja, podobnie jak w poprzed-
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nim przypadku, dtugosé t;,; = 1400 Atyrax 1 s identyczne za wyjatkiem
samego szoku.

Uderzajaca cecha symulowanych funkcji autokorelacji predkosci jest ich
rozrzut sugerujacy pojawienie si¢ jakiejs niestabilnosci. Dlatego wygodnym
uproszczeniem jest zmodyfikowanie formuty (35) tak aby mie¢ do czynienia
jedynie z obwiednia tego rozrzutu. Tego typu formute mozna uzyskaé¢ np.
poprzez zamiane sumy predkosci chwilowych vy + vg wystepujacej w tej
formule na jej dyspersje o = /(v +vg)2) = v2,/02 + C(2At), gdzie
02 = (v}) = (v}) poniewaz zatozyliémy upraszczajaco, ze szok nie zmienia
charakteru btadzenia losowego ani przed ani za szokiem.

Opracowana przez nas metodologia umozliwia takze bardziej realistyczne
podejscie, gdy np. dyspersja empiryczna jest jedynie utamkiem zdefinio-
wanej powyzej dyspersji o. Zatem, w dalszym ciggu proponujemy bardziej

elastyczng formutle postaci

2

X X
Cu ) = C(A1) £ V2o e (tt t —dm> , (48)

gdzie o def. \/m , przy czym czynnik fenomenologiczny 0 < f <
1, jest wspolny dla wszystkich trajektorii. Wtasnie poréwnanie przewidy-
wan tej formuty z wynikami odpowiadajacych im symulacji przedstawiono
na rysunku 8. Widoczne sg jedynie niewielkie réznice dla przyjetej (naj-
lepszej) wartosci f = 0.30 pomimo, ze rozproszenie danych empirycznych
rosnie ze wzrostem stosunku X /. Zasadniczym powodem zauwazalnych
odstepstw przewidywan teoretycznych od wynikow symulacji jest pojawie-
nie sie spontanicznego trendu, bedacego artefaktem wynikajacym z istnie-

nia fluktuacji oraz ze skonczonej dtugosci analizowanego szeregu czasowego.
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Zauwazmy, ze jest mozliwe dalsze uproszczanie wyrazenia (48) do postaci

CalA) = C(AY) £ V30, f—d _ (&)2 , (49)

tot ttot

o ile spetniona bylaby silna ale usprawiedliwiona nieréwno$¢ Atyrax /tio <

1.
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Whnioski i krétkie podsumowanie

W niniejszym Raporcie przedstawiliSmy oryginalna metodologie oraz wstepne

wyniki badan uzyskane na drodze analitycznej oraz symulacji komputero-

wych zaleznej od czasu autokowariancji predkosci procesu stochastycznego,

charakteryzujacej (jak wiadomo) statystyki drugorzedowe. Statystyki te sa

szczegOlnie wrazliwe na obecno$é réznorakich fluktuacji, dysypacji i korela-

cji w uktadzie. Zbadalismy:

(1)

na drodze analitycznej wptyw dwoch charakterystycznych rodzajow
zdarzen superekstremalnych, czyli dtugotrwatego krélewskiego smoka
oraz krolewskiego smoka w postaci szoku, na zalezng od czasu auto-
kowariancje predkosci bazowego procesu stochastycznego; przy czym
na tym etapie zaktadalismy jedynie, ze proces bazowy jest stacjo-
narny w sensie stabym [19] (natomiast o ergodycznosci procesu sto-

chastycznego niczego nie zakladalismy).

Zbadalidémy na drodze statystycznych symulacji numerycznych (czyli
metoda Monte Carlo), ze wspomniany powyzej wptyw w istotny spo-
sob zmienia swobodne autokowariancje predkosci procesu, tutaj sy-
mulowane przyktadowo w ramach formalizmu hierarchicznego bta-
dzenia losowego w czasie ciagltym Weierstrassa-Mandelbrota. Wspo-
mniany wplyw, zasadniczo rézny dla obu rodzajéw krélewskich smo-
kow, zostal przedstawiony na rysunkach 7 i 8. Jak widaé, otrzymane
zgodnosci pomiedzy przewidywaniami uzyskanych przez nas formut
teoretycznych (27) i (48) a wynikami empirycznymi sg catkiem dobre,

przy czym powody niewielkich odstepstw sa dobrze rozumiane.

Co wiecej, w ramach naszego podejscia powstato szereg posrednich

formul (np. (20), (23) i (33)) na funkcje Cy(At) gotowych do zasto-
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sowania w ogélniejszych sytuacjach (niz analizowane tutaj). Na przy-

ktad,

(a) gdy pojawienie sie zdarzenia superekstremalnego zmienia cha-
rakter btadzenia losowego, np. gdy btadzenie po ustaniu tego
zdarzenia jest juz scharakteryzowane innymi warto$ciami para-

metrow,

(b) gdy przez caly czas trwania procesu stochastycznego mamy do

czynienia z btgdzeniem losowym w obecnosci dryfu,

(c¢) gdy w stosunkowo niewielkim przedziale czasu pojawia sie wiecej
niz jeden rodzaj zdarzenia superekstremalnego (efekt mozliwego

klastrowania sie zdarzen superekstremalnych),

Jak wida¢ na rysunku 7, pojawienie si¢ dtugotrwatego krélewskiego smoka
wyprowadza uktad ze stanu rzadzonego przez czarne tabedzie. Istnienie
dhugotrwatego krolewskiego smoka jest sygnalizowane poprzez wyrazne, do-
datnie odchylenie czasowego przebiegu autokowariancji od linii prostej (w
skali logarytmiczno-logarytmicznej). Wykazalismy (patrz wzor (29) oraz
rys. 7), ze autokowariancja nie zanika w czasie, wprowadzajac tym samym
jakie$ uporzadkowanie dalekiego zasiegu wywotane predkoscia dryfu kro-
lewskiego smoka. W tym sensie mozemy méwi¢ o nieliniowym wplywie
wspomnianego dryfu na wtasnosci uktadu, porzadkujacym go. To dtugo-
trwate ale skoniczone w czasie dziatanie krolewskiego smoka na trwate zmie-
nia charakter ewolucji ukladu. Mozemy przypuszczaé, ze mamy tutaj do
czynienia z przemiang fazowg typu nieporzadek-porzadek, czyli przejsciem
uktadu pomiedzy wspomnianymi powyzej stanami (zanikajacej i niezanika-
jacej autokowariancji). To nieznikanie autokowariancji jest zasadnicza cecha

odrozniajaca autokowariancje w obecnosci dtugotrwatego zdarzenia super-
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ekstremalnego od tej obliczonej pod jego nieobecnosé. Zatem, roznica ta
dostarcza narzedzia umozliwiajacego ilosciowe wykrywanie dtugotrwatego
zdarzenia superekstremalnego zaréwno w symulowanych jak tez empirycz-
nych szeregach czasowych.

Rysunek 8 pokazuje, ze réwniez zdarzenia superekstremalne w postaci szo-
kéw zasadniczo zmieniaja przebieg czasowy autokowariancji predkosci pro-
cesu, C'(At), ale zupekie inaczej niz dtugotrwate zdarzenia superekstre-
malne. Zreszta widaé, ze obie formuly (27) i (48) sa istotnie rézne. Wykres
na rysunku 8 wyraznie wskazuje, ze nawet najprostszy szok (niezmienia-
jacy charakteru bladzen losowych przed i po szoku) wprowadza do uktadu
niestabilnos¢ przejawiajaca sie¢ w postaci wahan o ogromnej amplitudzie,
niezaleznie od miejsca usytuowania szoku. Zatem, jezeli obserwujemy tego
typu przebieg autokowariancji predkosci procesu, Cy(At), w czasie to mo-
zemy przypuszczacé, ze badany szereg czasowy zawiera krolewskiego smoka
w postaci szoku. Innymi stowy, funkcje Cy(At) mozna traktowaé jak czuly,
ilosciowy detektor tego typu szokow.

Podsumowujac mozna powiedzie¢, ze mozliwe jest zaobserwowanie na rynku
finansowym zjawiska polegajacego na tym, ze jedno jedyne zdarzenie jest w
stanie znaczaco zakloci¢ przebieg procesu stochastycznego, tzn. w istotny
spos6b zmieni¢ jego dlugookresowe (dtugoczasowe) wlasnosci np. czasowy
przebieg autokowariancji. Tego typu wplyw moze zaistnie¢ (odlozy¢ sie)
nawet wtedy, gdy lokalizacja zdarzenia superekstremalnego ma miejsce na
wezesnym etapie ewolucji uktadu. Wspomniane zjawisko moze by¢ grozne
np. dla stabilnosci uktadu wprowadzajac go w oscylacje o ogromnej am-
plitudzie lub tworzac jakie$ trwate struktury, czyli stany istotnie rézne od
wyjsciowych. Tego typu zjawiska nie byty dotychczas badane pomimo, ze

ich rola jest ogromna, wprost trudna do przecenienia.
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Na zakonczenie niniejszego Raportu pragniemy zaznaczy¢, ze w drugim
etapie Projektu przewidujemy zastosowanie naszej metodologii do analizy
danych empirycznych, np. kursu wymiany EUR/USD oraz PLN/EUR, za-
wierajacych jak si¢ wydaje zdarzenia superekstremalne; podejrzewamy, ze
zdarzanimi tymi mogty by¢ skoki wspomnianych kurséw zaobserwowane
rano w poniedziatek 10 maja 2010 roku (patrz rysunek 2 w rozdz. 2) po
przyznaniu przez UE i MF'W finansowego pakietu pomocowego wspieraja-
cego gospodarke Grecji.

Przy okazji planujemy zbadaé, czy ma miejsce zjawisko tzw. krytycznego
spowolnienia (ang. critical slowing down), ktore towarzyszy przemianom fa-
zowym. Jest ono zwigzane z nieograniczonym wydluzaniem sie czasu relak-
sacji uktadu w miare zblizania sie do punktu przemiany fazowej, stajac sie
w tym punkcie osobliwym. Odpowiednio do tego wzrasta warto$¢ absolutna
funkcji autokorelacji, co czyni jg tym bardziej przydatng. Metodologia ana-
lizy tego zjawiska jest juz dobrze znana [36] i stosowana takze poza fizyka
[47]. Dzigki temu moglibysmy sygnalizowaé (z akceptowalnym btedem) po-
jawianie si¢ krachu przed jego wystapieniem, wprowadzajac do naszego po-
dejscia dobrze umotywowany element prognozowalnosci. Datoby to czas
realnemu uktadowi przynajmniej na cze¢sciowa adaptacje do prognozowanej
sytuacji. Bytoby to alternatywne, bardziej wrazliwe od obecnie propono-
wanych podejscie umozliwiajace przynajmniej szacunkowe przewidywanie
wystepowania krachow. Przypomnijmy, ze te znane dotychczas propono-
wane przez ekonofizyke to: technika oscylacji logarytmiczno-periodycznych
[50] wynikajaca z odkrycia dyskretnego skalowania na rynkach finansowych,
technika uogdlnionego eksponemsa Tsallisa [55] (bedacego uogélnieniem
rozktadu Gaussa oraz Gosseta (Studenta) [43]) oraz technika uogélnionego

eksponensa Mittag-Lefflera zsuperponowanego z oscylacjami, bazujaca na
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hipotezie plastycznego rynku finansowego [30]. Ponadto, zamierzamy wspo-
magac analize danych empirycznych za pomoca techniki duzych rozrzutow
(rozproszen, odstepstw; ang. large deviations) oraz gigantycznych fluktuacji
(ang. giant fluctuations) [51].

Niniejszy Projekt ma szanse¢ otworzy¢ nadzwyczaj wazna tematyke doty-
czacyg wptywu zdarzen superekstremalnych na szeroko rozumiane ryzyko

a takze rzuci¢ nowe swiatto na mozliwo$¢ zastosowania teorii katastrof do

analizy kryzyséw i krachéw na rynkach finansowych.

Narodowy Bank Polski



Literatura

Literatura

1]

S. Albeverio, V. Jentsch and H. Kantz (Eds.) Extreme Events in Na-
ture and Society, Springer-Verlag, Berlin 2006.

R. Bahr and S. Hamori, Hidden Markov Models. Applications to Fi-
nancial Economics, Advances Studies in Theoretical and Advance

Econometrics, Kluwer Academic Publishers, Boston 2004.

[3] V. S. Barbu and N. Limnios, Semi-Markov Chains and Hidden Semi-

Markov Models toward Applications: Their Use in Reliability and DNA
Analysis, Lecture Notes in Statistics Vol. 191, Springer-Verlag, Berlin
2008.

G. Bel and E. Barkai, Weak Ergodicity Breaking in the Continuous-
Time Random Walk, Physical Review Letters 94 (2005) 240602-1 - 4.

G. Bel and E. Barkai, Random Walk to a nonergodic equilibrium con-

cept, Physical Review E 73 (2006), 016125-1 - 14.

D. ben-Avraham and Sh. Havlin, Diffusion and Reactions in Fractals

and Disordered Systems, Cambridge Univ. Press, Cambridge 2000.

J.-P. Bouchaud and A. Georges, Anomalous Diffusion in Disordered
Media: Statistical Mechanisms, Models and Physical Applications, Phy-
sics Reports 195(4 & 5) (1990) 127-293.

J. -P. Bouchaud, M. Potters, Theory of Financial Risks. From Statisti-
cal Physics to Risk Management, Cambridge Univ. Press, Cambridge
2001.

P. J. Brockwell, R. A. Davis, Time Series: Theory and Methods,
Springer-Verlag, Berlin 1991.

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 259

63



64

[10]

[14]

[15]

18]

[19]

[20]

Literatura

A. Bunde and Sh. Havlin (Eds.), Fractals and Disordered in Science.
Second Revised and Enlarged Edition, Springer-Verlag, Berlin 1996.

A. Bunde and Sh. Havlin (Eds.), Fractals in Science, Springer-Verlag,
Berlin 1995.

J. Y. Campbell, A. W. Lo, A. C. MacKinlay, The econometrics of Fi-

nancial Markets, Princeton Univ. Press, 1997.

P. Embrechts, C. Kliippelberg, Th. Mikosch, Modelling FExtremal

Fvents for Insurance and Finance, Springer-Verlag, Berlin 1997.

Engineering Statistical Handbook, National Institute of Standards and
Technology (2007).

W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
J. Wiley & Sons, Inc., New York 1966.

W. A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, J. Wiley & Sons,
Inc., USA and Canada 1974.

S. Galluccio, G. Caldarelli, M. Marsili, Y. -C. Zhang, Scaling in cur-
rency exchange, Physica A 245 (1997) 423-436.

P. Glasserman, Monte Carlo Methods in Financial Engineering, Sprin-

ger Science + Business Media, LLC, New York 2004.

J. W. Goodman, Optyka statystyczna, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1993.

T. Gubiec and R. Kutner, Backward jump continuous-Time random
walk: An application to market trading, Physical Review E 82 (2010),
046119-1-10.

Narodowy Bank Polski



Literatura

[21] T. Gubiec, R. Kutner, T. R. Werner, and D. Sornette, Super-extreme
event’s influence on a Weierstrass-Mandelbrot Continuous-Time Ran-
dom Walk in Power Laws in Natural and Social Systems and Beyond,

The European Physical Journal - Special Topics, (2011), w druku.

[22] J. Haus and K.W. Kehr, Diffusion in Regular and Disordered Lattices,
Physics Reports 150(5 & 6) (1987) 263-406.

[23] Sh. Havlin and D. ben-Avraham, Diffusion in disordered media, Ad-
vances in Physics 36(6) (1987) 695-798.

[24] P. Jaworski, J. Micat, Modelowanie matematyczne w finansach i ubez-

pieczeniach, Poltext, Warszawa 2005.

[25] P. Jéckel, Monte Carlo Methods in Finance, J. Wiley & Sons Ltd,
New York 2002.

[26] Ph. Jorion, Value at Risk. The New Benchmark for Managing Finan-
cial Risk, 3" Edition, McGraw-Hill, New York, 2007.

[27] P. Kosewski, R. Kutner Wykrywanie zdarzen ekstremalnych w finan-
sowych szeregach czasowych w Nowe zjawiska na rynku finansowym,
T. Gruszewski, J. Bednarz (red.), Wydawnictwo KUL, Lublin 2011, w
druku.

[28] M. Koztowska and R. Kutner, Anomalous transport and diffusion ver-

sus extreme value theory, Physica A 357 (2005) 282-304.

[29] M. Koztowska, T. Gubiec, R. Kutner, and Z. Struzik, Empirical symp-

toms of catastrophic slowing down on finacial markets, in preparation.

[30] M. Kozlowska and R. Kutner, Singular Dynamics of Various Macro-
economic Sectors, Acta Phys. Pol. A 117 (4) (2010) 630-636; ci sami

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 259

65



66

[31]

[32]

[35]

[36]

[37]

38]

Literatura

autorzy, Modern Rheology on a Stock Market: Fractional Dynamics of
Indices, Acta Physica Polonica A 118 (4) 333-343.

R. Kutner, A. Pekalski and K. Sznajd-Weron (Eds.), Anomalous Dif-
fusion. From Basics to Applications, LNP 519, Springer-Verlag, Berlin
1999.

R. Kutner and M. Regulski: Hierarchical spatio-temporal coupling in
fractional wanderings. (II). Diffusion phase diagram for Weierstrass

walks, Physica A 264 (1999), 107-133.

R. Kutner and F. Switala, Stochastic simulations of time series within

Weierstrass-Mandelbrot walks, Quantitative Finance 3 (2003) 201-211.

R. Kutner and F. Switata, Study of the non-linear autocorrelations wi-
thin the Gaussian regime, The European Physical Journal B 33 (2003)
495-503.

R. Kutner, M. Koztowska, T. Gubiec, and Z. Struzik, Catastrophic
Bifurcation on the Warsaw Stock Exchange, contributed talk on the
International Conference on Econophysics, ICE 2011, Shanghai 4-6
June 2011, http://rce.ecust.edu.cn/index.php/en/ice2011.

D. P. Landau and K. Binder, A Giude to Monte Carlo Simulations in
Statistical Physics, Cambridge Univ. Press, 2000.

J. Leherrére and D. Sornette, Stretched exponential distributions in

nature and economy: Fat tails with characteristic scales, The European

Physical Journal B 2 (1999) 525-539.

Y. Malevergne and D. Sornette, Extreme Financial Risks. From De-

pendence to Risk Management, Springer-Verlag, Berlin 2006.

Narodowy Bank Polski



Literatura

[39]

[40]

[42]

[45]

[46]

[47]

R.N. Mantegna and H.E. Stanley, Econophysics. Correlations and
Complezity in Finance, Cambridge Univ. Press, Cambridge 2000.

G. Margolin and E. Barkai, Nonergodicity of Blinking Nanocrystals
and Other Lévy-Walk Processes, Physical Review Letters 94 (2005)
080601-1-4.

A. Mastelarz-Kodzis, Modelowanie procesow na rynku kapitatowym za
pomocq multifraktali, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Kato-

wicach, 2003.

R. Metzler and J. Klafter, The Random Walk’s Guide to Anomalous
Diffusion: A Fractional Dynamics Approach, Physics Reports 339
(2000) 1-77.

R. Nowak, Statystyka dla fizykéw, Wydawnictwo Naukowe PWN SA,
Warszawa 2002.

D. Papla, K. Jajuga, Chaos theory in financial time series analysis -

some theoretical aspects and empirical results, Dynamic Econometric

Models 3 (1998), 5-15.

J. Perell6, J. Masoliver, A. Kasprzak, and R. Kutner, Model for in-
terevent times with long tails and multifractality in human commu-
nications: An application to financial trading, Physical Review E 78

(2008), 036108-1-10.

G. Pfister and H. Scher, Dispersive (non-Gaussian) transient transport

in disordered media, Advances in Physics 27(5) (1978) 747-798.

M. Scheffer, J. Bascompte, W. A. Brock, V. Brovkin, S. R. Carpen-
ter, V. Dakos, H. Held, E. H. van Nes, M. Rietkerk, and G. Sugihara,

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 259

67



68

Literatura

Early-warning signals for critical transitions, Nature 461, 3 September

(2009) 53-59.

[48] W. Schoutens, Lévy Processes in Finace. Pricing Financial Derivati-

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

ves, J. Wiley & Sons, 2003.

M. Shlesinger, G.M. Zaslavsky and U. Frisch (Eds.), Lévy Flights and
Related Topics in Physics, Springer-Verlag, Berlin 1995.

D. Sornette, Why Stock Market Crash. Critical Events in Complex Fi-

nancial Systems, Princeton Univ. Press, 2003.

D. Sornette, Critical Phenomena in Natural Sciences. Chaos, Fractals,
Selforganization and Disorder: Concepts and Tools, Second Eddition,

Springer Series in Synergetics, Springer-Verlag, Heidelberg 2004.

D. Sornette, Dragon-Kings, Black Swans and the Prediction of Cri-
ses, International Journal of Terraspace Science and Engineering 2(1)

(2009) 1-17.

M. S. Taqqu, V. Teverowsky and W. Willinger: Estimators for long-
range dependence: an empirical study, Fractals 3 (1995) 785-798.

R. Thom, Structural Stability and Morphogenesis. An Outline of a Ge-
neral Theory of Models, Benjamin, London 1975.

C. Tsallis, Nonadditive entropy and nonextensive statistical mechanics
- An overview after 20 years, Brazilian Journal of Physics 39 (2009)
337-356.

T. R. Werner, T. Gubiec, R. Kutner, and D. Sornette, Model-

ling of Dragon-Kings, contributed talk on the International Con-

Narodowy Bank Polski



Literatura

ference on Econophysics, ICE 2011, Shanghai 4-6 June 2011,
http://rce.ecust.edu.cn/index.php/en/ice2011.

[57] A. Weron, R. Weron, Inzynieria finansowa. Wycena instrumentéow po-
chodnych. Symulacje komputerowe. Statystyka rynku, Wydawnictw

Naukowo-Techniczne, Warszawa 1999.

[58] D. Witowska, A. Matuszewska, K. Kompa, Wprowadzenie do ekono-
metrit dynamicznej i finansowej, Wydawnictwo SGGW, Warszawa

2008.

[59] Z. Zielinski (red.), Dynamiczne modele ekonometryczne, Wydawnictwo

UMK, Torun 2007.

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 259

69



