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Spis rysunkow

1 Schematyczna ilustracja jednego katastroficznego (dluga, pio-
nowa strzatka wychodzaca z gérnego punktu zwrotnego) i dwoch
subkatastroficznych przejs¢ bifurkacyjnych. Jak wida¢, moga mieé
miejsce dwa rodzaje przejs¢ subkatastroficznych. Bezposrednie
(druga dluga pionowa strzatka), zachodzace pomiedzy dwoma
roznymi stanami rownowagi trwalej uktadu (stany tego typu
oznaczono liniami ciagltymi), gdzie stan wyjsciowy nie jest punk-
tem zwrotnym oraz przejscie posrednie, dwustopniowe z krotko-
trwatym, chwilowym przebywaniem uktadu w stanie rownowagi
nietrwalej (zaznaczone dwiema krétkimi pionowymi strzatkami
ulokowanymi jedna nad druga) - stany tego typu oznaczono linia
PIZETYWANA. . . o o o e e e e e e e e e e e 16

2 Ostatni, dobrze uformowany pik WIGu (krzywa erratyczna) o
poczatku w dniu 2004-02-06 (2480 dzien handlowy (td) na war-
szawskiej GPW) i koficu w dniu 2009-05-18 (4075 td). Maksi-
mum tego piku wystapito w dniu 2007-07-06 (3340 td) podczas,
gdy teoria przewidywata potozenie maksimum w dniu 2007-08-
22 (3372 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym trendem dlu-

gookresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy (czyli
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do danych empirycznych stanowiacych lewe zbocze piku). Pio-
nowa linia przerywana okresla potozenie lokalnego maksimum
zwigzanego z najwiekszym uskokiem indeksu zaobsewowanym
na lewym zboczu w dniu 2006-05-05. Powiekszenie fragmentu
zawierajacego ten uskok zamieszczono w prawym goérnym rogu
rysunku. ..o L 20
3 Ostatni, dobrze uformowany pik DAXa (krzywa erratyczna) o
poczatku w dniu 2003-09-04 (11001 dzien handlowy (td) frank-
furckiej GPW) i konicu w dniu 2009-07-01 (12482 td). Maksi-
mum tego piku pojawito sie w dniu 2007-07-13 (11985 td) pod-
czas gdy teoria przewidywata pojawienie si¢ maksimum w dniu
2007-07-17 (11989 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym tren-
den dtugookresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy
(czyli do danych tworzacych lewe zbocze piku). Pionowa linia
przerywana okresla potozenie lokalnego maksimum zwigzanego
z najwiekszym uskokiem indeksu zaobserwowanym na lewym
zboczu w dniu 2006-04-26. Powigkszenie fragmentu zawieraja-
cego ten uskok zamieszczono w prawym goérnym rogu rysunku. . 21
4 Ostatni, dobrze uformowany pik indexu DJIA (krzywa erra-
tyczna) o poczatku w dniu 2005-03-16 (27251 dzienn handlowy
(td) na NYSE ) i konicu w dniu 2009-06-09 (28315 td). Maksi-
mum tego piku pojawito sie w dniu 2007-10-09 (27896 td) pod-
czas gdy teoria przewidywala pojawienie sie maksimum w dniu
2007-09-12 (27877 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym tren-
dem dlugookresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy
(czyli do danych tworzacych lewe zbocze piku). Pionowa linia
przerywana okresla potozenie lokalnego maksimum zwigzanego
z najwickszym uskokiem indeksu zaobserwowanym na lewym
zboczu w dniu 2007-02-14. Powigkszenie fragmentu zawieraja-

cego ten uskok zamieszczono w prawym gérnym rogu rysunku. . 22
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Zdetrendowane indeksy (sygnaly) WIG, DAX oraz DJIA, ktore
tworza dane wyjsciowe do dalszych rozwazan. Potozenie maksi-
mum igty zaleznej od czasu wariancji jest dla kazdego sygnatu z
osobna oznaczone pionowa, przerywang linia (patrz rysunek 13). 23
Przyktadowe zachowanie sie szumu zdetrendowanego sygnatu
WIG. Dobrze widoczny jest wzrost amplitudy szumu w obszarze
przejsciowym rozciggajacym sie (mniej wiecej) od dnia 2005-09-
07 do dnia 2006-05-05 (obie daty zaznaczono pionowymi prze-
rywanymi liniami). Dzien 2005-09-07 znajduje sie (mniej wie-
cej) dwa miesiace po zatamaniu sie w Stanach Zjednoczonych
rynku sprzedazy nowych domoéw jednorodzinnych. Natomiast
dzien 2006-05-05 konczy (z grubsza rzecz biorac) zasadniczy
okres sprawozdawczy za poprzedni rok w Stanach Zjednoczo-
nych. Male i érednie gietdy (czyli np. europejskie) sa na infor-
macje, zwlaszcza negatywne, szczegdlnie podatne ze wzgledu na
relatywnie niska kapitalizacje. Jak wida¢, okres pomiedzy 2006-
05-05 a 2007-07-06 jest czasem wyraznego wzrostu zmiennosci,
konczacego sie pierwszym zatamaniem gieldowym w dniu 2007-
07-06. . . . . 24
Histogram szumu niskoamplitudowego przedstawiony w skali
potogarytmicznej. Widaé, ze jest on zdominowany przez roz-

klad Gaussa. . . . . . . . . 25

Histogram szumu wysokoamplitudowego przedstawiony w skali
potlogarytmicznej. Wida¢ jak bardzo rézni sie on od analogicz-
nego opisujacego szum niskoamplitudowy (patrz rysunek 7). Hi-
stogram szumu wysokoamplitudowego jest asymetryczny: jego
czeS¢ centralna jest gaussowska ale cze$¢ dotyczaca spadkow
(ujemne wartodci szumu) jest potegowa. Poza nig widaé¢ dwa
punkty, ktore (zgodnie z definicja Didiera Sornetty [39]) mozna

by uwazac¢ za zdarzenia superekstremalne. . . . . . . ... . .. 26

Narodowy Bank Polski



Spis tresci i rysunkow

10

11

Btadzenie logarytméw kurséw walut EUR/CHF vs. EUR/USD
na ptaszczyznie w dniu 2010-11-19 w godzinach 15:00-10:99. Za
dtugi przelot odpowiedzialna jest interwencja Swiss National
Bank. . .. ..
Symulacja komputerowa 120 krokéw procesu WM (jego poje-
dyncza realizacja, przyktadowo, w eksperymencie nr 13600) przed-
stawiona w lewym oknie rysunku. Petnym koétkiem oznaczono
koncowe potozenie czastki jaka wystartowala z miejsca oznaczo-
nego okregiem. Dobrze widoczny jest charakterystyczny diugi
przelot w pojedynczym kroku. W prawym oknie przedstawiono
zalezng od czasu wariancje (czyli srednia z kwadratu sumarycz-
nego przemieszczenia czastki) dla tego procesu, przy czym sred-
nig liczono tutaj po zespole do$wiadczen podobnych generowa-
nych (dla identycznych warunkéw makroskopowych) w trakcie
symulacji. Dobrze widoczne sg nieciggtosci wariancji, ktére sta-
nowia bezposredni przejaw istnienia zdarzen ekstremalnych i
superekstremalnych. Prowadzi to w efekcie do rozbiegania sie
wariancji w miare jak rosnie liczebnosé zespotu statystycznego
po ktérym sredniujemy, czyli ro$nie szansa na wystapienie tego
typu zdarzen. . . . . . ...
Symulacja komputerowa 100 krokéw procesu Wienera (poje-
dyncza realizacja ruchu Browna, przyktadowo, w eksperymencie
nr 7500) przedstawiona w lewym oknie rysunku. Odcinek pro-
stej reprezentuje wektor sumarycznego przemieszczenia czastki
brownowskiej (oznaczonej pelnym koétkiem, jaka wystartowata
7z miejsca oznaczonego okregiem). Dobrze widoczny jest erra-
tyczny charakter tego procesu. W prawym oknie przedstawiono
zalezna od czasu wariancje (czyli $rednia z kwadratu sumarycz-
nego przemieszczenia czastki) dla tego procesu, przy czym Sred-

nig liczono tutaj po zespole doswiadczen podobnych generowa-
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nych (dla identycznych warunkéw makroskopowych) w trakcie

symulacji. . . . ...

Empiryczny histogram (absolutnych) zmian kursu sprzedazy EUR/CHF

(punkty oznaczone iksami) notowanego na Forex-ie, zbudowany
dla danych z szerokiego okresu czasu, poczynajac od lipca 2002
roku na wrzesniu 2011 konczac. Referencyjna, ciagta linia pro-
sta ma nachylenie (w skali log-log) wynoszace -5.2, czyli takie
jak srednie nachylenie empirycznego histogramu. Zatem, mamy
tutaj do czynienia z rozktadem posiadajacym algebraiczny, po-
grubiony ogon, ale zanikajacym szybciej niz jakikolwiek rozktad
Lévy'ego. . . . . . .
Wykresy estymatora zwyktlej, zaleznej od czasu wariancji zde-
trendowanych indekséw WIG, DAX oraz DJIA. Pionowe prze-
rywane linie okreslaja poltozenia centréw (maksimow) 7igiel”,
odpowiednio, w 566, 676 i 483 dniu transakcyjnym hossy. . . . .
Wielomodowa skumulowana wariancja zdetrendowanych sygna-
tow WIG, DAX oraz DJIA dotyczaca ostatnich baniek gietdo-
wych na tych indeksach. Przerywanymi pionowymi liniami ozna-
czono polozenia maksiméw najwiekszych pikéow sygnatu (po-
réwnaj rysunek 5), czyli potozenia przypuszczalnych progéow
CBT. Wida¢, ze w poblizu progu uktad moze by¢ traktowany (z
dobrym przyblizeniem) jako dwumodowy (dwustanowy, dwufa-
ZOWY)e o oo e e e e e e
Przyktadowy wykres x; vs. x;_; zdetrendowanego sygnatu WIG
sktadajacego sie z dwoch zestawdéw danych empirycznych po
19 par kazdy. Oba zestawy dotycza dwoch kolejnych miesiecy:
pierwszy od 521 do 540 sesji (kétka z dofitowana ciagla linig
prosta), drugi od 541 do 560 sesji (odwrécone trojkaty takze z
dofitowana ciagta linia prosta). Dopasowane linie proste maja
nachylenie, odpowiednio, AR(1) ~ 0.60 oraz AR(1) ~ 1.0. Pro-
wadzi to natychmiast do, odpowiednio, —\ =1 — AR(1) ~ 0.40

Narodowy Bank Polski
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16

17

18

oraz —\ = 1—AR(1) = 0.0 (patrz takze rysunek 17). Dopiero na
powigkszonym fragmencie wykresu okolic zera dobrze widoczna
jest wielko$¢ wspotezynnika przesuniecia b dla obu prostych.
Wykres wspétezynnika regresji liniowej pierwszego rzedu AR(1)
(kropki z zaznaczona dyspersja) oraz jednokrokowej funkeji au-
tokorelacji ACF (1) (kropki nie polozone w centrum odcinka
oznaczajacego dyspersje) w zaleznosci od czasu. Wartosci tych
wspotezynnikow zostaty wyznaczone dla 16 kolejnych miesiecy
(dwudziestopunktowych przedziatéw czasu) poczynajac od prze-
dziatu [481,500] na [641,660] konczac. Przedzialy te rozciagaja
sie tak, ze obejmujg prog katastroficznego przejscia bifurkacyj-
nego. Jak wida¢, obie wielkosci posiadaja (jak nalezalo oczeki-
wac) zblizona zaleznos$¢ od czasu - sa to wkleste funkcje czasu,
ktére posiadaja maksimum (niemal) na progu (zaznaczonym
pionowa przerywana linia prosta), czyli gdzie$ wewnatrz prze-
dziatu [541, 600], chociaz nalezy przeznaé, ze obszar maksimum
jest rozciagniety obejmujac (mniej wiecej) jeden kwartat.
Wykres wspotezynnika szybkosci relaksacji —A w funkcji czasu
zbudowany w oparciu o dwie niezalezne formuty: (1) —\ =
1 — AR(1) (kropki z zaznaczonymi dyspersjami) oraz (2) —\ =
1—ACF(1) (kropki, ktére nie leza w srodku odcinkéw oznacza-
jacych dyspesje), przy czym zalezno$é samych AR(1) i ACF(1)
w funkcji czasu byta juz przedstawiona na rysunku 16. Jak na-
lezalo oczekiwaé, oba wspotczynniki maja zblizong zaleznosé
od czasu (sa funkcjami wypuklymi) majac poszerzone obszary
minimum z centrum w tych samych miejscach co odpowiednie
maksima przedstawione na rysunku 16; pionowe przerywane li-
nie (podobnie jak na poprzednim rysunku) wskazuja poltozenie
centrow katastroficznych igiet. . . . . . ..o
(Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w

(obrobionych) danych empirycznych z WIGu, indukowane przez
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ujemng katastroficzng igte. Te obrobione dane tworza trajektorie
stanéw réwnowagowych z*(= —b/A) w funkcji czasu. Natomiast
potozenie wspomnianej igly znajduje sie¢ w bezposredniej (kilku-
dniowej) bliskosci katastroficznej igty zaleznej od czasu warian-
cji (oznaczonej pionowa przerywana linig prosta). Podkreslmy,
ze punkty lezace przed skokiem moga by¢ identyfikowane ze sta-
nami réwnowagowymi oznaczonymi (skrétowo) przez 17, pod-
czas gdy te po skoku ze stanami oznaczonymi przez 1 (patrz
rysunki 27-30 w rozdz. 3). . . ...
(Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w
(obrobionych) danych empirycznych z DAXa (punkty), indu-
kowane przez ujemna katastroficzna igte (przejscie to jest lepiej
widoczne na kolejnym rysunku 20). Te obrobione dane tworza
trajektorie stanéw réwnowagowych z*(= —b/\) w funkeji czasu
(punkty potaczone krzywa). Natomiast polozenie wspomnianej
igty znajduje si¢ w bezposredniej (co najwyzej dwudniowej) bli-
skosci innej, odpowiadajacej jej katastroficznej iglty zaleznej od
czasu wariancji, oznaczonej tutaj pionowa przerywana linia pro-
sta. Podkreslmy, ze punkty lezace przed skokiem moga by¢ iden-
tyfikowane ze stanami rownowagowymi oznaczonymi (skrotowo)
przez 17, podczas gdy te po skoku ze stanami oznaczonymi przez

1 (patrz rysunki 27-30 w rozdz. 3). . . . . ... ... ...

Przyktadowe, po$rednie subkatastroficzne przejscie bifurkacyjne

dla indeksu DAX ze schematycznie wpisana (hipotetytczna) wstecz-

nie zapleciong krzywg umozliwiajaca zilustrowanie przej$¢ bifur-
kacyjnych. Cigg strzatek pokazuje kolejne, pojedyncze przejscia
uktadu w otoczeniu progu CBT, korespondujace do odpowied-
nich punktéw empirycznych przedstawionych na (poprzednim)
rysunku 19. Terminy ”Before”, 7 At” i After” oznaczaja, od-
powiednio, przejscie przed progiem CBT, na progu i za nim.

Wtasnie oba punkty (dodatni 7, i ujemny x7) znajdujace sie w
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21

22

23

24

7

obszarze " At” pozwalaja, dzieki réwnaniom (32), wyznaczy¢
poszukiwane, wzgledne parametry a;/ag, as/ag oraz az/ag. W
dalszym ciagu przyjmujemy dla prostoty, ze P o az/|ag|. . . . .
(Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w
(obrobionych) danych empirycznych z DJIA, indukowane przez
ujemny katastroficzny pik. Te obrobione dane tworza trajekto-
rie stanéw réwnowagowych x*(= —b/\) w funkcji czasu. Na-
tomiast polozenie wspomnianego piku znajduje sie w (co naj-
wyzej) dwutygodniowej odleglosci od katastroficznej igly zalez-
nej od czasu wariancji (oznaczonej jak zwykle, pionowa przery-
wang linig prosta). Podkreslmy, ze punkty lezace przed skokiem
moga by¢ identyfikowane ze stanami réwnowagowymi oznaczo-
nymi (skrétowo) przez 17, podczas gdy te po skoku ze stanami
oznaczonymi przez 1 (patrz rysunki 27-30 w rozdz. 3). . . . . . .
Wykresy zaleznej od czasu sko$nosci dla zdetrendowanych sy-
gnatéw WIG, DAX oraz DJIA; na pierwszy rzut oka nie widac
tutaj zadnej wyraznej asymetrii pomiedzy jej dodatnimi a ujem-
nymi wartosciami. . . . . ... Lo

Wykresy zaleznej od czasu skumulowanej skosnosci dla zdetren-
dowanych sygnatow WIG, DAX oraz DJIA. Wida¢ wyrazny
skok sko$nosci dla WIGu na progu bifurkacyjnym. Dla DAXa
obserwuje si¢ wyraznie jej niezerowa wartos¢. Natomiast dla
DJIA skumulowana sko$no$¢ niemal znika w obszarze progu,
co moze oznaczacé, ze katastrofalne przejscie bifurkacyjne ma w
tym przypadku czysto liniowy charakter. . . . . . . .. ... ..
Empiryczne periodogramy dla WIGu wyznaczone dla szesciu
kolejnych roztaczych miesiecznych przedziatéw czasu, czyli skta-
dajacych sie (dla prostoty) z czterech tygodni handlowych (po
pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu dni). Pierwszy przedzial za-
czyna sie w 467 dniu handlowym (liczac od poczatku rozwazane;

hossy, czyli od daty 2004-02-08) a konczy w 486 dniu handlo-
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wym (w tym przypadku wartosci periodogramu oznaczono két-
kami). Wartosci periodogramu dla ostatniego przedziatu (ozna-
czone przez odwrbcone trojkaty), rozciagajacego sie od 547 do
566 dnia transakcyjnego, posiadajg wyrazne maksimum dla naj-
nizszej czestotliwosci wy = 0 (przy czym w; = j — 1,5 =
1,2,...,20). Podkreslmy, ze prawy brzeg powyzszego przedziatu
jest zarazem progiem CBT. Pojawienie sie wspomnianego mak-
simum jest zgodne z przewidywaniem jakie dostarcza wyrazenie
(18). Jest to jedna z wazniejszych whasnosci CBT. . . . . . . . .
Empiryczne periodogramy dla DA Xa wyznaczone dla szesciu ko-
lejnych, roztaczych miesiecznych przedziatéw czasu, czyli skta-
dajacych sie (dla prostoty) z czterech tygodni handlowych (po
pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu dni). Pierwszy przedzial za-
czyna sie w 601 dniu handlowym (liczac od poczatku rozwazanej
hossy, czyli od daty 2003-09-04) a koniczy w 620 dniu handlowym
(w tym przypadku wartosci periodogramu oznaczono kbétkami).
Wartosci periodogramu dla przedziatu trzeciego od konca (ozna-
czone przez trojkaty), rozciagajacego sie od 661 do 680 dnia
transakcyjnego, posiadajg wyrazne maksimum dla najnizszej
czestotliwosei wy = 0 (przy czym w; = 5 — 1,7 =1,2,...,20).
Podkreslmy, ze powyzszy przedzial zawiera zarazem prég CBT.
Pojawienie si¢ wspomnianego maksimum jest zgodne z przewi-
dywaniem jakie dostarcza wyrazenie (18). Jest to jedna z waz-

niejszych cech CBT widoczna nie tylko dla WIGu (patrz rysunek

Empiryczne periodogramy dla DJIA wyznaczone dla szesciu ko-
lejnych, roztaczych miesiecznych przedzialéw czasu, czyli skta-
dajacych sie (dla prostoty) z czterech tygodni handlowych (po
pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu dni). Pierwszy przedzial zaczyna
sie w 451 dniu handlowym (liczac od poczatku rozwazanej hossy,

czyli od daty 2005-03-16) a konczy w 470 dniu handlowym (tu-
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taj wartosci periodogramu oznaczono kbétkami). Wartosci perio-
dogramu dla przedziatu przedostatniego (oznaczone przez troj-
katy), rozciagajacego sie od 491 do 510 dnia transakcyjnego, po-
siadaja wyrazne maksimum dla najnizszej czestotliwosci wy = 0
(przy czym w; = j —1,j = 1,2,...,20). Podkredlmy, ze prég
CBT lezy we wcze$niejszym przedziale w punkcie 483. Pojawie-
nie sie wspomnianego maksimum jest zgodne z przewidywaniem
jakie dostarcza wyrazenie (18). Jest to jedna z wazniejszych cech
CBT widoczna nie tylko dla WIGu i DAXa (patrz rysunki 24
Oraz 25). .« o o

Trzy komplementarne ujecia stanu uktadu przed katastroficz-
nym przejsciem bifurkacyjnym (obszar oznaczony na rysunku
20 terminem 7 Before” ), jakie stoi za najwyzszym pikiem
(igta) zaleznej od czasu wariancji przedstawionej na rysunku 13.
Gorny rysunek pokazuje schematyczna zaleznos$é sity f(z; P)
od z dla ustalonej wartoéci parametru P. Punkty réwnowagi
(punkty stale) x = z7, 23, oraz z7j, sa rozwiazaniami réwna-
nia f(z; P) = 0. Na rysunku srodkowym przedstawiono sche-
matycznie analogiczng, odpowiadajaca tej sile zaleznos¢ poten-
cjatu U(x; P) od x, Natomiast, na dolnym rysunku zamiesz-
czono schematyczng trajektorie rownowagowa badanego uktadu,
czyli o* w zaleznosci od przyktadowego parametru skalarnego P.
Trzy komplementarne ujecia stanu uktadu na progu CBT (wa-
ski obszar oznaczony na rysunku 20 terminem 7 At” ). Krzywa
na gornym wykresie jest przesunieta w dét w stosunku do ana-
logicznej krzywej na wczesniejszym rysunku 27. Tym samym,
okreslona zostata strzatka czasu definiujaca kierunek ewolucji
uktadu (w kierunku progu CBT). Zakres obszaru bifurkacji dla
parametru P rozciaga sie od P = Py = P(zp) do P = P, =
Py, obejmujac obszar niestabilnych punktow statych rownania

f(z*; P) = 0. Jest to dobrze widoczne na dolnym wykresie (do-
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Spis tresci i rysunkow

datnio nachylony fragment krzywej). Na dolnym wykresie widaé
takze katastroficzne przejscie bifurkacyjne z punktu zwrotnego
1" do (zwyklego) punktu 1 (zaznaczone dtuga strzatka). W Do-
datku A.5 zbadano wtasnosci wszystkich trzech punktéw statych
a w tym przedstawiono ich parametryzacje. Ponadto, na wykre-
sie sSrodkowym jest dobrze widoczna, pozytywnie zorientowana
asymetria potencjatu U(x; P) w otoczeniu punktu réwnowagi
ukladu 1”7 (patrz érodkowy wykres). Wtadnie istnienie tej tak
znacznej asymetrii skutkuje skumulowana, silnie dodatnig sko-
$noscia sygnatu (patrz rysunek 23). . . .. ...
Schematyczne, komplementarne ujecie stanu uktadu po minieciu
progu katastroficznego przejécia bifurkacyjnego (obszar ozna-
czony na rysunku 20 terminem 7 After” ). Na przyklad, na
srodkowym wykresie przedstawiono ksztatt krzywej potencjatu
U(x; P), ktéry w otoczeniu punktu statego x; jest (niemal) sy-
metryczny. Skutkuje to znikaniem skosnosci po przekroczeniu

przez uklad progu CBT (patrz rysunek 23). . . ... ... ...
Zbiorczy, tréjwymiarowy wykres pokazujacy anatomi¢ powsta-
nia bifurkujacej trajektorii stanéw réwnowagowych uktadu P =
P(x*). Trajektoria ta (czyli krzywa rownowagowa ), zbudowana z
pierwiastkow 1”7, 1'1 1, powstala z przeciecia ptaszczyzny f/|ag| =
0 z powierzchnia f/|ag| = f(z;P)/|ao|. Nalezy pamietaé, ze
punkty réwnowagi nietrwalej (x1/) stanowia jej fragment bie-
gnacy wstecznie. Ponadto, katastroficzne przejscie bifurkacyjne
ze stanu rownowagowego 1”7 do stanu rownowagowego 1 za-
znaczono dluga pogrubiona strzatka. Nachylenie stycznych w
wybranych, charakterystycznych punktach réwnowagi uktadu
jest miarg wielkosci A schematycznie przedstawionej na rysunku

7

31. Na wykresie nie uwzgledniono ” rozmywajacego” wpltywu

szumu 7; na stany réwnowagowe uktadu. . . . .. ...
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Schematyczny przebieg wspolczynnika —\ w otoczeniu progu
CBT. Celem zwiekszenia wyrazistosci rysunku, nieciagtos¢ tego
wspoétezynnika powiekszono (co zaznaczono fragmentem piono-
wej przerywanej linii prostej). Oznaczenie —Ay» odnosi sie do
stanow réwnowagi uktadu lezacych przed progiem bifurkacyj-
nym i oznaczonych przez zj, natomiast, —)\; dotyczy analo-
gicznych stanéw rownowagi uktadu lezgcych za progiem i ozna-
czonych przez xi. . . . . . ..o
Schematycznie przedstawiona ewolucja gietdy sktadajaca sie m.in.
z wielu roznych subkatastroficznych i katastroficznych przejsé
bifurkacyjnych (nieciagtych, czyli pierwszego rodzaju zaznaczo-
nych strzalkami). Oczywiscie, przejsécia te moga by¢ rozdzielone
jakimis innymi (ktére, dla uproszczenia, nie zostaly juz zazna-
czone na wykresie) np. ciggtymi (czyli drugiego rodzaju) jak tez
typu procesu Wienera, czy ogélniej méwigc procesami gaussow-

skimi. . . . .
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Streszczenie

Ze wzgledu na swoja ogromna wage, zagadnienie rozpoznawania sy-
gnaléw ostrzegajacych przed kryzysami i krachami (ang. early-warning
sygnals) na rynkach finansowych oraz ich wlasciwa analiza jest jednym
z gtéwnych przedmiotéw zainteresowania zaréwno badaczy tych rynkow
jak tez (co oczywiste) uczestnikéw gry rynkowej oraz szerokiej opinii pu-
blicznej. Warto dodaé, ze tego typu sygnaly ostrzegawcze byty ostatnio
identyfikowane oraz klasyfikowane jako przejaw zjawiska katastroficz-
nej bifurkacji (ang. catastrophic bifurcation, CB). Jednakze, dotyczyly
one przede wszystkim ewolucji ekosysteméw, dynamiki zmian klima-
tycznych a w medycynie atakéw padaczkowych czy tez atakéw astmy.
Wykorzystanie teorii katastrof Réne Thoma (ktérej CB jest jednym z
najistotniejszych elementéw) do analizy rynkéw finansowych poprzez
identyfikacje jej empirycznych symptoméw, przede wszystkim dla wcigz
trwajacego Swiatowego kryzysu finansowego, jest gtéwnym celem niniej-
czej, I1 Czesci Raportu. Tego typu podejscie do rynkéw finansowych ma

charakter nowatorski dostarczajac atrakcyjnej metodologii badawczej.

JEL: C02, C15, GO1
Stowa kluczowe: teoria katastrof, prawo potegowe, nieciggta przemiana fazowa,

zjawiska krytyczne, katastroficzne (krytyczne) spowolnienie, kryzys, krach
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Zagadnienie obecnosci i identyfikacji (wyprzedzajacych) sygnatéw ostrzegaja-
cych (prekursoréw) przed kryzysami i krachami w tak ztozonych systemach
jak rynki finansowe, fascynuje zaréwno badaczy, jak tez (z oczywistych po-
woddéw) uczestnikéw gry rynkowej, a takze szeroka opinie publiczng [34]. W
tym kontekscie, interdyscyplinarne i wielokierunkowe podejscie wydaje sie by¢
usprawiedliwione i szczegolnie obiecujace. W tego typu podejscie wpisuje sie,
na przyktad, badanie ztozonosci na sposéb analogiczny jak to jest czynione w
szeroko rozumianej fizyce, co jest szczegélnie owocne [31, 32]. Nadzwyczaj waz-
nym wydaje sie by¢ tutaj badanie przemian fazowych i zjawisk krytycznych
[15], [37]. Tworza one ogélne ramy niniejszej, 11 Czesci Raportu.

Doktadniej rzecz biorac, nasza analiza zostalta zainspirowana badaniami
w ramach ekologii, gdzie czasami ma miejsce nagta (w skali czasu charaktery-
stycznej dla ewolucji danego ekosystemu) katastrofalna, w sensie teorii kata-
strof Réne Thoma [13], (skokowa) zmiana stanu rozwazanego ekosystemu (ang.
catastrophic regime shifts, CRS). To skokowe przejscie ekosystemu moze mie¢
charakter bifurkacyjny (patrz schematyczny rysunek 1), ktérego charaktery-
stycznymi elementami sa tzw. punkty zwrotne [38, 17] (ang. tipping points)
i towarzyszaca im nieciggto$é¢ ewolucji stanu ekosystemu. Zauwazmy, iz takze
przed osiggnieciem punktu zwrotnego moze doj$¢ do CRS - wszystko to moze
by¢ przejawem zajécia w ekosystemie przemiany fazowej pierwszego rodzajul
(37].

Nalezy podkreslié, ze ostatnio pojawita sie pionierska praca [14], ktéra

traktuje system bankowy jak ekosystem zawierajacy ostre singularnosci (oso-

Przykladem tego typu (przemiany) naglej zmiany stanu moze byé skokowa zmiana na-
magnesowania magnetyka w funkcji zewnetrznego pola magnetycznego; zmiana taka byla
badana w mojej wczesniej pracy, w ktérej rozwazany byl wplyw uporzadkowania (istnienia
struktury) na dyfuzje kolektywna w ukladzie (gazie sieciowym) [25].
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Rysunek 1: Schematyczna ilustracja jednego katastroficznego (dtuga, pionowa
strzatka wychodzaca z gérnego punktu zwrotnego) i dwoch subkatastroficz-
nych przejs¢ bifurkacyjnych. Jak wida¢, mogg mie¢ miejsce dwa rodzaje przejsé
subkatastroficznych. Bezposrednie (druga dtuga pionowa strzatka), zachodzace
pomiedzy dwoma réznymi stanami réwnowagi trwatej uktadu (stany tego typu
oznaczono liniami ciagltymi), gdzie stan wyjsciowy nie jest punktem zwrotnym
oraz przejscie posrednie, dwustopniowe z krotkotrwatym, chwilowym przeby-
waniem uktadu w stanie réwnowagi nietrwalej (zaznaczone dwiema krétkimi
pionowymi strzatkami ulokowanymi jedna nad druga) - stany tego typu ozna-
czono linig przerywana.

bliwosci) - wlasnie skokowa zmiane stanu nalezy zaliczy¢ do tego typu osobliwo-
Sci. Takie oryginalne podejscie moze da¢ komplementarne, bardziej pogtebione
zrozumienie funkcjonowania sektora bankowego [18, 29].

Zasadniczym celem niniejszej II Czesci Raportu jest analiza
faktéw empirycznych sugerujacych istnienie subkatastrofalnych (sub-
katastroficznych) lub katastrofalnych (katastroficznych) przej$é bi-
furkacyjnych na rynkach finansowych. Na tej podstawie sformuto-
wana zostala hipoteza dotyczgca prekursoréw krachéw na gietdach
i ich zwigzku ze zdarzeniami superekstremalnymi zdefiniowanymi i
dyskutowanymi w I Czesci Raportu.

Warto zaznaczy¢, ze znalezienie prekursoréw kryzysu jest trudne [37]
(oraz odno$niki literaturowe tamze), o ile w ogéle mozliwe, ze wzgledu na pa-
radygmat arbitrazu. Paradygmat ten méwi (przypomijmy), ze rynki stopniowo

eliminujg okazje do arbitrazu, czyli daza do sytuacji, w ktorej nie ma zysku
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bez ryzyka. Zatem, o arbitrazu (o ile w ogdle) mozna méwié co najwyzej jako
o zjawisku relaksujagcym, majgcym charakter fluktuacyjny.

W niniejszej II Czesci Raportu wykazujemy, ze zagadnienie istnienia
prekursoréw typu katastroficznych bifurkacji prowadzi do tzw. krytycznego (ka-
tastroficznego) spowolnienia (ang. critical slowing down, CSD) zaobserwowa-
nego juz wezesniej w wielu uktadach fizycznych [30, 35]) w obszarze przemiany
fazowej pierwszego rodzaju. Zagadnie istnienia CSD na rynkach finansowych
to problem jasno sformutowany ale wciaz otwarty [34]. Wiadomo, ze zjawisko
CSD jest (jak dotychczas) wyrafinowanym indykatorem wchodzenia uktadu
w obszar CRS [36]-[13]. Na przyklad, wyrazny wzrost wariancji zdetrendowa-
nego sygnatu a takze maksymalizowanie sie jednokrokowej funkcji autokorela-
cji, ACF(1), moze sygnalizowaé istnienie CSD. Rozwazania tego typu musza
by¢ jednak wspomagane analizg statystyczna danych empirycznych, np. po to
aby wyeliminowa¢ te okresy czasu, w ktorych mamy do czynienia z czystym
procesem Wienera (ruchem Browna) zdetrendowanego sygnatu.

Ogolnie mowige, jednym z gltownych osiggnieé teorii katastrof w kon-
tekscie badan nad ekonomig wydaje sie by¢ wprowadzenie do ekonomii pojecia
ztozonosci. Na przyktad, juz tzw. katastrofy elementarne wprowadzajg koniecz-
no$¢ operowania nieliniowymi topologicznymi ztozonosciami (obiektami ztozo-
nymi), ktére wykorzystywano do nieliniowej analizy réznych sektoréw gospo-
darki [42]-[33].

Warto zdac¢ sobie sprawe, ze na "uniwersalny” charakter wspomnia-
nych sygnalow ostrzegawczych (prekursoréw) wskazano juz np. w pracy [34].
Stworzyto to racjonalne przestanki pozwalajace przypuszczac, ze ich obecnosé
(majac charakter krytyczny) nie zalezy od rodzaju mikroekonomicznego (mi-
kroskopowego) mechanizmu odpowiedzialnego za konkretny kryzys na danym
rynku finansowym. Dlatego w niniejszym opracowaniu nie schodzimy na po-
ziom jakiego$ konkretnego modelu typu mikro (mikroekonomicznego, mikro-
skopowego).

W niniejszym opracowaniu staramy sie zidentyfikowa¢ katastrofalne

przejscie bifurkacyjne testujac liste jego wtasnosci dla danych empirycznych
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dotyczacych baniek gietdowych, gtéwnie na WIG i DAX ale takze i na DJIA,
poprzedzajacych pierwsze zatamanie gieldowe trwajacego wciaz $wiatowego
kryzysu finansowego. Tym samym, nasza analiza obejmuje wybrane gietdy
o malej, sredniej i duzej kapitalizacji (patrz wykresy 2-4). Dokladniej rzecz
biorac, ograniczamy sie przede wszystkim do analizy wielce interesujacych ob-
szar6w uskokéw indekséw (oznaczonych kotami).

Koncentrujemy sie tam na analizie waskiego piku (o szerokosci nie prze-
kraczajacej jednego kwartatu) zaleznej od czasu wariancji zdetrendowanych
sygnatow, czyli indekséw WIG, DAX i DJIA - w poréwnaniu z innymi pikami,
maja one ksztalt ”igiel” (patrz wykresy na rysunku 13). Analiza ta dotyczy

takich charakterystycznych wtasnosci zaobserwowanych w obszarze igiet jak

np.:

a) nagty silny wzrost wspomnianej powyzej zaleznej od czasu (miesiecznej)
wariancji oraz bimodalna struktura wariancji skumulowanej (czyli liczo-

nej narastajaco),

b) maksymalizowanie si¢ liniowych charakterystyk takich jak jednokrokowa

funkcja autokorelacji zdetrendowanego sygnatu oraz wspétezynnik AR(1),

¢) rozbieznosé czasu relaksacji (czyli zanikanie szybkosci powrotu do stanu

wyjsciowego),

d) ”poczerwienienie” (przesuniecie ku czewieni, czyli niskich czestotliwosci)

widma mocy sygnatu,

e) nieznikajaca, znaczaca wartosé¢ skumulowanej skosnosci, wskazujaca na

obecno$¢ jakiej$ nieliniowosci w uktadzie.

Podkre$lmy, ze w niniejszym opracowaniu badamy zaré6wno sam zde-
trendowany sygnal jak tez jego szum.

Trudnosci na jakie napotykamy w naszych badaniach maja réznoraki
charakter. Te ogélne wynikajg z faktu, ze dysponujemy tylko pojedyncza re-

alizacja procesu stochastycznego (gdyz nie mozemy zreplikowaé rzeczywisto-
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sci). Oczywiscie, taka trudno$¢ jest typowa w analizie empirycznych szeregéw
czasowych. W naszym przypadku jest ona tym bardziej dotkliwa, ze badamy
zjawiska o charakterze krytycznym uzywajac, ponadto, do tego celu szeregow
czasowych o skonczonej dlugosci. Aby ruszy¢ z miejsca musimy przyjac ogolna
wyjsciowa hipoteze (ktéra moznaby nazwaé zasada stabej ergodycznosci), ze
empiryczny szereg czasowy jakim dysponujmy (dane dzienne na zamknieciu)
zawiera wystarczajaca ilos¢ informacji statystycznych.

Inna kluczowa trudnos¢ bierze sie z faktu, ze nie jesteSmy w stanie
zbadac bezposrednio efekty nieliniowe w obszarze katastrofalnego przejscia bi-
furkacyjnego, gdyz w obszarze tym proces stochastyczny (a doktadniej jego
deterministyczna sktadowa) ulega linearyzacji. Jest to z jednej strony utrud-
nienie ale zarazem oczywiste utatwienie, z ktérego w dalszej czesci korzystamy

(o czym byta juz mowa powyzej w punktach a) do d)).
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2 Analiza danych empirycznych

Jak juz sygnalizowaliSmy powyzej, przyktadowa analize¢ danych empirycznych
przeprowadzono dla ”baniek” ( "babli” ) gieldowych widocznych na indek-
sach WIG, DAX i DJIA dotyczacych wciaz trwajacego Swiatowego kryzysu
finansowego (patrz wykresy na rysunkach 2-4). Obecnie mamy do czynienia z

jego kolejng faza. Innymi stowy, wspomniane banki gietdowe reprezentuja po
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Rysunek 2: Ostatni, dobrze uformowany pik WIGu (krzywa erratyczna) o po-
czatku w dniu 2004-02-06 (2480 dzien handlowy (td) na warszawskiej GPW)
i koncu w dniu 2009-05-18 (4075 td). Maksimum tego piku wystapito w dniu
2007-07-06 (3340 td) podczas, gdy teoria przewidywala potozenie maksimum
w dniu 2007-08-22 (3372 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym trendem diu-
gookresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy (czyli do danych em-
pirycznych stanowiacych lewe zbocze piku). Pionowa linia przerywana okresla
potozenie lokalnego maksimum zwiazanego z najwiekszym uskokiem indeksu
zaobsewowanym na lewym zboczu w dniu 2006-05-05. Powiekszenie fragmentu
zawierajacego ten uskok zamieszczono w prawym goérnym rogu rysunku.

prostu lewe zbocza dobrze uformowanych pikéw, charakterystyczne dla gietd

o matej, sredniej a takze duzej kapitalizacji. Wydaje sie, ze przynajmniej piki
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Rysunek 3: Ostatni, dobrze uformowany pik DAXa (krzywa erratyczna) o po-
czatku w dniu 2003-09-04 (11001 dzien handlowy (td) frankfurckiej GPW)
i koncu w dniu 2009-07-01 (12482 td). Maksimum tego piku pojawilo sie w
dniu 2007-07-13 (11985 td) podczas gdy teoria przewidywata pojawienie sie
maksimum w dniu 2007-07-17 (11989 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym
trenden dtugookresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy (czyli do
danych tworzacych lewe zbocze piku). Pionowa linia przerywana okresla po-
tozenie lokalnego maksimum zwiazanego z najwickszym uskokiem indeksu za-
obserwowanym na lewym zboczu w dniu 2006-04-26. Powiekszenie fragmentu
zawierajacego ten uskok zamieszczono w prawym goérnym rogu rysunku.

gietd europejskich sa (z topologicznego punktu widzenia, czyli co do ksztaltu
krzywej przebiegu indekséw) réwnowazne.

Zauwazmy, ze przedstawione banki gietdowe daja sie catkiem dobrze
opisaé za pomoca naszego teoretycznego wyrazenia (réwnanie (1.2) w [22]) na
trend dtugookresowy (wieloletni). Odejmujac sygnal (szereg czasowy indeksu
dla danych dziennych na zamknieciu) od tego trendu uzyskalismy (znacznie
szybciej zmieniajacy sie) sygnal zdetrendowany jako pozostato$¢ po bance giet-
dowej (patrz rysunek 5). W istocie, sygnaly te oraz ich szumy sa gtéwnym
przedmiotem naszych analiz a w nich zwtaszcza najwicksze, strome uskoki za-

znaczomne za pomocg pionowych, przerywanych linii. Ulokowane sa one ciasno
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Rysunek 4: Ostatni, dobrze uformowany pik indexu DJIA (krzywa erratyczna)
o poczatku w dniu 2005-03-16 (27251 dzien handlowy (td) na NYSE ) i konicu
w dniu 2009-06-09 (28315 td). Maksimum tego piku pojawito sie w dniu 2007-
10-09 (27896 td) podczas gdy teoria przewidywala pojawienie si¢ maksimum w
dniu 2007-09-12 (27877 td). Krzywa ciagta jest teoretycznym trendem dtugo-
okresowym (wieloletnim) [21] dopasowanym do hossy (czyli do danych tworza-
cych lewe zbocze piku). Pionowa linia przerywana okresla potozenie lokalnego
maksimum zwigzanego z najwickszym uskokiem indeksu zaobserwowanym na
lewym zboczu w dniu 2007-02-14. Powiekszenie fragmentu zawierajacego ten
uskok zamieszczono w prawym gérnym rogu rysunku.

wokot 566, 676 1 483 dnia transakcyjnego, odpowiednio, baniek indeksow WIG,
DAX oraz DJIA. Dokladniej rzecz biorac, te charakterystyczne dni transak-
cyjne okreslaja potozenia centrow ”igiel” (patrz rysunek 13). Zauwazmy, ze igta
na indeksie DJIA pojawita sic w dniu 2007-02-14, gdy rynek kredytow typu
subprime definitywnie zatamat sie, tzn. najpdzniej sposrod omawianych tutaj
indeksow. Moznaby to ttumaczyé¢ duza bezwtadnoscia NYSE zwigzang z jej

ogromng kapitalizacja w porownaniu z gietdami europejskimi.
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Rysunek 5: Zdetrendowane indeksy (sygnaly) WIG, DAX oraz DJIA, ktére
tworzg dane wyjsciowe do dalszych rozwazan. Potozenie maksimum igty zalez-
nej od czasu wariancji jest dla kazdego sygnalu z osobna oznaczone pionowa,

przerywana linig (patrz rysunek 13).
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2.1 Analiza przyktadowego szumu zdetrendowanego

sygnalu: dwustanowy charakter hossy

Aby moéwié o przejéciu typu bifurkacyjnego gietdy jako calosci koniecznym
jest wyodrebnienie stanéw pomiedzy ktorymi takie przejscie moze mie¢ miej-
sce. Ponizej, na rysunku 6 wskazujemy przyktadowo stany warszawskiej GPW,

znacznie réznigce sie amplitudg szumu zdetrendowanego sygnatu.

Noise WIG
2000,
1000
\
””””””””””””””””””” o
}ﬂIW.HLHHLwﬁMHxlliﬂ[u"NrN»!“IMMtMp‘hNMV"nmenm
-1000}
-2000¢ — — — /
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Rysunek 6: Przyktadowe zachowanie sie szumu zdetrendowanego sygnatu WIG.
Dobrze widoczny jest wzrost amplitudy szumu w obszarze przejSciowym roz-
ciagajacym sie (mniej wiecej) od dnia 2005-09-07 do dnia 2006-05-05 (obie daty
zaznaczono pionowymi przerywanymi liniami). Dzien 2005-09-07 znajduje sie
(mniej wiecej) dwa miesiace po zatamaniu sie w Stanach Zjednoczonych rynku
sprzedazy nowych doméw jednorodzinnych. Natomiast dzien 2006-05-05 kon-
czy (z grubsza rzecz biorac) zasadniczy okres sprawozdawczy za poprzedni rok
w Stanach Zjednoczonych. Male i $rednie gietdy (czyli np. europejskie) sa na
informacje, zwtaszcza negatywne, szczegblnie podatne ze wzgledu na relatyw-
nie niska kapitalizacje. Jak widac, okres pomiedzy 2006-05-05 a 2007-07-06 jest
czasem wyraznego wzrostu zmiennosci, konczacego sie pierwszym zatamaniem
gietdowym w dniu 2007-07-06.

Potwierdzeniem dwustanowego charakteru gietdy jako catosci, a zara-
zem odpowiedZ na pytanie o procesy stojace za szumami o tak znaczaco roznig-

cych sie amplitudach, sa statystyki (histogramy) zbudowane dla obu rodzajow
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szumu (patrz rysunki 7 oraz 8).
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Rysunek 7: Histogram szumu niskoamplitudowego przedstawiony w skali pot-
logarytmicznej. Widac, ze jest on zdominowany przez rozktad Gaussa.

Na szczegblng uwage zastuguje fakt pojawienia sie zdarzen superek-
stremalnych (w sensie definicji Didiera Sornetty [39]): jednego towarzyszacego
przejéciu od szumu nisko- do wysokoamplitudowego a drugiego towarzyszacego
drugiemu co do wielkosci (ujemnemu) pikowi zdetrendowanego sygnatu (jaki
pojawil sie okolo dziesie¢ miesiecy po6zniej). Oba byly najprawdopodobniej
zwigzane 7z atakami duzych zagranicznych graczy gietdowych na warszawska
GPW. Oczywiscie, otwartym pozostaje pytanie czy tego typu gwaltownym
wzrostom zmiennosci zawsze towarzysza zdarzenia superekstremalne. Nasza
hipoteza jest, ze najczesciej tak witasnie jest, gdyz duze zmiennosci kusza du-
zymi zyskami (w grze na spadkach lub wzrostach) przy duzym ryzyku, do

ktorego sa sktonni przede wszystkim liczacy si¢ gracze.
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Rysunek 8: Histogram szumu wysokoamplitudowego przedstawiony w skali p6t-
logarytmicznej. Widac¢ jak bardzo rézni si¢ on od analogicznego opisujacego
szum niskoamplitudowy (patrz rysunek 7). Histogram szumu wysokoamplitu-
dowego jest asymetryczny: jego cze$¢ centralna jest gaussowska ale czes¢ do-
tyczaca spadkéw (ujemne wartosdci szumu) jest potegowa. Poza nig widaé¢ dwa
punkty, ktore (zgodnie z definicja Didiera Sornetty [39]) mozna by uwazaé za
zdarzenia superekstremalne.

2.2 Symulacja zdarzen superekstremalnych na rynku wa-

lutowym Forex: analiza jakoSciowa

Na rysunku 9 przedstawiono (przyktadowo na plaszcezyznie) 120 kolejnych war-
tosci logarytméw kurséw walut log(EUR/CHF) vs. log(EUR/USD) w postaci
(geometrycznego) bladzenia losowego. Jak widaé, btadzenie to nie ma charak-
teru brownowskiego (procesu Wienera) ze wzgledu na obecno$¢ dlugiego prze-
lotu wywotanego interwencja Swiss National Bank (SNB). Rodzi sie pytanie,
czy potrafilibysmy, przynajmniej jakosciowo, symulowa¢ tego typu btadzenia
losowe? OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca. Wynik naszej symulacji (tez
dla 120 kolejnych przemieszczen) zostat przedstawiony na rysunku 10 w lewym

oknie.
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Rysunek 9: Bladzenie logarytméw kurséw walut EUR/CHFE vs. EUR/USD
na ptaszczyznie w dniu 2010-11-19 w godzinach 15:00-10:99. Za dlugi przelot
odpowiedzialna jest interwencja Swiss National Bank.

Przedstawiony na tym rysunku wynik symulacji dotyczy hierarchicz-
nego bladzenia losowego Weierstrassa-Mandelbrota (WM) (dla prostoty) dla
czasu dyskretnego? (mierzonego liczbg krokéw). Aby jak najprosciej zilustro-
waé to btadzenie przedstawiamy je dla jednego wymiaru za pomoca gestosci

prawdopodobienstwa pojedynczego przemieszczenia x:

p(x) = !

DO |

S () [ote — bt) + o + )] n

gdzie wage w(j) jest wygodnie przedstawié¢ w nastepujacy sposob:

o) =(1-5) g

2Bardziej rozwinigte btadzenia typu Weierstrassa-Mandelbrota rozwazano w pracach [26]-
[28].
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przy czym b, N > 1 natomiast by jest jednostka ”dtugosci”, ktéra w dalszym
ciagu przyjmujemy rowna 1; oczywiscie, d(...) jest delta Diraca. Jak widac,
indeks j okresla rzad probabilistycznej hierarchii pojedynczych przemieszczen
- im j jest wicksze tym b’ jest wicksze, rosngc ze wzrostem j w postepie geome-
trycznym. Dostosowujac sie do tego, waga w(j) maleje w postepie geometrycz-
nym. Mozna wykazaé, ze procesem tym rzadzi, de facto, jeden wykladnik (o
strukturze wymiaru fraktalnego) a mianowicie (3 . In(N)/1In(b) o czym byta
juz mowa w Czesci I Raportu w rozdz. 7. Wskazano tam, ze sprowadza sig
to do sterowania tego typu btadzeniem przez zdarzenia ekstremalne i superek-
stremalne dla wyktadnika g < 2. W naszej symulacji przyjelismy przyktadowo,
ze § = 1,585 (gdzie N = 3 a b = 2). Podobienstwo jakie (przynajmniej na
pierwszy rzut oka) jest widoczne pomiedzy bladzeniem empirycznym (przed-
stawionym na rysunku 9) jest uderzajace stanowigc dobry punkt wyjscia do
przysztych badan. W tej Czesci II Raportu zajelismy sie przede wszystkim
obecnodcig katastroficznych i subkatastroficznych przejsé bifurkacyjnych trak-
tujac powyzszy wynik jako wazny ale tylko wspomagajacy.

Dodajmy jeszcze, ze niegaussowski charakter symulowanego btadzenia
ma zasadnicze kosekwencje w postaci zatamania sie (dla tego typu bladze-
nia) prawa wielkich liczb Bernoulliego. Latwo to zobaczyé poréwnujac wy-
kresy w prawych oknach na rysunkach 10 i 11, gdzie przedstawiono wariancje
sumarycznego (wielokrokowego) przemieszczenia w funkeji czasu dla, odpo-
wiednio, btadzenia Weierstrassa-Mandelbrota oraz procesu Wienera. Jak wi-
da¢, w pierwszym przypadku nie udaje sie tej wariancji ustabilizowac, gdyz
im dtuzszy jest czas obserwacji tym wigksze jest prawdopodobienstwo wysta-
pienia zdarzen ekstremalnych i superekstremalnych - ten destrukcyjny efekt
jest kluczowy dla zrozumienia roli tych zdarzen w realnych procesach ekono-

micznych a zwtaszcza zachodzacych w (szeroko rozumianych) finansach. Tego
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typu zachowanie wariancji méwi nam o ekstremalnej zmiennosci rozwazanego
procesu a wiec o ekstremalnym ryzyku jakie niesie za soba tego typu proces
(czyli np. inwestowanie w walory podlegajace tego typu procesowi).
Oczywiscie, dla procesu Wienera prawo wielkich liczb Bernoulliego dziata,
czego wyrazem jest stabilna (bez zadnych nieciagtosci) zaleznosé wariancji od
czasu (patrz wykres w prawym oknie na rysunku 11). Tym samym, wariancja
moze by¢ uzywana (idac za Markowitzem) jako efektywna miara ryzyka.
Nalezy podkresli¢, ze kolejnym przejawem wystepowania zdarzen su-
perekstremalnych jest znaczace odstepstwo od prawa potegowego generowa-
nego przeciez przez zdarzenia ekstremalne (o czym byta juz mowa w I Cze-
sci Raportu). Jest to dobrze widoczne na wykresie przedstawiajacym empi-
ryczny histogram (absolutnych) zmian kursu sprzedazy EUR/CHF (w skali
log-log) jaki zamieszczono na rysunku 12. Przez najwieksze zdarzenie superek-
stremalne rozumiemy najdalej na prawo wysuniety punkt (wszystkie punkty
empiryczne oznaczono iksami). Podkreslmy, zZe jest ono zwigzane z interwencja
SNB; zreszta wiekszosé pozostalych tego typu zdarzen (nieuktadajacych sie na
linii ptostej w skali log-log) ma taki wlasnie charakter. Tylko nieliczne maja

charakter spontanicznej aktywnosci rynku walutowego.

2.3 Bladzenie Weierstrassa-Mandelbrota jako przypa-

dek stochastycznego procesu podporzadkowanego

Dokonane przez nas jakosciowe poréwnanie bladzenia empirycznego (patrz ry-
sunek 9) z wynikiem symulacji Monte Carlo (patrz lewe okno na rysunku 10)
sugeruje, ze proces typu Weierstrassa-Mandelbrota powinien by¢ wziety pod
uwage przy poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie jaki proces stochastyczny
najlepiej odtwarza dynamike rynku walutowego (a przynajmniej wybranych

kurséw walutowych). Zwréémy uwage, ze rozklad (1), czyli gesto$é prawdo-
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Liczba ekpetymentéw (100 - 1000000) : [100000 |  Liczba poj. przemieszczedi (100 - 1000): (120 |
Parametr N (N=1) = 5 | Parametrb (h=1): |2 | P =1585 Bladzenie multifraktalne: ® Nie () Tak
Zdjecie migawkowe co (1 - 10000} : [ISE \ eksperyment. OpdZnienie (ms):

io0 20 30 40 a0

Trajektoria czasteczki

Expenanent nr; 12600

® Trajektioria ) Punkty 2wrotne Zmiefi wykres na Statystyka G[R.1] |

Rysunek 10: Symulacja komputerowa 120 krokéw procesu WM (jego pojedyn-
cza realizacja, przyktadowo, w eksperymencie nr 13600) przedstawiona w le-
wym oknie rysunku. Pelnym kétkiem oznaczono koncowe potozenie czastki jaka
wystartowata z miejsca oznaczonego okregiem. Dobrze widoczny jest charakte-
rystyczny dtugi przelot w pojedynczym kroku. W prawym oknie przedstawiono
zalezng od czasu wariancje (czyli srednia z kwadratu sumarycznego przemiesz-
czenia czastki) dla tego procesu, przy czym drednig liczono tutaj po zespole
do$wiadczen podobnych generowanych (dla identycznych warunkéw makrosko-
powych) w trakcie symulacji. Dobrze widoczne sa nieciaglosci wariancji, ktore
stanowig bezposredni przejaw istnienia zdarzen ekstremalnych i superekstre-
malnych. Prowadzi to w efekcie do rozbiegania sie wariancji w miare jak rosnie
liczebno$é zespohu statystycznego po ktérym sredniujemy, czyli rosnie szansa
na wystapienie tego typu zdarzen.
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Rysunek 11: Symulacja komputerowa 100 krokéw procesu Wienera (pojedyn-
cza realizacja ruchu Browna, przykladowo, w eksperymencie nr 7500) przed-
stawiona w lewym oknie rysunku. Odcinek prostej reprezentuje wektor suma-
rycznego przemieszczenia czastki brownowskiej (oznaczonej pelnym kétkiem,
jaka wystartowala z miejsca oznaczonego okregiem). Dobrze widoczny jest
erratyczny charakter tego procesu. W prawym oknie przedstawiono zalezng
od czasu wariancje (czyli srednig z kwadratu sumarycznego przemieszczenia
czastki) dla tego procesu, przy czym srednig liczono tutaj po zespole doswiad-
czenn podobnych generowanych (dla identycznych warunkéw makroskopowych)
w trakcie symulacji.
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Rysunek 12: Empiryczny histogram (absolutnych) zmian kursu sprzedazy
EUR/CHF (punkty oznaczone iksami) notowanego na Forex-ie, zbudowany dla
danych z szerokiego okresu czasu, poczynajac od lipca 2002 roku na wrze$niu
2011 koniczac. Referencyjna, ciagta linia prosta ma nachylenie (w skali log-log)
wynoszace -5.2, czyli takie jak érednie nachylenie empirycznego histogramu.
Zatem, mamy tutaj do czynienia z rozktadem posiadajacym algebraiczny, po-
grubiony ogon, ale zanikajacym szybciej niz jakikolwiek rozktad Lévy’ego.

podobienstwa pojedynczego przemieszczenia (przejscia) definiujaca ten proces
jest superstatystyka [2, 3] zwiazana z procesami nalezacymi do kategorii pro-
ceséw podporzadkowanych® (ang. subordinate) [8]-[23].

Mianowicie, na rozwazane w rozdz. 2.2 btadzenie Weierstrassa-Mandel-
brota w czasie dyskretnym mozna spojrzeé¢ jak na odpowiednie ztozenie dwoch

nastepujacych proceséw:

(1) dwupunktowego (dychotomicznego) szumu

6;(x) = = [z — bob?) + 6(x + bob)] (3)

DN | —

3Spostrzezenie to zawdzieczamy Mateuszowi Pipieniowi.
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gdzie utrzymujemy oznaczenia takie jak w rozdz. 2.2,

(2) oraz podporzadkowujacego (ang. subordinator) rozktadu w(j) zbudowa-
nego w oparciu o rozktad Bernoulliego, méwigcego jakie jest prawdopo-
dobienstwo wystapienia zdarzenia przeciwnego do danego, ktore wysta-
pito doktadnie j razy. Rozklad ten jest dany wzorem (2) i ma charakter

niemalejacy w funkcji kolejnego kroku losowania.

W takim ujeciu, o rozktadzie (1) mozna powiedzieé, ze jest podporzadkowany
rozktadowi ¢; wyrazonemu wzorem (3).

Wydaje sie, ze tego typu podejécie (tym bardziej, ze poparte sugestia
empiryczna) otwiera obiecujace mozliwosci badania uktadéw o znacznym stop-
niu ztozonosci, zwlaszcza takich jak rynki finansowe.

Nalezy dodacé, ze procesy podporzadkowane sg znane w literaturze fi-
nanséw empirycznych [8]. Co prawda w chwili obecnej nie sa one tak intensyw-
nie rozwijane jak alternatywne do nich specyfikacje jednak, na poczatku lat
siedemdziesiatych, byly jedna z mozliwych propozycji modelowania dynamiki
instrumentow finansowych. Niniejsze opracowanie projektu cze$ciowo nawig-
zuje do tego typu fundamentalnych prac z zakresu empirycznych finanséow, co

czyni je silnie ugruntowanym w literaturze przedmiotu.

2.4 Zalezna od czasu wariancja zdetrendowanego

sygnaltu

Dla naszych trzech zdetrendowanych sygnatéw (tzn. dla WIGu, DAXa oraz
DJIA) badamy zalezno$é¢ czasowa estymatora zwyklej (tutaj jednomiesiecz-
nej) wariancji (patrz rysunek 13). Estymator ten jest zdefiniowany dla danych
dziennych na zamknieciu, w oknie czasowym o szerokosci jednego miesigca

handlowego (czyli czterech tygodni, tzn. 20 dni roboczych). Taki wybor zwia-
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zany jest z faktem, ze wtasnie raz w miesigcu Banki Centralne (a w naszym
kraju Narodowy Bank Polski) ustalaja wysokosci (referencyjnych) stép pro-
centowych. Innymi stowy, empiryczne szeregi czasowe sa skanowane oknem
czasowym o szerokosci czterech tygodni i w ramach takiego okna obliczana
jest kazdorazowo odpowiednia srednia po probce (ang. sample average).

Zwrocmy uwage, ze zalezna od czasu wariancja sygnatu drastycznie
wzrasta w obszarach uskokow, tworzac ostre piki w postaci ”igiel” (patrz rysu-
nek 13). Istnienie takich igiel moze by¢ jednym z symptomow
(sub)katastroficznego przejsécia bifurkacyjnego (ang. (‘sub)catastrophic bifur-
cation transition, (sub)CBT) czy nawet krytycznego (katastroficznego) spo-
wolnienia (ang. critical (catastrophic) slowing down, CSD). W dalszym ciagu
tego typu igly nazywamy katastroficznymi igtami (ang. catastrophic (critical)
spike).

Jak wida¢ (patrz rysunek 13), katastroficzne igly zaleznej od czasu wa-
riancji sa poprzedzane przez dobrze uformowane ale o mniejszej amplitudzie,
rosngcej w miare zblizania sie do wspomnianych igiet. W ten sposéb manife-
stuje sie tzw. zjawisko migotania (ang. flickering phenomenon, FF) [34]. Zja-

" oscyluje” pomiedzy sta-

wisko to moze pojawic sie, na przyktad, gdy system ’
nami (réwnowagi trwalej lub nietrwatej) w obszarze CBT. Takie zachowanie
moze by¢ takze prekursorem CBT. Co wiecej, towarzyszy¢ temu moze znacz-
nie wezesniej zaczynajacy sie efekt systematycznego skracania si¢ obszaréw o

relatywnie niewielkiej amplitudzie wariancji (ang. shrinking of intermittencies,

patrz pierwszy od géry wykres na rysunku 13).

2.5 Skumulowana wariancja zdetrendowanego sygnatu

Na rysunku 14 przedstawiono skumulowana wariancje (ang. accumulative va-

riance, ACV) zdetrendowanego sygnatu. Tego typu wariancja jest zawsze ob-
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Rysunek 13: Wykresy estymatora zwyktej, zaleznej od czasu wariancji zdetren-
dowanych indekséw WIG, DAX oraz DJIA. Pionowe przerywane linie okreslaja
potozenia centréw (maksimow) "igiel”, odpowiednio, w 566, 676 i 483 dniu
transakcyjnym hossy.
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liczana narastajaco (w czasie), poczynajac od jakiegos ustalonego punktu po-
czatowego (przyktadowo dla Warszawskiej GPW, od 2750 dnia, liczac od po-
czatku jej powstania) do chwili aktualnej - chwile ta przesuwamy stopniowo tak
daleko w czasie jak jest to konieczne do prowadzenia analizy (z odpowiednio
dobranym krokiem czasowym). Taka wariancja ma bardziej globalny charak-
ter i w zwiagzku z tym jest znacznie stabilniejsza od wczesniej wprowadzonej
(zwyktej miesiecznej). Jest ona znacznie mniej wrazliwa na szczegdly a przez
to wygodniejsza w uzyciu w badaniu zjawisk krytycznych (gdzie szczegoty nie
odgrywaja pierwszorzedniej roli).

Przebieg ACV wskazuje, ze w poblizu katastroficznej igly (progu CBT)
system ma charakter bimodalny (dwustanowy), czyli stan o nizszej wariancji
skumulowanej jest wyraznie odréznialny od stanu o podwyzszonej skumulowa-
nej wariancji dzieki schodkowemu ksztattowi ACV w czasie. Przed i za progiem
ACYV jest niemal state - skok ma miejsce w relatywnie waskim przedziale czasu;
przyktadowo, dla WIGu od ¢4, = 520 do t,, = 590 dnia transakcyjnego. Dla
czasu wezesniejszego od g0, System znajduje sie w stanie stabiej pobudzo-
nym, podczas gdy dla czaséw wigkszych niz ¢,, w stanie wzglednie wysokiego
pobudzenia. Tego typu zachowanie ACV sugeruje, ze w systemie dokonata sie
jakas zasadnicza (strukturalna) reorganizacja. Moze to by¢ zwiastunem CBT,
potwierdzajac wczesniejsze rozwazania prowadzone w rozdz. 2.1.

Wskazywano ostatnio [4], ze gwaltowny wzrost chwilowej wariancji w
obrebie progu byt obserwowany w systemach ekologicznych i socjologicznych
posiadajacych roznorakie atraktory. W niniejszej II Cze$ci Raportu pokazu-
jemy, ze ta wiasnos¢ posiadaja takze rynki finansowe.

W kolejnych rozdziatach analizujemy przede wszystkim zalezny od czasu
wspOtezynnik autoregresji AR(1) oraz zwiazang z nim funkcje autokorelacji
ACF (1), gtéwnie w obszarach otaczajacych najwieksze piki wariancji, tzn. ka-

tastroficzne igty.
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Rysunek 14: Wielomodowa skumulowana wariancja zdetrendowanych sygna-
tow WIG, DAX oraz DJIA dotyczaca ostatnich baniek gietdowych na tych
indeksach. Przerywanymi pionowymi liniami oznaczono potozenia maksimow
najwiekszych pikéw sygnatu (poréwnaj rysunek 5), czyli potozenia przypusz-
czalnych progow CBT. Wida¢, ze w poblizu progu uktad moze by¢ traktowany
(z dobrym przyblizeniem) jako dwumodowy (dwustanowy, dwufazowy).
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2.6 Wspblczynnik regresji AR(1)

Przyktadowo, na rysunku 15 przedstawiono empiryczny, zdetrendowany sy-
gnat WIG w chwili ¢, czyli z;, w zaleznosci od wczesniejszego sygnatu x;_q.
Doktadniej rzecz biorac, sa to dwa zestawy par danych po dziewietnascie par
w kazdym zestawie. Pierwszy zestaw (kétka) obejmuje okres od 521 do 540
sesji wlacznie a drugi od 541 do 560 (odwrécone tréjkaty). Linie proste zo-
staly dopasowane osobno do kazdego zestawu. Nachylenia tych prostych daja
bezposrednio dwie rézne wartosci wspétezynnika AR(1), czyli wspétezynnika
1 + A, gdzie A jest pochodna nieliniowej sktadowej dryfowej (deterministycz-
nej) f(xy; P) po sygnale x; - patrz zdyskretyzowane rownanie dynamiki sto-
chastycznej (6) w Dodatku A oraz jego zlinearyzowana wersje (12) w Dodatku
A.2 (wystepujacy tutaj parametr P ma charakter parametru sterujacego, wol-
nozmiennego w czasie liczonym w miesigcach). Dzieki wspomnianemu powyzej
dopasowaniu uzyskujemy takze konkretne wartosci wspotcezynnika przesuniecia
prostych (patrz powiekszony fragment wykresu na rysunku 15).

Na rysunkach 16 i 17 przedstawiono wykresy zaleznosci, odpowiednio,
wspélezynnika AR(1) oraz —A od czasu (liczonego w miesiacach). Obserwacja
konieczng do prowadzenia dalszych rozwazan, jaka wynika z tych wykresow
jest to, ze —1 < A < 0. Jest to warunek konieczny istnienia katastroficznego
przejécia bifurkacyjnego.

Co wiecej, jak wynika z fitow, dzieki ktorym wyznaczany jest wspol-
czynnik AR(1) (patrz rysunek 15), wieksza warto$¢ tego wspoélezynnika, w
przyblizeniu réwna 1.0, zostala uzyskana dla drugiego zestawu danych (ozna-
czonego za pomoca odwréoconych trojkatéw); dla pierwszego zestawu (kotka)

otrzymano AR(1) ~ 0.60. Warto$¢ wspotczynnika AR(1) ~ 1.0 jest wyzna-
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czona dla miesiaca potozonego w najblizszym sasiedztwie progu (patrz pionowa
linia przerywana na gérnym wykresie rysunku 16).

Nalezy podkresli¢, ze nasze podejscie bazuje na zatozeniu, ze parametr
A jest wolnozmienng funkcja czasu - zmienia sie¢ w skali miesiecy a nie dni. To
samo mozna powiedzie¢ o innych wspolezynnikach (np. AR(1), ACF(1) jak
tez wspoOtezynniku przesuniecia prostej b wykorzystywanym ponizej).

Poniewaz przesuniecie obu uzyskanych powyzej linii prostych jest pro-
porcjonalne zarowno do —A\ jak tez do wartosci stabilnego miejsca zerowego
xy» poprzez relacje b = — Az}, (patrz drugie réwnanie w (13) w Dodatku A.2),
dzieki temu mozemy wyznaczy¢ xf, w zaleznosci od czasu (liczonego w mie-
siacach) dzielac jedna wielkosé otrzymana z danych empirycznych przez druga
- oczywiscie, obie one sa funkcjami czasu (tez liczonego w miesiacach). Tak
otrzymanag zalezno$¢ przedstawiono na rysunkach 18-21. Analogiczne rozwaza-
nia dotycza stabilnego pierwiastka x7. Uderzajaca zaleznos¢ obu tych pierwiast-
kéw od czasu wskazuje na istnienie katastroficznego przejscia bifurkacyjnego
wtasnie pomiedzy stanami réwnowagi czastkowej zdefiniowanymi przez oba
pierwiastki. Przejscie to znajduje sie (niemal) doktadnie w miejscu ulokowania

sie katastroficznej igly (o ktorej byla mowa wezesniej).

2.7 Jednokrokowa funkcja autokorelacji ACF(1)

W dodatku A.3 wykazalismy, ze zaréwno dla nieskonczonych jak i skonczo-
nych szeregdéw czasowych (ktére we wszystkich rozwazanych przez nas sytu-
acjach sktadaty sie z dwudziestu elementéw), wielokrokowa funkcja autokore-
lacji ACF(h) wyraza si¢ przez wzor podany w czwartym wierszu (15).
Doktadniej rzecz biorac, analizujemy wspotczynnik autoregresji procesu
ACF(1) =14 X = AR(1) za pomoca techniki alternatywnej do tej uzytej w

rozdz. 2.6, gdzie tez wyznaczaliémy wspotezynnik autoregresji AR(1). Miano-
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Rysunek 15: Przyktadowy wykres z; vs. x;_; zdetrendowanego sygnatu WIG
sktadajacego sie z dwoch zestawdéw danych empirycznych po 19 par kazdy. Oba
zestawy dotycza dwoch kolejnych miesiecy: pierwszy od 521 do 540 sesji (kotka
z dofitowana ciagta linia prosta), drugi od 541 do 560 sesji (odwrécone trojkaty
takze z dofitowang ciagta linia prosta). Dopasowane linie proste maja nachy-
lenie, odpowiednio, AR(1) ~ 0.60 oraz AR(1) ~ 1.0. Prowadzi to natychmiast
do, odpowiednio, —A =1 — AR(1) ~ 0.40 oraz —A = 1 — AR(1) ~ 0.0 (patrz
takze rysunek 17). Dopiero na powiekszonym fragmencie wykresu okolic zera
dobrze widoczna jest wielko$¢ wspotezynnika przesuniecia b dla obu prostych.
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Rysunek 16: Wykres wspoétezynnika regresji liniowej pierwszego rzedu AR(1)
(kropki z zaznaczona dyspersja) oraz jednokrokowej funkcji autokorelacji
ACF (1) (kropki nie polozone w centrum odcinka oznaczajacego dyspersje)
w zaleznosci od czasu. Wartosci tych wspotezynnikéw zostaty wyznaczone dla
16 kolejnych miesiecy (dwudziestopunktowych przedzialéw czasu) poczynajac
od przedziatu [481, 500] na [641, 660] konczac. Przedzialy te rozciagaja sie tak,
ze obejmujg prog katastroficznego przejécia bifurkacyjnego. Jak widac, obie
wielkosci posiadaja (jak nalezato oczekiwaé) zblizona zalezno$é od czasu - sa
to wkleste funkcje czasu, ktére posiadaja maksimum (niemal) na progu (za-
znaczonym pionowa przerywana linia prosta), czyli gdzies wewnatrz przedziatu
[541, 600], chociaz nalezy przeznaé, ze obszar maksimum jest rozciagniety obej-
mujac (mniej wiecej) jeden kwartat.
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Rysunek 17: Wykres wspotezynnika szybkosci relaksacji —A w funkeji czasu
zbudowany w oparciu o dwie niezalezne formuty: (1) —A =1 — AR(1) (kropki
z zaznaczonymi dyspersjami) oraz (2) —\ = 1 — ACF(1) (kropki, ktére nie
leza w $rodku odcinkéw oznaczajacych dyspesje), przy czym zaleznosé samych
AR(1) i ACF(1) w funkcji czasu byla juz przedstawiona na rysunku 16. Jak
nalezalo oczekiwaé, oba wspétezynniki maja zblizona zaleznos$¢ od czasu (sa
funkcjami wypuktymi) majac poszerzone obszary minimum z centrum w tych
samych miejscach co odpowiednie maksima przedstawione na rysunku 16; pio-
nowe przerywane linie (podobnie jak na poprzednim rysunku) wskazuja poto-
zenie centréw katastroficznych igiet.
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Rysunek 18: (Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w (ob-
robionych) danych empirycznych z WIGu, indukowane przez ujemna kata-
stroficzng igle. Te obrobione dane tworza trajektorie stanow réwnowagowych
z*(= —b/A) w funkcji czasu. Natomiast potozenie wspomnianej iglty znajduje
sie w bezposredniej (kilkudniowej) bliskodci katastroficznej igly zaleznej od
czasu wariancji (oznaczonej pionowa przerywana linig prosta). Podkreslmy, ze
punkty lezace przed skokiem moga by¢ identyfikowane ze stanami réwnowago-
wymi oznaczonymi (skrotowo) przez 17, podczas gdy te po skoku ze stanami
oznaczonymi przez 1 (patrz rysunki 27-30 w rozdz. 3).
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Rysunek 19: (Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w (ob-
robionych) danych empirycznych z DAXa (punkty), indukowane przez ujemna
katastroficzng igte (przejscie to jest lepiej widoczne na kolejnym rysunku 20).
Te obrobione dane tworza trajektorie standéw roéwnowagowych x*(= —b/\) w
funkeji czasu (punkty potaczone krzywa). Natomiast potozenie wspomnianej
igly znajduje sie w bezposredniej (co najwyzej dwudniowej) bliskosci innej,
odpowiadajacej jej katastroficznej igly zaleznej od czasu wariancji, oznaczonej
tutaj pionowa przerywang linig prostg. Podkreslmy, ze punkty lezace przed
skokiem moga by¢ identyfikowane ze stanami rownowagowymi oznaczonymi
(skrotowo) przez 17, podczas gdy te po skoku ze stanami oznaczonymi przez
1 (patrz rysunki 27-30 w rozdz. 3).
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Rysunek 20: Przyktadowe, posrednie subkatastroficzne przejscie bifurkacyjne
dla indeksu DAX ze schematycznie wpisana (hipotetytczna) wstecznie zaple-
ciong krzywa umozliwiajaca zilustrowanie przej$¢ bifurkacyjnych. Ciag strza-
tek pokazuje kolejne, pojedyncze przejscia uktadu w otoczeniu progu CBT,
korespondujace do odpowiednich punktéw empirycznych przedstawionych na
(poprzednim) rysunku 19. Terminy ”Before”, ” At” i After” oznaczaja, odpo-
wiednio, przejscie przed progiem CBT, na progu i za nim. Wtasnie oba punkty
(dodatni z7, i ujemny x}) znajdujace si¢ w obszarze ” At” pozwalaja, dzieki
réwnaniom (32), wyznaczy¢ poszukiwane, wzgledne parametry aq/ag, as/ag
oraz az/ag. W dalszym ciagu przyjmujemy dla prostoty, ze P o ag/|ao|.
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Rysunek 21: (Sub)katastroficzne przejscie bifurkacyjne (skok) widoczne w (ob-
robionych) danych empirycznych z DJIA, indukowane przez ujemny kata-
stroficzny pik. Te obrobione dane tworzg trajektorie stanéw rownowagowych
x*(= —b/A) w funkcji czasu. Natomiast polozenie wspomnianego piku znaj-
duje sie w (co najwyzej) dwutygodniowej odleglosci od katastroficznej igly
zaleznej od czasu wariancji (oznaczonej jak zwykle, pionowa przerywang linig
prosta). Podkreslmy, ze punkty lezace przed skokiem moga by¢ identyfikowane
ze stanami réwnowagowymi oznaczonymi (skrotowo) przez 1”7, podczas gdy te
po skoku ze stanami oznaczonymi przez 1 (patrz rysunki 27-30 w rozdz. 3).
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wicie, wykorzystaliémy tutaj zwykly estymator, AC' Fgsr(1), funkcji autokore-
lacji ACF(1) dla danego miesiaca (czyli naszego okna czasowego), w ramach

ktorego wspotezynnik A jest staly.

R 18 )

Wtlasnie ten estymator zostal wykreslony na rysunku 16, osiagajac (z dobrym
przyblizeniem) swoja warto$¢ maksymalng rowna 1.0 w bliskosci progu CBT
(oznaczonego pionowa, przerywana linig prosta). Wynik ten, razem z odpo-
wiadajacym mu wynikiem dla wspétczynnika AR(1), stanowia najwazniejsza
obserwacje fenomenologiczna niniejszego opracowania. Wyniki przedstawione

na rysunku 17 sg bezposrednia konsekwencja powyzszych.

2.8 Wskaznik nieliniowosci: skoSnosé

Na rysunku 22 przedstawiono sko$no$¢ zdetrendowanych sygnatéow WIG, DAX
i DJIA w zaleznosci od czasu. Widoczna jest ich duza zmienno$é. Aby upew-
nic¢ sie co do statystycznej istotnosci tych skosnosci obliczono odpowiadajace
tym sygnatom skosnosci skumulowane. Te, bardziej stabilne i mniej czute na
nieistoitne zaburzenia wielkosci przedstawiono w funkcji czasu na rysunku 23.
Jest godnym uwagi, ze zwtlaszcza dla WIG (a wiec dla gieldy o stosunkowo
matej kapitalizacji) obserwujemy skok tej skumulowanej skosnosci na progu
(oznaczonym jak zwykle pionowa przerywana linia prosta). Oznacza to, ze w
tym przypadku opis w ramach modelu zlinearyzowanego (patrz ostatnie réw-
nanie w (12)) nie jest wystarczajacy [13]. Spostrzezenie to stanowi dla nas

kolejng inspiracje do badan nad katastroficznymi przejéciami bifurkacyjnymi.
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Rysunek 22: Wykresy zaleznej od czasu skosnosci dla zdetrendowanych sy-
gnaléw WIG, DAX oraz DJIA; na pierwszy rzut oka nie wida¢ tutaj zadnej
wyraznej asymetrii pomiedzy jej dodatnimi a ujemnymi wartosciami.
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Rysunek 23: Wykresy zaleznej od czasu skumulowanej skosnosci dla zdetren-
dowanych sygnatow WIG, DAX oraz DJIA. Wida¢ wyrazny skok skosnosci
dla WIGu na progu bifurkacyjnym. Dla DAXa obserwuje si¢ wyraznie jej nie-
zerowa wartos¢. Natomiast dla DJIA skumulowana sko$nosé niemal znika w
obszarze progu, co moze oznaczac, ze katastrofalne przejscie bifurkacyjne ma

w tym przypadku czysto liniowy charakter.
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2.9 Periodogram

Dobrze wiadomo, ze w przypadku szeregdéw czasowych o skonczonej dtugodci,
widmo mocy (PS(w), zwane tez gestoscia spektralna, patrz wzory (17) i (18)
w Dodatku A.3) nalezy zamieni¢ przez periodogram [11, 5, 28], czyli przez jego

estymate.
T
I(w;) = 71 | th exp(—itw, \2, j=12,...,T =20, (5)
t—1

gdzie i jest jednostka urojona a czestotliwo$¢ w; = 27(j — 1). Pozwala to, na
przyktad, zaobserwowaé wyrazny wzrost I(w; = 0) = T~ | L, 2, |?, tzn.
wzrost tej wielkosci w wy = 0 w poréwnaniu z jej wartosciami dla pozostatych
wartosci czestotliwosei (czyli I(w;), j > 2, patrz rysunki 24-26). Tym samym,
mozemy mowi¢ o przesunieciu widma mocy ku czerwieni w miare zblizania
sie przedziatéw czasowych (skladajacych sie, jak juz moéwiliSmy, z odcinkow
jednomiesieczych) ku progowi bifurkacyjnemu. Jest to kolejna wlasnosé dys-

kutowanego przejécia typu CBT.
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Rysunek 24: Empiryczne periodogramy dla WIGu wyznaczone dla szesciu ko-
lejnych roztaczych miesiecznych przedziatéw czasu, czyli sktadajacych sie (dla
prostoty) z czterech tygodni handlowych (po pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu
dni). Pierwszy przedzial zaczyna sie w 467 dniu handlowym (liczac od poczatku
rozwazanej hossy, czyli od daty 2004-02-08) a konczy w 486 dniu handlowym (w
tym przypadku wartosci periodogramu oznaczono kétkami). Wartosei periodo-
gramu dla ostatniego przedzialu (oznaczone przez odwrécone tréjkaty), rozcia-
gajacego sie od 547 do 566 dnia transakcyjnego, posiadaja wyrazne maksimum
dla najnizszej czestotliwosci wy = 0 (przy czym w; = j — 1, j = 1,2,...,20).
Podkreslmy, ze prawy brzeg powyzszego przedziatu jest zarazem progiem CBT.
Pojawienie sie¢ wspomnianego maksimum jest zgodne z przewidywaniem jakie
dostarcza wyrazenie (18). Jest to jedna z wazniejszych wtasnosci CBT.

3 JakoSciowe wyjasnienia

W rozdziale tym omawiamy zachowanie si¢ prekursoréw w miare zblizania
sie uktadu do progu bifurkacyjnego. Prekursory liniowe takie jak wariancja,
czas relaksacji, poczerwienione widmo mocy oraz pokrewne wielkosci wypro-
wadza sie¢ w ramach zlinearyzowanego szeregu czasowego zdefiniowanego ostat-
nim réownaniem w (12) w Dodatku A.2. Natomiast nieliniowe, takie jak np.

skosnos¢, wymagaja podejscia bazujacego na istnieniu asymetrycznej nielinio-

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 269



Jakosciowe wyjasnienia

Power Spectrum_DAX
3.5%x10% @ o
3.0x 106 ’ B -6
6 L .
25%10 F @ 41660
2.0x 106 ’O A 661-680
15x% 106 ’ V¥V ss1-700
6F
1.0x10 . O 701-720
500000 3y v
I Aeveeeeseeesseesee® Frequency
0 5 10 15 20

Rysunek 25: Empiryczne periodogramy dla DAXa wyznaczone dla szesciu ko-
lejnych, roztaczych miesiecznych przedziatéw czasu, czyli sktadajacych sie (dla
prostoty) z czterech tygodni handlowych (po pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu
dni). Pierwszy przedzial zaczyna sie w 601 dniu handlowym (liczac od poczatku
rozwazanej hossy, czyli od daty 2003-09-04) a konczy w 620 dniu handlowym
(w tym przypadku wartosci periodogramu oznaczono kotkami). Wartosei perio-
dogramu dla przedziatu trzeciego od konca (oznaczone przez trojkaty), rozcia-
gajacego sie od 661 do 680 dnia transakcyjnego, posiadaja wyrazne maksimum
dla najnizszej czestotliwosci wy = 0 (przy czym w; = j — 1,5 = 1,2,...,20).
Podkreslmy, ze powyzszy przedzial zawiera zarazem prog CBT. Pojawienie sie
wspomnianego maksimum jest zgodne z przewidywaniem jakie dostarcza wy-
razenie (18). Jest to jedna z wazniejszych cech CBT widoczna nie tylko dla
WIGu (patrz rysunek 24).

wosci w 7 sile” (moéwiac jezykiem mechaniki) f(x; P) (patrz réwnanie (6) w
Dodatku A) a stad w odpowiadajacym jej ”potencjale” U(x; P) (zdefiniowa-
nym réwnaniem (11) w Dodatku A.1). Ma to miejsce w najblizszym otoczeniu
interesujacego nas katastroficznego przejscia bifurkacyjnego (patrz $rodkowy
wykres na rysunku 28). Tego typu mechanicystyczne podejscie byto rozwazane
w artykule [13]. Artykul ten stanowil bezposrednia inspiracje do obrazowego

(ale formalnego) traktowania w niniejszym opracowaniu CBT jako wynik ruchu
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Rysunek 26: Empiryczne periodogramy dla DJIA wyznaczone dla szeéciu ko-
lejnych, roztaczych miesiecznych przedziatéw czasu, czyli sktadajacych sie (dla
prostoty) z czterech tygodni handlowych (po pie¢ dni kazdy, tzn. dwudziestu
dni). Pierwszy przedzial zaczyna sie w 451 dniu handlowym (liczac od poczatku
rozwazanej hossy, czyli od daty 2005-03-16) a konczy w 470 dniu handlowym
(tutaj wartosci periodogramu oznaczono kbétkami). Wartosci periodogramu dla
przedziatu przedostatniego (oznaczone przez trojkaty), rozciagajacego sie od
491 do 510 dnia transakcyjnego, posiadaja wyrazne maksimum dla najnizszej
czestotliwosei wy = 0 (przy czym w; = j — 1,7 = 1,2,...,20). Podkreslmy,
ze prog CBT lezy we wczesniejszym przedziale w punkcie 483. Pojawienie sie
wspomnianego maksimum jest zgodne z przewidywaniem jakie dostarcza wy-
razenie (18). Jest to jedna z wazniejszych cech CBT widoczna nie tylko dla
WIGu i DAXa (patrz rysunki 24 oraz 25).

hipotetycznej piteczki pomiedzy dwoma réznymi minimami potencjatu.

7

[lustracja powyzszego niech beda schematyczne ” zdjecia” migawkowe
trzech istotnie réznych sytuacji, jakie powstaja w trakcie ewolucji uktadu po-
przez prég CBT (patrz rysunki 27-29 oraz zbiorczy rysunek 30). Ewolucja
ta kresli na ptaszezyznie (x, P) trajektorie rownowagowa z = z*(P), skla-

dajaca sie z punktéw stalych, bedacych miejscami zerowymi funkcji f(z; P)

(patrz punkty 1, 1, 1” zaznaczone na wszystkich trzech wykresach na rysunku

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 269



Jakosciowe wyjasnienia

27, punkty 1, 1”7 widoczne takze na wszystkich trzech wykresach na rysunku
28 oraz punkt 1 zaznaczony na wszystkich wykresach na rysunku 29 a takze
punkty 1, 11 1” na zbiorczym rysunku 30). Podkreslmy raz jeszcze, potrafimy
precyzyjnie zdefinowaé stan réwnowagi (trwalej badz nietrwatej) uktadu jako
rozwiazanie réwnania (6).

Zauwazmy, ze wzrost absolutnej wartosci parametru P prowadzi, z
grubsza rzecz biorac, do opuszczenia sie krzywej f. Ponadto, ma miejsce asyme-
tria ksztattu tej krzywej w otoczeniu punktu 1”7. W wyniku tego, pierwiastki re-
prezentujace stabilne stany réwnowagowe uktadu (czyli punkty 1, 1” widoczne
na rysunku 27 oraz punkt 1 widoczny na rysunku 29), przemieszczaja sie na
lewo podczas gdy inne punkty reprezentujace stany réwnowagi niestabilnej
(tzn. punkt 1" widoczny na rysunku 27), na prawo; punkt 1”7, widoczny na
rysunku 28 w konicu znika (patrz rysunek 29). Nastepnie, w trakcie ewolucji
uktadu, moga sie pojawi¢ inne pierwiastki (zwiazane z kolejnym przejsciem
bifurkacyjnym) i oméwiony powyzej scenariusz powtarza sie.

Podkreslmy, ze dodatnio nachylone fragmenty bifurkujacej krzywej réw-
nowagowej P = P(z*) przedstawione na dolnych wykresach na rysunkach 27-
29 oraz (odpowiadajacy im) wstecznie biegnacy fragment krzywej P = P(x)
na plaszezyznie f/|ag] = 0 na rysunku 30), reprezentuja nietrwale (niesta-
bilne) stany réwnowagowe. Pozostale czesci tych krzywych reprezentuja stany
rownowagi trwalej (stabilne). Jezeli uklad zostanie wytracony ze stanu réw-
nowagi trwatej to (z definicji) powr6ci do niego, przy czym 7(P) jest jego
czasem relaksacji. Natomiast uktad wytracony ze stanu rownowagi nietrwatej
nie powréci juz do niego, przechodzac do jednego z dwdch stanow réwnowagi
trwatej uktadu. W istocie rzeczy, wspomniane fragmenty krzywej ztozone ze
stanow nieréwnowagowych reprezentuja odpychajacy prog rozddzielajacy do-

rzecza atraktoréw obu stanow rownowagi trwatej potozone na lewej i prawej
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Rysunek 27: Trzy komplementarne ujecia stanu uktadu przed katastroficznym
przejéciem bifurkacyjnym (obszar oznaczony na rysunku 20 terminem ” Be-
fore” ), jakie stoi za najwyzszym pikiem (igla) zaleznej od czasu wariancji
przedstawionej na rysunku 13. Gorny rysunek pokazuje schematycznag zalez-
no$¢ sity f(xz; P) od x dla ustalonej wartosci parametru P. Punkty réwnowagi
(punkty state) z = x3, x}, oraz x}, sa rozwiazaniami rownania f(z; P) = 0. Na
rysunku srodkowym przedstawiono schematycznie analogiczna, odpowiadajaca
tej sile zaleznosé potencjatu U(z; P) od x, Natomiast, na dolnym rysunku za-
mieszczono schematyczng trajektorie réwnowagowa badanego uktadu, czyli z*

w zaleznosci od przyktadowego parametru skalarnego P.
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Rysunek 28: Trzy komplementarne ujecia stanu uktadu na progu CBT (waski
obszar oznaczony na rysunku 20 terminem 7 At” ). Krzywa na gornym wykre-
sie jest przesunieta w dot w stosunku do analogicznej krzywej na wezesniejszym
rysunku 27. Tym samym, okreslona zostata strzatka czasu definiujaca kierunek
ewolucji uktadu (w kierunku progu CBT). Zakres obszaru bifurkacji dla para-
metru P rozciaga siec od P = Py = P(zg) do P = P, = Py, obejmujac obszar
niestabilnych punktow statych réwnania f(xz*; P) = 0. Jest to dobrze widoczne
na dolnym wykresie (dodatnio nachylony fragment krzywej). Na dolnym wy-
kresie wida¢ takze katastroficzne przejscie bifurkacyjne z punktu zwrotnego 1”
do (zwyktego) punktu 1 (zaznaczone dtugg strzatka). W Dodatku A.5 zbadano
wtlasnosci wszystkich trzech punktow statych a w tym przedstawiono ich para-
metryzacje. Ponadto, na wykresie sSrodkowym jest dobrze widoczna, pozytyw-
nie zorientowana asymetria potencjatu U(x; P) w otoczeniu punktu réwnowagi
ukladu 1”7 (patrz srodkowy wykres). Wlasnie istnienie tej tak znacznej asyme-
trii skutkuje skumulowana, silnie dodatnia skosnoscia sygnatu (patrz rysunek
23).
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Rysunek 29: Schematyczne, komplementarne ujecie stanu uktadu po minieciu
progu katastroficznego przejscia bifurkacyjnego (obszar oznaczony na rysunku

20 terminem 7 After” ). Na przyktad, na srodkowym wykresie przedstawiono
ksztatt krzywej potencjatu U(z; P), ktéry w otoczeniu punktu statego x; jest
(niemal) symetryczny. Skutkuje to znikaniem sko$nosci po przekroczeniu przez
uktad progu CBT (patrz rysunek 23).
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Rysunek 30: Zbiorczy, trojwymiarowy wykres pokazujacy anatomie powstania
bifurkujacej trajektorii stanéw réwnowagowych uktadu P = P(z*). Trajektoria
ta (czyli krzywa réwnowagowa), zbudowana z pierwiastkéw 17, 1" 1 1, powstata
z przeciecia plaszezyzny f/|ag| = 0 z powierzchnia f/|ag| = f(x; P)/|ao|. Na-
lezy pamietaé, ze punkty réwnowagi nietrwalej (ry/) stanowia jej fragment
biegnacy wstecznie. Ponadto, katastroficzne przejscie bifurkacyjne ze stanu
rownowagowego 1” do stanu réwnowagowego 1 zaznaczono dtuga pogrubiong
strzatka. Nachylenie stycznych w wybranych, charakterystycznych punktach
rownowagi uktadu jest miarg wielkosci A schematycznie przedstawionej na ry-
sunku 31. Na wykresie nie uwzgledniono ” rozmywajacego” wplywu szumu 7
na stany rownowagowe uktadu.
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galezi bifurkujacej krzywej réwnowagowej P = P(z*).

W niniejszym opracowaniu koncentrujemy si¢ gtéwnie na analizie sta-
bilnych stanéw réwnowagowych. Niektore z nich, typu koncowego stanu 1”
(patrz np. zbiorczy rysunek 30) sa punktami zwrotnymi, z ktérych (pod wply-
wem nawet znikomego zaburzenia spontanicznego lub systematycznego) uktad
moze w sposob nagty przejsé nawet do odlegltego stanu réwnowagowego (patrz
przejécia tego typu oznaczone diuga pogrubiong strzatka na dolnym wykre-
sie na rysunku 28 oraz na rysunku 30). Podkre$lmy, ze tylko w otoczeniu
stabilnych stanéw réwnowagowych wariancja zdetrendowanego sygnatu jest
rozbiezna wedtug prawa potegowego (patrz wyrazenie (16) w Dodatku A.3).
Jest to bezposrednia konsekwencja katastroficznego (krytycznego) spowolnie-
nia (CSD, czyli zerowania sie wspétcezynnika szybkosci relaksacji —A\), ktére
moze by¢ widoczne przed progiem CBT (patrz wykresy na rysunku 17).

Zwiazana z powyzszym rozbieznosé sredniego czasu relaksacji 7(= 1/|)|)
moze by¢ rozumiana na intuicyjnym poziomie w sposéb nastepujacy: skoro czas
powrotu do wyjsciowego stanu réwnowagowego rosnie nieograniczenie (patrz
Dodatki A.21 A.4.1) to oznacza, ze zanika zdolnosé uktadu do wyrelaksowania
ewentualnych chwilowych (egzo- lub spontanicznych endogenicznych) szokow,
prowadzac do nadmiernego wzrostu zaleznej od czasu wariancji. Innymi stowy,
CSD niszcezy zdolnoéé uktadu do degradacji fluktuacji [34].

Nalezy tutaj doda¢ uwage dotyczaca mozliwego przejécia na samym
progu bifurkacyjnym. Wowczas, jak to mozna dostrzec na rysunku 30, wspot-
czynnik —A ma nieciaglo$é (tak jak to przedstawiono schematycznie na ry-
sunku 31). Poniewaz nieciaglosé ta jest niewielka a krok czasowy wynosi w
tym przypadku jeden miesigc, zaobserwowanie jej na wykresach zamieszczo-
nych na rysunku 17 jest wciaz wyzwaniem (takze ze wzgledu na znaczny btad

towarzyszacy tego typu danym empirycznym).
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Rysunek 31: Schematyczny przebieg wspotczynnika —\ w otoczeniu progu
CBT. Celem zwickszenia wyrazistosci rysunku, nieciggto$¢ tego wspodtezyn-
nika powiekszono (co zaznaczono fragmentem pionowej przerywanej linii pro-
stej). Oznaczenie —Ay» odnosi si¢ do stanéw réwnowagi uktadu lezacych przed
progiem bifurkacyjnym i oznaczonych przez xj, natomiast, —\; dotyczy ana-

logicznych stanéw réwnowagi uktadu lezacych za progiem i oznaczonych przez

Warto podkresli¢, ze wzrost skosnosci (w przypadku indekséw WIG i
DAX) zaobserwowany w obszarze igly zaleznej od czasu wariancji nie daje
sie wyjasni¢ w ramach zlinearyzowanych teorii. Do jej opisu potrzebne jest
podejscie, ktére (méwiac jezykiem mechaniki) wprowadza potencjal nieliniowy
i asymetryczny w otoczeniu punktu 1” (w naszym przypadku indeksow WIG i
DAX wspolezynnik skosnosci jest dodatni) - dopiero wtedy doprowadza to do
potrzebnego asymetrycznego rownowagowego rozktadu prawdopodobienstwa
(patrz réwnanie (10 w Dodatku A.1, w ktérym wystepuje jawnie wspomniany
potencjal).

Nalezy doda¢, ze szczegdlnie interesujace podejscie traktujace rynek fi-

nansowy na sposob wielofazowy, poprzez opis mechanicystyczny (tzn. od strony
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potencjatu), mozna znalezé w pracy Tonisa Vagi [40]. Autor przyjal, ze po-
tencjat jest nieliniowy (w ogdlnosci dwudolinowy), co pozwolito mu wziaé¢ pod
uwage (w zasadzie) cztery fazy rynku. Na tej drodze wprowadzit hipoteze rynku
koherentnego. Pomimo, Ze jego rozwazania zmierzaja w w tym samym kierunku
co nasze, autor nie rozwazat przejs¢ bifurkacyjnych pomimo, ze istniejg one dla

tego typu potencjatu.
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4 Krétkie podsumowanie

Idac za sugestia Thomasa Luxa wskazujaca na mozliwos¢ istnienia katastroficz-
nych (nieciagtych) przejéé bifurkacyjnych na rynkach finansowych (czyli prze-
mian fazowych pierwszego rodzaju) [29], zbadaliSmy standardowe wskazniki
(przede wszystkim liniowe ale takze i nieliniowe prekursory) ostrzegajace przed
subkatastroficznymi i katastroficznymi przejsciami bifurkacyjnymi na gietdach
o matej, sredniej i duzej kapitalizacji a tam, przyktadowo, dla ostatnich dobrze
uformowanych wieloletnich pikéw. Wszystkie te prekursory sugeruja (konsy-
stentnie), ze wyniki przedstawione na rysunkach 2-14, 16-21 oraz 23 powinny
by¢ identyfikowane jako sygnatury wspomnianych przejsc.

To co jest zaskakujace w naszym przypadku to fakt, ze wspomniane po-
wyzej przejsécia sg widoczne w dziennych danych empirycznych (na zamknieciu)
tworzacych bable gietdowe a wiec w danych szczegélnie wygodnych (natural-
nych) do archiwizowania i operowania (w tym np. detrendowania). Interesuja-
cym jest fakt, ze prog CBT (Scisle zwigzany z nieciagloscia sygnatéw zaznaczo-
nych na rysunkach 2-4) zostal zaobserwowany na wiele miesiecy przed $wiato-
wym kryzysem finansowym. Wida¢ takze, ze przed ta nieciagtoscia zmiennosé
sygnatu nie miata charakteru gwattownego.

W podsumowaniu, gtéwne wyniki niniejszej I Czesci Projektu mozna

ujaé nastepujaco.

(1) Zaobserwowano, ze w otoczeniu CBT wspdlezynnik A jest ujemny, zani-
kajac w miare zblizania sie uktadu do progu CBT (patrz rysunek 17); za
progiem A ponownie maleje (czyli —A rosnie) chociaz trudno jest powie-
dzieé (ze wzgledu na znaczny rozrzut danych empirycznych), ze na progu
ma miejsce jego nieciagtos¢é. Pomimo tego, nasze badania upowazniaja

nas do sformutowania hipotezy o pojawieniu sie zjawiska katastroficz-
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nego (krytycznego) spowolnienia. Jest to tym bardziej istotne, ze A jest
obecne we wszystkich wzorach dotyczacych liniowych prekursorow, nie-

jako sterujac nimi.

Poniewaz, oprocz wielkosci A bylismy w stanie wyznaczy¢ parametr prze-
suniecia b, pozwolito nam to na skonstruowanie bifurkujacej trajekto-
rii % = 2*(P) réwnowagowe]j ewolucji uktadu, przy zatozeniu monoto-
nicznie rosnacej zaleznosci parametru sterujacego P od czasu liczonego
w miesigcach handlowych. Umozliwito to nam bezposrednie obserwacje
subkatastroficznych i katastroficznych przej$¢ bifukracyjnych (a w tym
nawet efektu migotania tuz przed progiem CBT; patrz rysunki 18-21).

Ponadto, zauwazylisSmy, ze subkatastroficznym i katastroficznym przej-
sciom bifurkacyjnym towarzyszy zdarzenie superekstremalne. Postawito

to istotne (wciaz otwarte) pytania o wspoélzaleznosé obu tych zjawisk.

Na podstawie obserwacji danych empirycznych sformutowalismy hipoteze
mowiaca, ze subkatastroficzne i katastroficzne przejscia bifurkacyjne sa

prekursorami kryzyséw i krachow gietdowych.

Uzyskane wyniki pozwalaja zasugerowa¢ mozliwg klase scenariuszy ewo-
lucji gietd (czy ogdlniej rynkéw finansowych; patrz rysunek 32) skla-
dajaca sie z szeregu nieciggltych (typu bifurkacyjnego) i ciagltych prze-
mian fazowych (niezaznaczonych na tym rysunku) przedzielonych sta-
nami rynku (niemal) efektywnego. Oczywiscie, te trzy charakterystyczne
rodzaje staméw sa rozgraniczone jakimis stanami przejsSciowymi. Tego
typu punkt widzenia koresponduje z wynikami klasycznej pracy Tonisa
Vagi [40] omawiajacej rézne mozliwe fazy istnienia rynku finansowego, w
ktorej jednak nie byto mowy o przejsciach typu nieciagltego rozwazanych

W niniejszym opracowaniu.
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]

Rysunek 32: Schematycznie przedstawiona ewolucja gietdy sktadajaca sie¢ m.in.
z wielu réznych subkatastroficznych i katastroficznych przejsé bifurkacyjnych
(nieciaglych, czyli pierwszego rodzaju zaznaczonych strzalkami). Oczywiscie,
przejscia te moga by¢ rozdzielone jakimis innymi (ktére, dla uproszczenia, nie
zostaly juz zaznaczone na wykresie) np. ciagltymi (czyli drugiego rodzaju) jak
tez typu procesu Wienera, czy ogdlniej mowiac procesami gaussowskimi.

(6) W pracy, niejako przy okazji, dostarczono na drodze poréwnania wy-
niakow odpowiednich symulacji komputerowych Monte Carlo z danymi
empirycznymi, jakosciowych argumentéw (patrz rysunki 9, 10 i 11), ze
dynamike stochastyczng na poziomie mikroskopowym nalezy bada¢ w ra-
mach stochastycznych proceséw podporzadkowanych [8]-[23]. Nie mniej,
ilo$ciowe odtworzenie tak duzego nachylenia (w skali log-log wynoszacego
ponad 5), jakie uzyskano dla absolutnych wartosci zmian (czyli szumu)
kursu EUR/CHF na rynku walutowym (patrz wykres na rysunku 12)

pozostaje wciaz wyzwaniem.

Na zakonczenie nalezy jednak podkresli¢, ze odpowiedz na pytanie czy
pojawienie sie subkatastroficznych i katastroficznych przejs¢ bifurkacyjnych
mozna traktowac jako zapowiedz krachu gietdowego takze dla innych niz ostatni
pozostaje wciaz otwarte (nalezaloby przeprowadzié dla innych krachéw analo-
giczne badania co, na szczescie, wydaje sie w pelni realne). Zatem, niniejsze

opracowanie nalezy raczej traktowac jako dobrze umotywowana propozycje me-
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todologiczng niz jako ostateczng odpowiedz na pytanie o generyczny charakter

obserwowanych subkatastroficznych i katastroficznych przejsé¢ bifurkacyjnych.
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A Liniowe indykatory krytycznego spowolnie-
nia z bifurkacyjnego punktu widzenia

W niniejszym Dodatku rozwazane sa:

(a) liniowe wskazniki katastroficznego spowolnienia takie jak: zalezna od
czasu wariancja, sredni czas relaksacji oraz wspotczynnik szybkosci re-
laksacji (dla tych wielkosci czas jest liczony w miesiacach handlowych)
jak tez widmo mocy (a dokladniej periodogram) wykazujacy efekt ”po-

czerwienienia” (jest o tym mowa ponizej),
(b) wskaznik nieliniowy w postaci wspétezynnika skosnosci (patrz rozdz. 2.8).

Przypu$émy zatem, ze zdetrendowany, zalezny od czasu sygnal (tutaj
czas jest liczony w dniach), x; “ X (t) — Trend(t), spelnia réwnanie réznicowe

dynamiki stochastycznej pierwszego rzedu postaci:

Tip1 — Ty = f(17t§ P) + N, (6)

gdzie P jest parametrem sterujacym (kontrolnym, w og6lnosci moze by¢ wekto-
rem) natomiast n;, t = 0,1,2,..., jest (przyktadowo) J-skorelowang zmienng
losowa* (0, 0?)

7 zdjecia” migawkowe sche-

Na rysunkach 27-29 zamieszczono m.in.
matycznych wykresow przedstawiajacych przebieg funkcji f w zaleznosci od
zmiennej niezaleznej (objasniajacej) = dla réznych wartodci parametru steru-
jacego P. Dalej, na zbiorczym wykresie 30 zdjecia te zostaly zebrane w po-
staci trojwymiarowego wykresu. Wida¢, ze funkcja f moze by¢ wielomianem

trzeciego stopnia wzgledem tej zmiennej, majacym wspotezynniki zalezne od

parametru P (patrz Dodatek A.5).

4Tutaj § oznacza delte Kroneckera, podczas gdy t jest czasem liczonym w dniach trans-
akcyjnych w ramach danego miesiaca handlowego (ktéry ma dwadziescia dni, czyli cztery
tygodnie handlowe). Wlasnie, miesiac handlowy jest szerokoscia okna czasowego, w ktérym
wyznaczane sa takie wielkosci jak np. A.
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A.1 Formalizm dla czasu cigglego

Mozna teraz rozwazaé alternatywne (mechanicystyczne a takze termodyna-
miczne) sformutowanie réwnania (6), ktérego podstawowym elementem jest
réwnanie dynamiki stochastycznej Langevina [37], [19]. Zatem, sformutowanie

to prowadzi do nastepujacego réwnania rézniczkowego

Ory oU (zy; P)
@ om ")

gdzie U pelni role np. mechanicznego potencjatu natomiast n sity stochastycz-

nej Langevina. Réwnanie to jest réwnowazne rownaniu Fokkera-Plancka [19].

OP(z,t) J0j(x,t)

ot or '

(8)

ktére ma postaé réwnania ciaglosci (prawa zachowania) na gesto$é prawdopo-
dobienstwa P(x,t), gdzie gestosé pradu jest dana przez nastepujace réwnanie
konstytutywne,

o? OP(x,t)

j(l‘,t):f(l‘; P)P(l’,t)— 9 or (9)

Rozwiazanie réwnowagowe réwnania (8) (otrzymane bezposrednio z za-
dania aby w uktadzie nie byto zadnych systematycznych pradéw, tzn. aby w
réwnaniu (9) j(z,t) = 0), jest dane przez wyrazenie

P () ~ % exp (—022 Ulx; P)) , (10)

g

gdzie potencjat U(x; P) pojawil sie juz weze$niej w réwnaniu (7), podezas gdy

_8U(m; P)

flasP) =~ (1)

jest (w tej terminologii) sita mechaniczna. Obie formuty (10) i (11) odgrywaja
wazng role w naszych wyjasnieniach. Innymi stowy, pozytywna asymetria po-

tencjalu U w otoczeniu punktu statego 1”7 lezacego na progu bifurkacyjnym

MATERIALY | STUDIA — Zeszyt 269



Liniowe indykatory krytycznego spowolnienia z bifurkacyjnego punktu widzenia

(patrz $rodkowy wykres na rysunku 28) jest odpowiedzialna za dodatnia war-
tosé skumulowanej skosnosci (dla zdetrendowanych sygnatéw WIG i DAX) w
tym otoczeniu.

Biorac pod uwage ducha zaleznej od czasu (generycznej) teorii Ginz-
burga-Landaua przemian fazowych [37], mozemy przyjaé, ze potencjat U(x; P)
jest wielomianem czwartego stopnia (stad f jest wielomianem stopnia trze-
ciego, patrz Dodatek A.5). Jest to juz proste zadanie techniczne ustali¢ zwiazki
pomiedzy parametrami tego wielomianu, gdy uktad dazy do progu CBT.

Nasze rozwazania przeprowadzone w tym Dodatku mozna podzieli¢ na
cztery etapy: (i) analize liniowej stabilnosci, (ii) analize nieréwnowagowej kata-
stroficznej dynamiki w poblizu progu CBT, (iii) analize wielomianowej postaci
sity f oraz dla kompletnosci (iv) alternatywne wyprowadzenie zasadniczych

wtasnosci autoregresywnych szeregéw czasowych pierwszego rzedu.

A.2 Analiza liniowej stabilnosci

Na tym etapie badamy liniowg stabilnos¢ stanu réwnowagowego, tzn. badamy
relaksacje uktadu lekko wytraconego ze stanu réwnowagowego [41]. Stany réw-
nowagowe ukladu definiowane sa jako pierwiastki (miejsca zerowe, punkty
stale) funkcji f(z; P) dla ustalonej wartosci parametru sterujacego P. Defi-

nicja ta nie wyklucza istnienia addytywnej fluktuacji opisanej zmienng losowg

n. Na przyktad, na rysunku 27 trzeci pierwiastek lokuje sie w = = 27, (Pyr).
Wtasnie, nasze rozwini¢cie dokonuje si¢ w tym punkcie z doktadnoscia do wy-
razéw liniowych w zmiennej z; —z7, (Py»). Co wiecej zakladamy, ze pierwiastek
ten znajduje si¢ w najblizszym sasiedztwie progu CBT (patrz rysunki 27 i 28).

To liniowe rozwiniecie f w punkcie stalym 1”7, daje

Y1 — Yy = f@i(Pr); Prr) + Ay + 1m0 = Ay + 14

S Y= 1+ Yy +1n¢ (12)
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poniewaz, zgodnie z definicja pierwiastka, f(z3,(Pv); P1r) znika. Zastosowa-
lismy tutaj nastepujaca notacje: (i) dla wychylenia ze stanu réwnowagowego

(zwanego takze nieunormowanym parametrem porzadku) v, = xy—aj,(Pyr), t =

0,1,2,...,oraz dla (ii) wspétezynnika szybkosci relaksacji A(P) = % [
Ostatnie rownanie w (12), przepisane w postaci
Tir1 = (1+)\) It+b+7]t, b= —)\.f}(u, (13)

umozliwia otrzymanie A\ oraz b z dopasowania do danych empirycznych, tak
jak to pokazano przykladowo na rysunku 15 (wartosé przesuniecia b jest w
skali gtéwnego rysunku niemal niewidoczna). Wynikajaca stad wielko$¢ z7,
zostala przedstawiona (dla zdetrendowanych indekséw WIG, DAX oraz DJIA)
na rysunkach 18-21.

Rozwigzanie réwnania (12) jest postaci

t—1
y=1T4+Ny%+0+N""D 1+
7=0

~ exp(At) [yo + /Ot nr exp(—)\T)dT] : (14)

gdzie pierwsza z rownosci jest spetniona dla ¢t > 1. Druga réwnos$¢ (14) ma
posta¢ wyktadnicza poniewaz ograniczyliSmy nasze rozwazania do przypadku
| A |< 1 oraz t > 1, tzn. do najblizszego otoczenia progu dla dlugich czasow.

Z réwnania (14) wynika, ze dany stan jest rownowagowy jesli® —2 < \ <
0, w przeciwnym razie nie jest on stanem réwnowagowym. Stad na przyktad,
stany 1 oraz 1” przedstawione rysunku 27 definiujg stabilne stany réwnowa-
gowe. W ogdlnodci, stabilne stany (punkty) réwnowagowe (czyli przyciagajace
punkty stale) sa potozone na fragmentach krzywej bifurkacyjnej oznaczonych
linig ciagla, podczas gdy odpychajace punkty stale (reprezentujace niestabilne

stany réwnowagowe) sg potozone na fragmencie oznaczonym linia przerywano-

Zaobserwowalismy, ze dla naszych danych empirycznych zawsze byla spelniona mocniej-
sza nierownos$¢ —1 < A < 0.
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kropkowana (patrz wszystkie dolne wykresy na rysunkach 27-29 oraz wykres
na rysunku 30).

Dodajmy, ze dla stabilnych stanow réwnowagowych sredni czas relak-
sacji T(P) = 1/ | A(P) | jest dobrze okreslona dodatnia wielkoscia. W szcze-
goblnosci, wielce interesujace sa punkty rownowagowe xj oraz xj, widoczne na
rysunku 28 poniewaz, sa one punktami granicznymi obszary bifurkacyjnego
zwane katastroficznymi punktami bifurkacyjnymi, przy czym punkt xj, jest
zarazem punktem zwrotnym. Punkty te reprezentuja dwa najbardziej istotne

stany sposrod rozwazanych w niniejszym opracowaniu.

A.3 Ogoéblne wlasnosci pierwszorzedowego

autoregresywnego szeregu czasowego

Dobrze wiadomo [11, 5], ze szczegdlnie uzyteczne wielkosci, tzn. wariancja,
kowariancja, funkcja autokorelacji jak tez widmo mocy sa ze sobg powiazane.

Oblicza sie je wykorzystujac $ciste rozwiazanie w (12).

Zatem, obliczamy kowariancje a stad ACF'(h)

Cov(yeyirn) = YeYern) — W) Yern) = (1 + )\>h Var(y,) =
Cov(wywey) = (1+N)"Var(z)
Cov(yyyirn)  Cov(xyzipn)
ACF(h) = —
& ACE(h) Var(y,) Var(xzy)
= (1+ )M
= ACF(h) ~exp(\| h|), h=0,+1,£2,..., (1)

gdzie A jest (jak zobaczymy w Dodatku A.4.1) wyrazone réwnaniem (21) a
wariancja Var(y;) jest dana (po prostych algebraicznych przeksztalceniach)

przez nadzwyczaj wazng formute

Var(y) = (4) = (w)* = Var(z,)

= Var(yo)(1+\)? - [1- @+ (16)

A2+ X)
tutaj Var(y,) = Var(z;) anotacja (.. .) oznacza $rednig po szumie i warunkach
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tutaj Var(y;) = Var(z;) anotacja (. ..) oznacza srednig po szumie i warunkach
poczatkowych (zespole statystycznym rozwiazan y,). Ostatnia z réwnosci w
(15) jest spelniona dla | A |« 1. Wspotezynnik 1 + A (obecny w (15)) jest
po prostu jednokrokows funkcja autokorelacji, ktora moze byé¢ wyznaczona
bezposrednio z danych empirycznych (patrz rysunek 16). Mozna powiedzie¢,
ze jest to zasadnicze osiagniecie niniejszej pracy.

Co wiecej, mozna tatwo wykazac na drodze analitycznej, wykorzystujac
(21) (patrz Dodatek A.4.1), ze wariancja a stad kowariancja zanikaja wedtug
prawa potegowego w miare jak system zbliza sie do progu CBT podczas, gdy
funkcja autokorelacji staje sie wtedy rozciagnietym eksponensem (patrz réw-
nanie (22) w Dodatku A.4.1).

Teraz, poniewaz dysponujemy juz prosta Scista formuta na stacjonarng,
h-krokowa funkcje autokorelacji, AC'F'(h), mozemy uzyska¢ widmo mocy PS(w)
w Scisty analityczny sposob. Mianowicie, z twierdzenia Wienera-Khinchina [24]

otrzymujemy, ze

PS(w) = i ACF(h) exp(—ihw)

h=—H

— i (1+ MM exp(—ihw)
A2+ —2(1+ M) (1 + X — cos(w)) a7
24+ A2+ A) —2(1+ N)cos(w)

gdzie 0 < H < oo. Oczywiscie, dla H — oo sktadnik zwierajacy czynnik
(1 4+ M\)" w liczniku znika. Ponadto, dla | w |< 1 otrzymujemy z wyrazenia

(17), ze

A2+ A) =201+ N (A — w?/2)

PSw) ~ - A2 — (1+ Aw?
A= (1+NH 2 — w?)
~ — )\2 — w2 ) (18)

gdzie ostatnie wyrazenie w (18) zostalo otrzymane przy dodatkowym warunku

| A |< 1. Wyrazenie (18) méwi, ze w miare jak uktad osiaga prog bifurkacyjny
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singularnosé (czyli maksimum igly tworzonej tym razem przez widmo mocy)
przesuwa si¢ systematycznie do coraz nizszych czestotliwosci az do znikania .
To wtasnie jest efekt poczerwienienie widma mocy.

Dla znikajacej wartosci A wariancja oraz kowariancja rozbiegaja sie
zgodnie z prawem potegowym, podczas gdy funkcja autokorelacji dazy do swo-
jej wartosci maksymalnej réwnej 1. Oprocz tego, wszystkie momenty nieparzy-
ste zmiennej y, znikaja. Stad oraz z réwnania (16) otrzymujemy, ze (w ramach
teorii liniowej) sko$nosé rowniez znika.

Co wiecej, mozna latwo pokazaé (znowu wykorzystujac rozwiazanie
(14)), ze nadmiarowa kurtoza znika jezeli zmienne y, i 7; sa losowane z ja-
kis rozktadow symetrycznych.

Oznacza to, ze w ramach teorii liniowej (tzn. w otoczeniu progu CBT)
rozktad zmiennej y,; jest gaussowski o wariancji danej wyrazeniem (16) i scen-
trowany w (y;) = (yo) (1 + A)' = 0.

Powyzsze rozwazania wskazuja, ze faktycznie ACF(1) oraz AR(1) sa
podstawowymi wielkosciami w badaniu katastroficznych bifurkacji mozliwymi

do bezposredniego odczytania z danych empirycznych.

A.4 Uwaga dotyczaca analizy nieliniowych szeregéw cza-

sowych

Poniewaz liniowy sktadnik w liniowych szeregach czasowych moze by¢ sto-
sunkowo latwo zamaskowany przez szum, rozwijamy f w wyrazeniu (6) do
kwadratowego skladnika (patrz réwniez réwnanie (12)). Stad, mozemy powie-
dzie¢, ze mamy teraz do czynienia z nieliniowym szeregiem czasowym. Dla tego
typu szeregow czasowych rozwinieto wiele metod okreslajacych w nich poziom

szumu a takze redukujacych go [28].
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A.4.1 Katastroficzna dynamika w poblizu progu katastroficznego
przejscia bifurkacyjnego

W niniejszym etapie, przeprowadzamy bardziej subtelna analize nieréwnowa-
gowej dynamiki w otoczeniu wybranego punktu statego [41]. Innymi stowy,
rozwazamy tutaj dynamike w poblizu progu CBT.

W tym celu dokonajmy rozwinigcia Taylora w punkcie x5 () do rzedy

drugiego w y;:

[z P) = f(a5(P) +y; P +py) = Bpi+ay; +..., (19)

tutaj j = 1” oznacza wybrany przyciggajacy punkt staly lezacy na krzywej
bifurkacyjnej (patrz rysunek 30). Dla wystarczajaco matych | p; | 1] y; | je-
dynie pierwsze dwa sktadniki w (19) odgrywaja istotna role. Ponadto, uzy-
liSmy nastepujacych oznaczen: dla wychylenia z potozenia rownowagowego

y; = = — xj(F;), (ujemnego) odchylenia parametru p; = P — P;, dla (ujem-

nego) wspotczynnika 3 = % |x:x;( p;), p—p; oraz dla (ujemnego) wspolczyn-
nika o = %% ‘w=Z§(Pj)7 p—p,. Zauwazmy, ze znak kazdej z tych wielkosci

moze by¢ stosunkowo tatwo okreslony dzieki charakterystycznemu przebiegowi
krzywych f(x) w funkcji x przedstawionych na rysunku 30. Wykorzystalismy
takze tutaj pomocne whasnosci f(x5(F;); P;) = 01 A(P;) = 0 (patrz rysunek
28 oraz katastroficzna krzywa na rysunku 30), gdzie pierwsza definiuje pier-
wiastek funkcji f a druga lokalne minimum na progu CBT. Dzigki obu tym
wtlasnodciom uzyskujemy ponizej poszukiwane relacje skalowania.
Podstawiajac w réwnaniu (19) zmienna x = x*(P), otrzymujemy po-

szukiwang relacje skalowania (wynikajaca ze znikania prawej strony tego réw-

s (2]

gdzie wychylenie y; = x*(P) — x}(P;) jest, w tym przypadku, dodatnie (dla-

nania)

tego w dalszym ciggu powinien by¢ wziety znak "+” stojacy na zewnatrz
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nawiasu kwadratowego), przy czym wykladnik g = 1/2 odgrywa role indeksu
krytycznego (wyktadnika krytycznego). Jezeli p; jest wektorem wtedy takze 3
jest wektorem a stad iloczyn skalarny (3 - p; jest, oczywiscie, skalarem.

Zalezmo$é (20) pokazuje, ze wychylenie y; zanika zgodnie z prawem
potegowym w miare jak uktad zbliza sie do progu CBT. Tego typu zanikanie
jest sygnatura przemiany fazowej; w naszym przypadku przemiany nieciagte;j,
czyli pierwszego rodzaju (wedtug klasyfikacji Ehrenfestéw [16]).

Co wiecej, z réwnan (19), (20) oraz definicji A otrzymujemy kolejna
wazng relacje skalowania®

A= 2ay; = %2 [_ (5_19)] (21)

«

Zmak " +"w drugiej réwnosci w (21) definiuje stabilny stan réwnowagowy uktadu
(gdyz wtedy wspétezynnik A jest ujemny), co wlasnie odpowiada rozwazanej
sytuacji zblizania sie uktadu do stanu j = 1”. Zaleznos$é (21) pokazuje, ze
oczywiscie wspdtezynnik szybkosei relaksacji |A| zanika w tym przypadku po-
tegowo. Stanowi to kolejng sygnature przemiany fazowej. Jednakze, odpowiedz
na pytanie jak || skaluje sie z czasem (liczonym, oczywiscie, w miesiacach a nie
w dniach) pozostaje nadal wyzwaniem wymagajacym znacznie subtelniejszej
analizy danych empirycznych.

Na zakonczenie tego Dodatku zauwazmy, ze podstawiajac réwnanie (21)

do ostatniego réwnania w (15) otrzymujemy ACF(h) w postaci

ACF(h) = (1 + M) ~ exp(Alh]) = exp <2a (— (%))“) , (22)

czyli rozciggnietego eksponensa w zmiennej p;.

SFormula (21) zostala uzyskana z réwnania (19) poprzez jego zrézniczkowanie stronami
po zmiennej & w punkcie x = 2*(P).
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A.5 Wazny przyklad: przyblizenie sktadowej determi-
nistycznej w rownaniu dynamiki stoczastycznej za

pomoca wielomianu trzeciego stopnia

Przypusémy, ze potencjat U jest okreslony poprzez wielomian czwartego stop-

nia
Ulz; P) = Aot + Arz® + Apa® + Asz + Ay, (23)

gdzie A, j = 0,1,...,4, sa jego (rzeczywistymi) wspétczynnikami zaleznymi
od parametru sterujacego P. Zgodnie z zaleznoscia (11), sita f jest wielomia-

nem o stopien nizszym
f(z; P) = apr® 4+ a12? + asx + as, (24)

gdzie wspotezynniki a4_; = —jAy_;, 7 = 1,...,4 oraz (zgodnie z sugestia
bioraca sie z danych empirycznych) ag < 0. Skoncentrujemy sie teraz na ich
analizie dla otoczenia progu CBT (przyjmujac, ze oczywiscie sg sparametry-
zowane przez P - jest o tym jeszcze mowa w dalszej czesei).

Zatem, okreslmy cel jak stawiamy przed rozwazanym przyktadem:

(i) zamierzamy wyznaczy¢ pierwiastki 7 i 27, wielomianu (24) a stad obli-
czy¢ wielko$¢ katastroficznego skoku Az, = 2] — 7, w zaleznosci od

wartos$ci wspotezynnikéw wielomianu,

(i) rozwiazaé takze problem odwrotny, czyli wyznaczy¢ stosunki parametréw
ai/ag, azfag i as/ay za pomoca pierwiastkéw zi i 3., ktére moga juz
by¢ (w zasadzie) uzyskane z danych empirycznych (patrz rysunki 18-21
w rozdz. 2.7).

Zauwazmy, ze katastroficzne przejscie bifurkacyjne 1”7 = 1 (patrz dolny
wykres na rysunku 28) zaczyna sie w takim punkcie 17, ktéry jest nie tylko

najwiekszym pierwiastkiem (tutaj podwojnym) wielomianu f ale takze sta-
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nowi jego lokalne maksimum. Innymi stowy, punkt 1” jest punktem przegiecia

krzywej potencjatu U(z) (patrz srodkowy wykres na rysunku 28). Stad,

of (z; P)
or

* 2 *
‘93:107371‘// = 3&0 xO,l" + 2(11 l’o’l// taz = O’ (25>

przy czym 0 jest pierwszym punktem przegiecia krzywej potencjatu (patrz po-
nownie srodkowy wykres na rysunku 28), stanowiac zarazem minimum krzywe;
f(z).

Z réwnania (25) otrzymujemy

1
Toqn = Tip F 37“)\/5, D a2 — 3aga, (26)

7

gdzie znak ”+” dotyczy minmum z}, natomiast ” —” maximum x7,,

1(11
7 Y ) 27
xp 3@0 ( )

przy czym przyjmujemy, ze wyroznik D > 0, gdyz tylko wtedy istnieja dwa
rzeczywiste pierwiastki réwnania (25).

Mozna tatwo wyprowadzi¢ (ze znikania drugiej pochodnej f po x), ze 4,
dane réwnaniem (27) jest punktem przegiecia (patrz gorny wykres na rysunku

28),

1(11
3(10.

O f(x; P)

0x? (28)

|x:xip - O = xl'p - —

Jak to wynika z réwnania (26), oba ekstrema funkcji f, tzn. x oraz x73,, sa
ulokowane symetrycznie po obu stronach punktu przegiecia z;, (minimum
po lewej stronie a maksimum x7, po prawej).

Rozwazmy teraz przypadek przedstawiony na rysunku 28. Postulujemy

nastepujace wtasnosci sugerowane przez dane empiryczne,

(i) przyjmujemy, iz spetnione sa nastepujace nieréwnosci: z; < 0 and z7, >

0,
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(ii) maksimum z73, jest dwukrotnym pierwiastkiem funkcji f danej przez

(24).

Z wtasnodci (ii) oraz przyjeciu takiej wartosci zmiennej = i parame-
tru P, dla ktérych f(z; P) w réwnaniu (24) znika, tatwo otrzymuje sie trzeci
pierwiastek

2
T] = Ty — 3—\/5 (29)

Qg

Co wiecej, postulujemy (pod wplywem danych empirycznych, patrz rysunki
18-21), ze a7} < 0.
Z réwnan (26) i (29) otrzymujemy katastroficzny bifurkacyjny skok

1
AZL‘T//J — _a_o\/ﬁ, (30)

jako funkcje tylko dwoch parametréw aq/ag i as/ag.
Z réwnan (26), (28) i (29) tatwo otrzymuje sie rozwiazanie problemu

odwrotnego w postaci

a
a_l — —(2.'];;// + IT) < O,
0
a
=2 = at, (ah 4 22%) > 0, (31)
Qo
razem z warunkiem
a
Qo

ta ostatnia zaleznos¢ gwarantuje samozgodno$¢ uzyskanych wynikow. Powyz-
sze nieréwnosci zostaly zasugerowane przez dane empiryczne. Stad, a; > 0, ay <
0, az < 0.

Jak widaé, dysponujac (w oparciu o dane empiryczne) punktem zwrot-
nym x7, oraz punktem xj (patrz rysunki 18-21) mozemy otrzymac poszuki-

wane, stosunki parametréw a; /ag, as/ag oraz az/ag.
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